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Abstract
In this work we are interested in the study of a second order boundary value problem

whose conditions are given at three points of the domain, using the Leray-Schauder

nonlinear alternative and the Banach contraction principle, we have demonstrated the

existence and uniqueness of the non-trivial solution. The results obtained are illustrated

by examples.

Key words : Leray-Schauder nonlinear alternative, Banach contraction principle,

Boundary value problems, Existence of solution, Uniqueness.
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Résumé
Dans ce travail on s�intéresse à l�étude d�un problème aux limites du second ordre

dont les conditions sont données en trois points du domaine, en utilisant l�alternative non

linéaire de Leray-Schauder et le principe de contraction de Banach, nous avons démontré

l�existence et l�unicité de la solution non triviale. Les résultats obtenus sont illustrés par

des exemples.

Mots clés : Alternative non linéaire de Leray-Schauder, Le principe de contraction

de Banach, Problèmes aux limites, Existence de la solution, Unicité la solution.
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Introduction
Plusieurs phénomènes naturels de la vie réelle s�expriment mathématiquement sous

forme d�équations di¤érentielles non linéaires. La théorie et les applications des équations

non linéaires dans le cadre topologique et algébrique nécessitent naturellement d�investir

dans la branche de la théorie du point �xe.

En analyse, le théorème du point �xe est un résultat qui a¢ rme qu�une fonction

f possède au moins un point �xe, avec quelques conditions sur f: Un point �xe d�une

fonction f qui est dé�nie dans un espace métriqueX vers lui même, est un élément x 2 X

qui véri�e f (x) = x: Ces théorèmes présentent un outil très utile en mathématiques,

principalement dans le domaine de la résolution des équations di¤érentielles.

Durant ces dernières années, les théorèmes du point �xe sont regardés comme de très

puissants et importants outils dans l�étude des phénomènes non-linéaires. Le plus simple

théorème de point �xe connu est le théorème de Banach qui est appelé aussi théorème

de contraction : "toute contraction d�un espace métrique complet vers lui même admet

un unique point �xe."

En 1912, Brouwer a trouvé une généralisation du théorème de Banach, il a¢ rme que :

"une fonction continue de la boule unité fermée dans un espace euclidien de dimension n

vers elle même doit avoir un point �xe". Ce résultat a été généralisé par plusieurs mathé-

maticiens, la plus importante généralisation est obtenue par le mathématicien polonais

Juliusz Schauder en 1930 : "toute application continue et compacte d�un sous-ensemble

fermé, borné et convexe d�un espace de Banach vers lui même admet un point �xe". Ce

puissant théorème de point �xe intervient surtout dans la démonstration de l�existence

de solutions d�une équation di¤érentielle.

Remarquons que dans certains problèmes aux limites engendrés par des équations

di¤érentielles ordinaires, les conditions aux limites sont imposées localement ou non lo-

calement. Par exemple dans le problème de Robin :
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8<: u
00
(t) + f

�
t; u (t) ; u

0
(t)
�
= 0;

u (0) = 0, u
0
(1) = 0:

(1)

Si la condition locale u0 (1) = 0 est remplacée par la condition non locale u (1) = u (�) ;

i:e;

u (0) = 0 et u (1) = u (�) ; (2)

(où � 2 ]0; 1[), alors le problème est dit, un problème non-local.

Evidemment, le problème non-local donne de meilleurs résultats que le problème local.

Dans le calcul numérique, il est plus di¢ cile de déterminer la valeur de u0 (1) que celle de
u(�)�u(1)
��1 : La condition non locale u (1) = u (�) ; peut être écrite comme "une di¤érence"

u (1) � u (�). L�étude de ces problèmes est d�actualité et plusieurs travaux et ouvrages

sont consacrés à ce sujet.

Nous passons maintenant à la description du plan de ce mémoire.

Ce travail est réparti en trois chapitres :

Le premier chapitre se compose notament des rappels de quelques résultats théo-

riques et notions de base de l�analyse fonctionnelle, qui seront utilisées dans les chapitres

qui suivent.

Dans le deuxième, on va présenter quelques résultats de la théorie du point �xe,

où on va étudier les théorèmes de Banach, de Brouwer et de Schauder.

Ces éléments d�analyse on été pris de quelques livres et articles choisis.

Dans le troisième chapitre, nous nous s�intéressons à l�étude de problème aux

limites du second ordre à trois points suivant :8<: u00 (t) + f (t; u(t)) = 0; 0 < t < 1;

u (0) = �u
0
(0) ; u (1) = �u (�) ;

où, � 2 ]0; 1[ ; � > 0; � > 0 et f est une fonction continue : f 2 C ([0; 1]� R;R).

Inspiré des travaux [4; 5; 6; 7; :::] et sous certaines conditions sur la non linéarité f , nous
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avons appliqué l�alternative non linéaire de Leray-Schauder pour démontrer l�existence

de la solution non triviale et le théorème de contraction pour montrer l�unicité de la

solution. Les résultats obtenus sont illustrés par des exemples.

En�n, nous clôturons ce mémoire par une bibliographie.
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Chapitre 1

Rappels de quelques notions

d�analyse fonctionnelle.

Dans ce chapitre on va rappeler des dé�nitions de quelques notions de base de l�analyse

fonctionnelle et le théorème d�Arzela-Ascoli, qu�on va utiliser dans la suite de notre travail.

Ces éléments d�analyse on été pris de quelques livres et articles choisis.

1.1 Introduction

L�analyse fonctionnelle est la branche des mathématiques et plus particulièrement de

l�analyse qui étudie les espaces de fonctions.

Les espaces de base de l�analyse fonctionnelle sont les espaces vectoriels normés com-

plets sur le corps des nombres réels ou des nombres complexes. De tels espaces sont appelés

les espaces de Banach. Les espaces de Hilbert constituent un cas particulier important,

où la norme est issue d�un produit scalaire.
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1.1.1 Quelques rappels

Un espace de Banach est un espace vectoriel normé (e.v.n.) sur un sous-corps | de C

(en général | = R, ou C.), complet pour la distance issue de sa norme.

Soit V un e.v normé.

Dé�nition 1.1 (convexe).

On dit qu�une partie A de V est convexe si pour tout x; y 2 A, on a pour tout

t 2 [0; 1] ; tx+ (1� t)y 2 A.

ce qui signi�e que le segment joignant x et y est entrièrement contenu dans A.

Dé�nition 1.2 (espace metrique complet)

On dit que l�espace métrique (V; d) est complet si et seulement si toute suite de Cauchy

d�éléments de V converge dans V .

Dé�nition 1.3 Un ensemble A � V est compact si de toute suite d�éléments de A, on

peut extraire une sous-suite convergente vers un élément de A.

Proposition 1.1 Si A est compact, alors A est fermé et borné.

Proposition 1.2 Si V est de dimension �nie, alors A est compact si et seulement si A

est fermé et borné.

Dé�nition 1.4 Soit E un espace topologique séparé. Un sous-ensemble F de E est re-

lativement compact si son adhérence F est compacte.

Dé�nition 1.5 Une norme est une application dé�nie sur V (e.v) réel, à valeurs dans

R+, notée jj:jjV ; et satisfaisant les trois propriétés suivantes :

(i) kvkV = 0() v = 0:

(ii) 8� 2 R, 8v 2 V , k�vkV = j�j kvkV .

(iii) Inégalité triangulaire: 8v; w 2 V; kv + wkV � kvkV + kwkV :

Proposition 1.3

1) Si V est compact et si A est une partie fermée de V , alors A est compacte.
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Espaces Lp (
)

Dé�nition 1.6
�
Espaces L1(
)

�
Soit 
 un ouvert de Rn; on désigne par L1 (
) l�espace des fonctions intégrable sur 


à valeurs dans R; on pose

kfk1 =
Z



j f(x) j dx

Dé�nition 1.7 Soit 1 � p � +1

Lp (
) =
�
f : 
 �! R; f mesurable et j f(x) jp2 L1 (
)

	
muni de la norme

kfkLp = kfkp =
�Z




j f(x) jp dx
� 1

p

Si p =1, on a L1 (
) est l�espace des fonctions f : 
 �! R mesurable, véri�ant

9 c > 0 telle que j f(x) j< c; p:p: sur 
:

La norme est notée par

k f kL1=k f k1= inf fc > 0; j f(x) j� c; p.p. sur 
:g

Théorème 1.1 (Convergence dominée)

Soit fn 2 L1 (E) ; une suite de fonctions sommable sur E telle que :

1) Pour presque tout x; fn (x)! f (x) sur E.

2) jfnj � g 2 L1 (E).

Alors, f 2 L1 (E) et lim
n!1

R
E
fn(x)dx =

R
E
f(x)dx.

Dé�nition 1.8 (Espaces de hilbert)

Un espace de Hilbert est un espace vactoriel muni d�un produit scalaire, et qui est

complet pour la norme associée à ce produit scalaire.
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Théorème 1.2 Lp (
) muni de la norme k : kLp(
)est un espace de Banach pour tout

1 � p � 1:

Remarque 1.1 En particulier lorsque p = 2; L2 (
) muni du produit scalaire

hf; giL2(
) =
Z



f(x)g(x)dx

est un espace de Hilbert.

Notation Soit 1 � p � 1: On note q l�exposant conjugué de p c�est à dire 1
p
+ 1

q
= 1:

Théorème 1.3 (Inégalité de Hölder)

Soit p telle que 1 � p � 1, et soient deux fonctions telles que

f 2 Lp (
) et g 2 Lq (
)

Alors

f:g 2 L1 (
) et k f:g kL1(
)� kfkLp(
): k g kLq(
)

Théorème 1.4 (Fubini)

Si f : [a; b]� [a; b] �! R est continue, alors les intégrales

Z d

c

�Z b

a

f(x; t)dx

�
dt et

Z b

a

�Z d

c

f (x; t) dt

�
dx

existent et sont égales.

1.2 Théorème d�Arzéla-Ascoli

Nous allons rappeler le théorème d�Ascoli qui concerne les compacts et qui constitue

un outil fondamental de l�analyse fonctionnelle et il va nous servir beaucoup le long de

ce travail.

11



1.2.1 Opérateurs compacts

Dé�nition 1.9 Soit T un opérateur d�un espace normé X dans un espace normé Y , on

dit que T est un opérateur compact s�il envoie tout ensemble borné dans X à un ensemble

relativement compact dans Y .

Dé�nition 1.10 (Opérateur complètement continu)

L�opérateur T est dit complètement continu, s�il est continu et compact.

Dé�nition 1.11 Une famille de fonctions F � C (X;R) est dite uniformément bornée,

s�il existe un nombre M > 0 tel que

ju (x)j �M; 8x 2 X; 8u 2 F:

Dé�nition 1.12 (Equicontinuité).

Soit (X; d) un espace métrique donné, une famille de fonctions F � C (X;R) est dite

équicontinue si et seulement si :

8� 2 X; 9 � > 0 : 8 (x; y) 2 X2; d (x; y) < �, 8u 2 F; on a : ju (x)� u (y)j < "

Théorème 1.5 (Théorème d�Arzéla-Ascoli)

Soit X un espace métrique complet, alors une famille de fonctions F � C (X;R) est

relativement compact si et seulement si :

- La famille F est équicontinue sur X:

- La famille F est unifomément bornée sur X:
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Chapitre 2

Quelques résultats de la théorie du

point �xe

Dans ce chapitre on va donner une brève introduction sur les théorèmes du point �xe.

On va étudier le théorème du point �xe de Banach, de Brouwer et de Schauder, pour

plus de détails voir [1; 2; 3; :::] :

Etant donné un ensemble E et une application f : E �! E, les théorèmes du point

�xe donnent certaines conditions sous lesquelles f admet un point �xe dans E. Ces

théorèmes présentent un outil important en mathématiques.

Dé�nition 2.1 Soit V un espace vectoriel normé, et f une application de V dans V .

On dit que f est lipschitzienne sur V s�il existe une constante L > 0 telle que

8u1; u2 2 V : kf(u1)� f(u2)kV � L ku1 � u2kV :

Si L < 1; f est dite contractante.

Théorème 2.1 Soit f une fonction continue sur un intervalle I = [a; b] :

Si f (I) � I (I stable par f); alors f admet (au moins) un point �xe sur I: (C�est-à-

dire : il existe (au moins) un réel x de I tel que f (x) = x):
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Preuve. Considérons la fonction g dé�nie sur I : g (x) = f (x)� x:

Montrons que 0 2 g (I) : On a : g (a) = f (a)� a 2 g (I) et g (b) = f (b)� b 2 g (I)

Or, comme f (I) � I, on a : f (a) � a et f (b) � b; c�est -à-dire g (a) � 0 et

g (b) � 0:

D�après le Th�eor�eme des valeurs intermédiaires, il existe un réel x 2 I tel que g (x) =

0; c�est-à-dire f (x) = x:

2.0.2 Le premier théorème du point �xe.

Ce théorème qui est un résultat métrique est dit principe de l�application contractante,

on trouve aussi dans la littérature : théorème de contraction de Banach, théorème de

Banach-Picard, il garentit l�existence d�un unique point �xe pour une contraction sur un

espace métrique complet.

Théorème 2.2 Soient (E; d) un espace métrique complet et ' : E �! E une application

contractante, (i:e; Lipschitzienne de rapport L < 1).

Alors,

' admet un unique point �xe a 2 E.

De plus, pour tout point initial x0 2 E, la suite itérée (xp)p2N dé�nie par8<: x0 2 E quelconque

xp+1 := '(xp);

converge vers a:

Preuve.

1. Existence : Soit x0 un point initial quelconque et (xp) la suite itérée associée. On

a

d(xp; xp+1) = d ('(xp�1); '(xp)) p � 1:

14



Nous allons prouver que (xp) est une suite de Cauchy dans E: pour p < q; nous utilisons

l�inégalité triangulaire

d(xp; xq) � d(xp; xp+1) + d(xp+1; xp+2) + :::+ d(xq�1; xq): (P )

Puisque ' est une contraction, nous avons

d(xp; xp+1) = d ('(xp�1); '(xp))

� kd(xp�1; xp); p � 1:

En répétant cette inégalité, nous obtenons

d(xp; xq) �
�
kp + kp+1 + :::+ kq�1

�
d(x0; x1)

d(xp; xq) � kp
�
1 + k + :::+ kq�p�1

�
d(x0; x1)

� kp
�

1

1� k

�
d(x0; x1):

Nous déduisons alors que (xp) est une suite de Cauchy. Comme (E; d) est complet, la

suite (xp) converge vers un point limite a 2 E.

Par ailleurs puisque ' est une contraction, nous avons :

a = lim
p!1

xp = lim
p!1

'(xp�1) = '

�
lim
p!1

xp�1

�
= '(a):

nous avons donc prouvé que ' admet un point �xe a dans E (i:e; '(a) = a).

2. Unicité : Supposons qu�il existe a; b 2 E, a 6= b, tels que nous avons '(a) = a et

'(b) = b. Alors,

d(a; b) = d('(a); '(b)) � kd(a; b);

ce qui implique que : d(a; b) = 0; i.e, a = b: (puisque k < 1) :
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Les hypothèses de ce théorème sont essentielles et si nous en négligeons seulement

une, le point �xe n�existe pas.

Contre-exemples.

Les exemples suivant montrent que chacune des hypothèses du théorème est réellement

nécessaire.

1. X n�est pas stable par f , (f (X) * X ) : f (x) =
p
x2 + 1 sur X = [0; 1] :

Or, X est fermé dans R et complet car R est complet.

De plus,

f 0 (x) =
xp
x2 + 1

< 1

sup
x2X

���f 0 (x)��� < 1 =) f est contractante:

Mais f n�a pas de point �xe car f ([0; 1]) =
�
1;
p
2
�
, i:e; X n�est pas stable par f .

2. f n�est pas contractante : f (x) =
p
x2 + 1 sur X = [0;1[ :

Or, f : X ! X et X est un fermé de R. R est complet donc X est complet.

Mais, sup
x2X

jf 0 (x)j = 1 =) f n�est pas contractante:

3. X n�est pas complet : f (x) = sin(x)
2

sur X =
�
0; �

4

�
: Or

f
�i
0;
�

4

i�
=

#
0;

p
2

4

#
�
i
0;
�

4

i
;

sup
x2X

���f 0 (x)��� =
1

2
< 1 =) f est contractante:

Mais, X n�est pas fermé dans R donc n�est pas complet.

2.0.3 Le deuxième théorème du point �xe

Ce théorème (de Brouwer) est un théorème du point �xe topologique, il donne

l�existence d�un point �xe (mais pas nécessairement l�unicité) pour une fonction continue

sur une boule fermé dans un espace de dimension �nie
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Théorème 2.3 Soit K une partie non vide, compacte et convexe de Rn et f : K ! K

une fonction continue, alors il existe x 2 K tel que f(x) = x.

Remarque : Les parties convexes et compactes de R sont les segments. Le théorème

de Brouwer prend donc dans le cas n = 1 la forme particulière suivante :

Théorème 2.4 Si f : [a; b] ! [a; b] est continue, alors il existe x 2 [a; b] tel que

f(x) = x.

Preuve. Si f est continue de [a; b] dans [a; b] lui-même, la fonction g : x 7�! f (x)�

x � 0 est continue, prend en a la valeur f (a) � a � 0 et en b la valeur f (b) � b � 0:

D�après le Th�eor�eme des valeurs intermédiaires, la fonction g s�annule en un point x0;

qui est un point �xe de f:

Remarque 2.1 1: L�hypothèse "I fermé " n�est là que pour assurer que x0 2 I. Si on

sait déja, par ailleurs, que x0 2 I (en pratique, on a parfois déja calculé ` en résolvant

l�equation f (x0) = x0), cette hypothèse devient inutile.

2: Le théorème du point �xe ne s�applique pas si l�on remplace l�hypothèse "f contrac-

tante sur I" par l�hypothèse "f 1-lipschitzienne sur I".

Voici un contre-exemple :

Soit, I = [1;+1[ et

f : I ! I

telle que,

f (x) = x+
1

x

Soient x et y dans I avec x < y.

Comme la fonction f est croissante sur [1;+1[, on a :

jf (y)� f (x)j � f (y)� f (x)

17



donc,

jf (y)� f (x)j � y � x+
x� y

xy

alors,

jf (y)� f (x)j � y � x � jy � xj

Ce qui prouve que f est 1-lipschizienne sur I.

Cependant f n�a pas de point �xe sur I. (L�équation f (x) = x n�a pas de solution )

Le théorème de Schauder

Ce théorème prolonge le résultat du théorème de Brouwer pour montrer l�existence

d�un point �xe pour une fonction continue sur un convexe compact dans un espace de

Banach.

Théorème 2.5 (Schauder).

Soient E un espace de Banach et K � E convexe et compact. Alors toute application

continue f : K ! K possède un point �xe.

Preuve. Soit f : K ! K une application continue. Comme K est compact, f est

uniformément continue ; donc, si on �xe � > 0, il existe � > 0 tel que, pour tout x,y 2 K,

on ait

kf (x)� f (y)k � �, dès que kx� yk � �

De plus, il existe un ensemble �ni des points fx1; :::; xpg � K tel que les boules

ouvertes de rayon � centrées aux xj recouvrent K ;

i.e,

K �
[

1�j�p
B (xj; �) :
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Si on désigne L =: V ect (f (xj))1�j�p, alors L est de dimention �nie, et K
� := K \ L

est compact convexe de dimension �nie.

Pour 1 � j � P , on dé�nit la fonction continue  j : E ! R par

 j (x) =

8<: 0 si kx� yk � �

1� kx�xjk
�

sinon

et on voit que  j est strictement positive sur B (xj; �) est nulle dehors.

on a donc, pour tout x 2 K,
pX
j=1

 j (x) > 0, et donc on peut dé�nir sur K les

fonctions continues positives 'j par

'j (x) =
 j (x)
pX
k=1

 k(x)

pour les quelles on a
pX
j=1

'j (x) = 1, pour tout x 2 K.

on pose alors, pour x 2 K,

g (x) :=

pX
j=1

'j (x) f (xj) :

g est continue (car elle est la somme des fonctions continues ), et prend ses valeurs

dans K� (car g(x) est un barycentre des f (xj)).

donc, si on prend la restriction g�K� : K� ! K�, g possède un point �xe y 2 K�.

De plus,

f (y)� y = f (y)� g (y) =

pX
j=1

'j (y) f (y)�
pX
j=1

'j (y) f (xj)

=

pX
j=1

'j (y) (f (y)� f (xj))
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Or si 'j (y) 6= 0, alors

ky � xjk < �;

et donc

kf (y)� f (xj)k < �:

Donc, on a pour tout j,



'j (y) (f (y)� f (xj))


 � �'j (y) ;

et donc

kf (y)� yk �
pX
j=1



'j (y) (f (y)� f (xj))


 � pX

j=1

�'j (y) = �

Donc, pour tout entier m, on peut trouver un point ym 2 K tel que

kf (ym)� ymk < 2�m

Et puisque K est compact, de la suite (ym)m2Z on peut extraire une sous-suite (ymk
)

qui converge vers un point y� 2 K.

Alors f étant continue, la suite (f (ymk
)) converge vers f (y�) et on conclut que

f (y�) = y�;

i.e, y� est un point �xe de f sur K:

Exemple 2.1 Etude de la convergence de la suite dé�nie par :
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8<: u0 2 [�1;+1[

un+1 =
p
1 + un

On utilisant le théorème suivant :

Théorème 2.6 [8] Soit g une fonction continue dé�nie sur un intervalle I. On suppose

de plus que lintervalle I est stable par g. Soit la suite récurrente (un) converge vers u,

alors u est nécessairement un point �xe de g:

On peut introduire l�application f dé�nie sur [�1;+1[ par :

8x 2 R; f (x) =
p
1 + x

Point �xe de f :

f (x) = x,
p
1 + x = x avec x � �1

et

x2 � x� 1 = 0, x = � =
1 +

p
5

2

On montre facilement que f est dérivable sur ]�1;+1[ croissante sur [�1;+1[, puis

que :

f ([�1;+1[) = [0;+1[ � [�1;+1[

L�intervalle I = [�1;+1[ est donc stable et la suite (un) est bien dé�nie.

De plus :

8x 2 R+ jf 0 (x)j =
1

2
p
1 + x

� 1

2
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D�aprés l�inégalité des accrroissements �nie :

8 (a; b) 2 R+ � R+; jf (b)� f (a)j � 1

2
jb� aj

Donc, f est 1
2
-lipschitzienne sur I, donc contractante sur I.

En outre :

f (R+) = [1;+1[ � R+:

Donc, R+ est stable par f .

D�aprés le théorème du point �xe, la suite (un) dé�nie par8<: u0 2 R+
un+1 =

p
1 + un

converge donc vers �

En�n u1 2 R+ et d�aprés ce qui précède (un) converge encore vers �.

Dans l�ouvrage [1] ; R. Agarwal, M. Meechan et D. O�Regan, ont démontré le théorème

suivant :

Théorème 2.7 (Alternative non linéaire de Leray-Schauder) Soit F un epsace de Ba-

nach et soit 
 un sous ensemble ouvert et borné de F , 0 2 
 et T : 
! F un opérateur

complètement continu. Alors, il existe un x 2 @
, � > 1 tel que T (x) = �x, ou il existe

un point �xe x� 2 
:
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Chapitre 3

Etude d�un problème aux limites du

second ordre à trois points

Dans ce chapitre nous allons étudier l�existence et l�unicité de la solution d�un pro-

blème aux limites pour une équation du second ordre à trois points, en utilisant l�alterna-

tive non linéaire de Leray-Schauder et le principe de contraction de Banach. Les résultats

obtenus sont illustrés par des exemples dans la dernière section.

3.1 Introduction

Depuis que Gupta a étudié des problèmes aux limites à trois points pour une équa-

tion di¤erentielle ordinaire, de nombreux résultats classiques ont été obtenus par uti-

lisation du théorème de continuation de Leray Schauder, l�alternative non-linéaire de

Leray-Schauder, le principe de contraction de Banach,.... Pour plus d�informations, nous

renvoyons le lecteur à [4; 5; 6; 7; 9; :::] et à leurs références.

Dans ce chapitre, inspirée par les travaux de, [4] et Y-P. Sun [7] "qui ont étudié

l�éxistence d�au moins : une solution non triviale et une solution positive d�un problème
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aux limites du second ordre à trois points", nous s�intéressons à l�étude de problème aux

limites du second ordre à trois points suivant :8<: u00 (t) + f (t; u (t)) = 0; 0 < t < 1

u (0) = �u0 (0) ; u (1) = �u (�)
(2:1)

où, � 2 ]0; 1[ ; � > 0; � > 0 et f une fonction continue : f 2 C ([0; 1]� R;R).

Dans la deuxième section, nous allons donner quelques documents préliminaires : nous

allons présenter et démontrer la forme de la solution du problème, l�opérateur intégral

associé et quelques dé�nitions de base dont nous avons besoin. Dans la troisième section,

en utilisant l�alternative non linéaire de Leray Schauder et le principe de contraction

de Banach, nous présentons et nous prouvons les résultats d�existence et d�unicité de la

solution non triviale du problème, nous allons démontrer aussi que l�opérateur intégral est

complètement continu par utilisation du théorème d�Arzéla-Ascoli. Comme application

les résultats obtenus sont illustrés par des exemples.

3.2 Solution du problème

Nous allons donner quelques préliminaires que nous allons utiliser par la suite.

Soit E = C [0; 1] ; muni de la norme kykE = sup
t2[0;1]

jy (t)j.

Lemme 3.1 Soit y 2 L1 [0; 1] ; si � (� + �) 6= �+1; alors le problème aux limites à trois

points 8<: u00(t) + y (t) = 0; 0 < t < 1;

u (0) = �u0 (0) ; u (1) = �u (�) ;
(2:2)

a une solution unique

u (t) = � (t+ �)

� (� + �)� (�+ 1)

Z 1

0

(1� s) y (s) ds�
Z t

0

(t� s) y (s) ds
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+
� (t+ �)

� (� + �)� (�+ 1)

Z �

0

(� � s) y (s) ds: (2:3)

Preuve. D�après l�équation dans (2:2) nous avons u00 (t) = �y (t) :

Pour t 2 [0; 1] en intégrant de 0 à t; nous obtenons

u0 (t) = �
Z t

0

y (s) ds+ C1:

alors;

u (t) = �
Z t

0

�Z s

0

y (x) dx

�
ds+ C1t+ C2;

u (t) = �
Z t

0

�Z t

s

y (x) dx

�
ds+ C1t+ C2;

i.e,

u (t) = �
Z t

0

(t� s) y (s) ds+ C1t+ C2;

de

u (0) = �u
0
(0) ;

C2 = �C1:

Nous avons

u (1) = �
Z 1

0

(1� s) y (s) ds+ C1 + C2;

u (�) = �
Z �

0

(� � s) y (s) ds+ C1� + C2;

alors de

u (1) = �u (�) ;

nous avons

C1 = �
1

� (� + �)� (�+ 1)

Z 1

0

(1� s) y (s) ds
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+
�

� (� + �)� (�+ 1)

Z �

0

(� � s) y (s) ds;

remplaçant C1 et C2 dans

u (t) = �
Z t

0

(t� s) y (s) ds+ C1t+ C2;

nous obtenons

u (t) = �
Z t

0

(t� s) y (s) ds+

�
� 1

� (� + �)� (�+ 1)

Z 1

0

(1� s) y (s) ds

+
�

� (� + �)� (�+ 1)

Z �

0

(� � s) y (s) ds

�
t

+�

�
� 1

� (� + �)� (�+ 1)

Z 1

0

(1� s) y (s) ds

+
�

� (� + �)� (�+ 1)

Z �

0

(� � s) y (s) ds

�
.

Par conséquent, le problème aux limites à trois points (2:2) a une solution unique

u (t) = � (t+ �)

� (� + �)� (�+ 1)

Z 1

0

(1� s) y (s) ds�
Z t

0

(t� s) y (s) ds

+
� (t+ �)

� (� + �)� (�+ 1)

Z �

0

(� � s) y (s) ds:

Ceci achève la démonstration.

Dé�nition 3.1 Dé�nissons l�opérateur intégral T : E ! E, par

Tu (t) = � (t+ �)

� (� + �)� (�+ 1)

Z 1

0

(1� s) f (s; u (s)) ds�
Z t

0

(t� s) f (s; u (s)) ds

+
� (t+ �)

� (� + �)� (�+ 1)

Z �

0

(� � s) f (s; u (s)) ds; � (� + �) 6= (�+ 1) : (2:4)

D�après le Lemme 3:1, la fonction u(t) 2 E est une solution du problème (2:1) si et

seulement si, l�opérateur T a un point �xe dans E ( Tu (t) = u(t)).
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Maintenant nous donnons quelques dé�nitions de base.

Dé�nition 3.2 u(t) est dite une solution positive si u(t) � 0; 8t 2 [0; 1] :

Dé�nition 3.3 Un opérarteur est complètement continu s�il est continu et transforme

chaque ensemble borné à un ensemble précompact.

3.3 Résultats d�existence et d�unicité

3.3.1 Existence et unicité de la solution non triviale

Dans cette section, nous présentons et nous prouvons nos résultats d�existence et

d�unicité, en utilisant le principe de contraction de Banach et l�alternative non linéaire

de Leray-Schauder:

Théorème 3.1 Supposons qu�il existe une fonction positive k 2 L1 ([0; 1] ;R+) ; telles

que

jf (t; x)� f (t; y)j � k (t) jx� yj ; 8x; y 2 R; t 2 [0; 1] ;

et

C =
2 (� + 1) (1 + �)

j� (� + �)� (�+ 1)j

Z 1

0

(1� s) k (s) ds < 1;

alors, le problème aux limites (2:1) a une solution unique dans E:

Preuve. Pour � (� + �) 6= (�+ 1) nous avons,

Tu (t) = � (t+ �)

� (� + �)� (�+ 1)

Z 1

0

(1� s) f (s; u (s)) ds�
Z t

0

(t� s) f (s; u (s)) ds

+
� (t+ �)

� (� + �)� (�+ 1)

Z �

0

(� � s) f (s; u (s)) ds;

Prouvant que T est une contraction.
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Soit u; v 2 E alors,

jTu (t)� Tv (t)j �
�
1 +

1 + �

j� (� + �)� (�+ 1)j +
� (1 + �)

j� (� + �)� (�+ 1)j

�
�

Z 1

0

(1� s) jf (s; u (s))� f (s; v (s))j ds;

i.e.

jTu (t)� Tv (t)j �
�
1 +

(1 + �) (1 + �)

j� (� + �)� (�+ 1)j

� Z 1

0

(1� s) k (t) ju (s)� v (s)j ds;

jTu (t)� Tv (t)j � j� (� + �)� (�+ 1)j+ (1 + �) (1 + �)

j� (� + �)� (�+ 1)j

Z 1

0

(1� s) k (t) ju (s)� v (s)j ds;

donc

jTu (t)� Tv (t)j � � (1 + �) + (�+ 1) + (1 + �) (1 + �)

j� (� + �)� (�+ 1)j

Z 1

0

(1� s) k (t) ju (s)� v (s)j ds;

alors

jTu (t)� Tv (t)j � 2 (� + 1) (1 + �)

j� (� + �)� (�+ 1)j

Z 1

0

(1� s) k (t) ju (s)� v (s)j ds:

Passant à la norme, nous avons

kTu� TvkE � C ku� vkE :

Alors T est une contraction, donc il admet un point �xe unique qui est la solution unique

du problème aux limites (2:1) :

Théorème 3.2 Supposons que f (t; 0) 6= 0; � (� + �) 6= (�+ 1) et qu�il existe deux
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fonctions positives k; h 2 (L1 [0; 1] ;R+) telles que :

jf (t; x)j � k (t) jxj+ h (t) (t; x) 2 [0; 1]� R; (2:5)

et �
1 + �

j� (� + �)� (�+ 1)j + 1
� Z 1

0

(1� s) k (s) ds

+
� (1 + �)

j� (� + �)� (�+ 1)j

Z �

0

(� � s) k (s) ds < 1:

Alors le problème aux limites (2:1) a au moins une solution non triviale u� 2 C [0; 1].

Pour prouver l�existence d�au moins une solution non triviale du problème (2:1) ; nous

emploierons l�alternative non linéaire de Leray-Schauder, donnée par le Th�eor�eme 2:8:

Preuve. Posons

F =

�
1 + �

j� (� + �)� (�+ 1)j + 1
� Z 1

0

(1� s) k (s) ds

+
� (1 + �)

j� (� + �)� (�+ 1)j

Z �

0

(� � s) k (s) ds;

et

G =

�
1 + �

j� (� + �)� (�+ 1)j + 1
� Z 1

0

(1� s)h (s) ds

+
� (1 + �)

j� (� + �)� (�+ 1)j

Z �

0

(� � s)h (s) ds:

Montrant d�abord que l�opérateur T dé�ni par (2:4) est complètement continu.

1) T est continu.

Nous savons que

Tu (t) = � (t+ �)

� (� + �)� (�+ 1)

Z 1

0

(1� s) f (s; u (s)) ds�
Z t

0

(t� s) f (s; u (s)) ds

+
� (t+ �)

� (� + �)� (�+ 1)

Z �

0

(� � s) f (s; u (s)) ds; � (� + �) 6= (�+ 1) :
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Soit (un)n2N une suite convergente vers u dans E.

Alors,

jTun (t)� Tu (t)j �
�
1 +

1 + �

j� (� + �)� (�+ 1)j +
� (1 + �)

j� (� + �)� (�+ 1)j

�
�

Z 1

0

(1� s) jf (s; un (s))� f (s; u (s))j ds;

donc

jTun (t)� Tu (t)j �
�
1 +

(1 + �) (1 + �)

j� (� + �)� (�+ 1)j

� Z 1

0

(1� s) jf (s; un (s))� f (s; u (s))j ds;

et

jTun (t)� Tu (t)j �
�

2 (� + 1) (1 + �)

j� (� + �)� (�+ 1)j

� Z 1

0

(1� s) jf (s; un (s))� f (s; u (s))j ds:

Le théorème de convergence dominé de Lebesgue, implique que k Tun � TukE �!
n!1

0:

Alors, T est continu.

2) Soit Br = fu 2 C [0; 1] : kukE � rg un sous ensemble borné.

Démontrons que T (Br) est relativement compact.

(i) T (Br) est uniformément borné.

Pour tout u 2 Br et en utilisant (2:5) ; nous obtenons :

jTu (t)j �
�
1 +

1 + �

j� (� + �)� (�+ 1)j

� Z 1

0

(1� s) k (s) ju (s)j ds

+

�
1 +

1 + �

j� (� + �)� (�+ 1)j

� Z 1

0

(1� s)h (s) ds

+
� (1 + �)

j� (� + �)� (�+ 1)j

Z �

0

(� � s) k (s) ju (s)j ds

+
� (1 + �)

j� (� + �)� (�+ 1)j

Z �

0

(� � s)h (s) ds;
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donc,

kTuk � F kuk+G:

� Fr +G:

Alors, T (Br) est uniformément borné.

(ii) T (Br) est équicontinu.

Pour tout t1; t2 2 [0; 1] ; t1 < t2; nous avons :

jTu (t1)� Tu (t2)j =
���� (t2 + �)� (t1 + �)

� (� + �)� (�+ 1)

Z 1

0

(1� s) f (s; u (s)) ds

+
� (t1 + �)� � (t2 + �)

� (� + �)� (�+ 1)

Z �

0

(� � s) f (s; u (s)) ds

�
Z t1

0

(t1 � s) f (s; u (s)) ds+

Z t2

0

(t2 � s) f (s; u (s)) ds

���� ;

jTu (t1)� Tu (t2)j � L

���� t2 � t1
2 [� (� + �)� (�+ 1)] �

��2 (t2 � t1)

2 [� (� + �)� (�+ 1)] +
t22 � t21
2

���� ;
o�u; L = max

0�s�1
jf (s; u)j :

Donc,

jTu (t1)� Tu (t2)j �
L

2
jt2 � t1j

�
j1� ��2j

j� (� + �)� (�+ 1)j + (t2 + t1)

�
:

Alors,

jTu (t1)� Tu (t2)j �!
t1!t2

0:

Par conséquent T (Br) est équicontinu.

Le théorème d�Arzela-Ascoli, implique que T est un opérateur complètement continu.
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Alors, d�après la continuité de f et comme f (t; 0) 6= 0 il existe un intervalle [�; � ] �

[0; 1] tel que

min
��t�r

jf (t; 0)j > 0 et du fait que h (t) � jf (t; 0)j sur [�; � ] ; alors G > 0:

Soit M = G (1� F )�1 et 
 = fu 2 C [0; 1] : kukE < Mg :

Supposons que u 2 @
; � > 1 tel que Tu = �u; alors

�M = � kuk = kTuk ;

�M = max
0�t�1

j(Tu) (t)j ;

� max
0�t�1

t+ �

j� (� + �)� (�+ 1)j

Z 1

0

(1� s) jf (t; s)j ds+ max
0�t�1

Z t

0

(t� s) jf (t; s)j ds

+max
0�t�1

� (t+ �)

j� (� + �)� (�+ 1)j

Z �

0

(� � s) jf (t; s)j ds:

�M �
�

1 + �

j� (� + �)� (�+ 1)j + 1
� Z 1

0

(1� s) jf (t; s)j ds

+
� (1 + �)

j� (� + �)� (�+ 1)j

Z 1

0

(� � s) jf (t; s)j ds;

i.e,

�M �
�

1 + �

j� (� + �)� (�+ 1)j + 1
� Z 1

0

(1� s) k (s) ju (s)j ds

+
� (1 + �)

j� (� + �)� (�+ 1)j

Z �

0

(� � s) k (s) ju (s)j ds

+

�
1 + �

j� (� + �)� (�+ 1)j + 1
� Z 1

0

(1� s)h (s) ds

+
� (1 + �)

j� (� + �)� (�+ 1)j

Z �

0

(� � s)h (s) ds:
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Alors,

�M � F jjujj+G = FM +G:

Donc,

� � F +
G

M
= F +

G

G (1� F )�1
= F + (1� F ) = 1;

ceci contredit � > 1:

En appliquant le Th�eor�eme 2:8; nous disons que, l�opérateur T a un point �xe u� 2 
:

Par conséquent le problème (2:1) a au moins une solution non triviale u� 2 C [0; 1] :

Théorème 3.3 Supposons que f (t; 0) 6= 0; � (� + �) 6= (�+ 1) et qu�il existe deux

fonctions positives k; h 2 L1 ([0; 1] ;R+) telle que :

jf (t; x)j � k (t) jxj+ h (t) ; 8 (t; x) 2 [0; 1]� R:

Si une des conditions suivantes est véri�ée :

(1) Il existe une constante p > 1 telle que

Z 1

0

kp (s) ds �

24 j� (� + �)� (�+ 1)j (1 + q)
1
q

(1 + �)
�
1 + ��

1
q

�
+ j� (� + �)� (�+ 1)j

35p ;
�
1

p
+
1

q
= 1

�
:

(2) Il existe une constante � > �1 telle que

k (s) � (1 + �) (2 + �) j� (� + �)� (�+ 1)j
(1 + �) (1 + ��2+�) + j� (� + �)� (�+ 1)js

�; p:p: s 2 [0; 1] :

(3) Il existe une constante � > �1 telle que

k (s) �

(1 + �) (2 + �) j� (� + �)� (�+ 1)j
2 (1 + �) [1 + �+ j� (� + �)� (�+ 1)j] + � (1 + �)

�
1� (1� �)2+� + � (2 + �)

��
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(1� s)� p:p: s 2 [0; 1] :

(4) k véri�e

k (s) � 2 j� (� + �)� (�+ 1)j
(1 + �) (1 + ��2) + j� (� + �)� (�+ 1)j p:p: s 2 [0; 1] :

(5) f véri�e

! = lim
jxj!1

sup max
t2[0;1]

����f (t; x)x

���� < 1=2 j� (� + �)� (�+ 1)j
(1 + �) (1 + ��2) + j� (� + �)� (�+ 1)j :

Alors, le problème aux limites (2:1) admet au moins une solution non triviale u� 2

C [0; 1] :

Preuve. Pour démontrer ce théorème; il su¢ t de démontrer que F < 1, o�u

F =

�
1 + �

j� (� + �)� (�+ 1)j + 1
� Z 1

0

(1� s) k (s) ds+

� (1 + �)

j� (� + �)� (�+ 1)j

Z �

0

(� � s) k (s) ds:

(1) En utilisant l�inégalité de Hölder, nous arrivons à

F �
�Z 1

0

k (s)p ds

� 1
p

"�
1 + �

j� (� + �)� (�+ 1)j + 1
��

1

1 + q

� 1
q

+
� (1 + �)

j� (� + �)� (�+ 1)j

�
�

q + 1

� 1
q

#
;

F �
�Z 1

0

k (s)p ds

� 1
p

"�
1 + �

j� (� + �)� (�+ 1)j + 1
�

1

(1 + q)
1
q

+
� (1 + �) �

1
q

j� (� + �)� (�+ 1)j (1 + q)
1
q

#
;

ainsi
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F �
�Z 1

0

k (s)p ds

� 1
p

0@(1 + �)
�
1 + ��

1
q

�
+ j� (� + �)� (�+ 1)j

j� (� + �)� (�+ 1)j (1 + q)
1
q

1A :

Alors,

F � j� (� + �)� (�+ 1)j (1 + q)
1
q

(1 + �)
�
1 + ��

1
q

�
+ j� (� + �)� (�+ 1)j

�

(1 + �)
�
1 + ��

1
q

�
+ j� (� + �)� (�+ 1)j

j� (� + �)� (�+ 1)j (1 + q)
1
q

:

Donc,

F � 1:

(2) Dans ce cas, nous avons

F � (1 + �) (2 + �) j� (� + �)� (�+ 1)j
(1 + �) (1 + ��2+�) + j� (� + �)� (�+ 1)j�

��
1 + �

j� (� + �)� (�+ 1)j + 1
�

1

(1 + �) (2 + �)

+
� (t+ �)

j� (� + �)� (�+ 1)j :
�2+�

(1 + �) (2 + �)

�
;

i.e,

F � (1 + �) (2 + �) j� (� + �)� (�+ 1)j
(1 + �) (1 + ��2+�) + j� (� + �)� (�+ 1)j�

(1 + �) (1 + ��2+�) + j� (� + �)� (�+ 1)j
(1 + �) (2 + �) j� (� + �)� (�+ 1)j = 1:

(3) Dans ce cas, nous avons

F � (1 + �) (2 + �) j� (� + �)� (�+ 1)j
2 (1 + �) [1 + �+ j� (� + �)� (�+ 1)j] + � (1 + �)

�
1� (1� �)2+� + � (2 + �)

��
��

1 + �

j� (� + �)� (�+ 1)j + 1
�Z 1

0

(1� s)1+� ds
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+
� (1 + �)

j� (� + �)� (�+ 1)j

Z �

0

(� � s) (1� s)� ds

�
;

i.e,

F � (1 + �) (2 + �) j� (� + �)� (�+ 1)j
2 (1 + �) [1 + �+ j� (� + �)� (�+ 1)j] + � (1 + �)

�
1� (1� �)2+� � (2 + �)

��
�
1 + �+ j� (� + �)� (�+ 1)j

j� (� + �)� (�+ 1)j
2 (1 + �)

(1 + �) (2 + �)

+
� (1 + �)

j� (� + �)� (�+ 1)j
1� (1� �)2+� + (2 + �) �

(1 + �) (2 + �)

#
;

alors

F � (1 + �) (2 + �) j� (� + �)� (�+ 1)j
2 (1 + �) [1 + �+ j� (� + �)� (�+ 1)j] + � (1 + �)

�
1� (1� �)2+� + � (2 + �)

��
2 (1 + �) [1 + �+ j� (� + �)� (�+ 1)j] + � (1 + �)

�
1� (1� �)2+� + � (2 + �)

�
(1 + �) (2 + �) j� (� + �)� (�+ 1)j ;

F � 1:

(4) Dans ce cas, nous avons

F � 2 j� (� + �)� (�+ 1)j
(1 + �) (1 + ��2) + j� (� + �)� (�+ 1)j���

1 + �+ j� (� + �)� (�+ 1)j
j� (� + �)� (�+ 1)j

�Z 1

0

(1� s) ds

+
� (1 + �)

j� (� + �)� (�+ 1)j

Z �

0

(� � s) ds

�
;

donc

F � 2 j� (� + �)� (�+ 1)j
(1 + �) (1 + ��2) + j� (� + �)� (�+ 1)j�
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�
1 + �+ j� (� + �)� (�+ 1)j
2 j� (� + �)� (�+ 1)j +

� (1 + �) �2

2 j� (� + �)� (�+ 1)j

�
;

alors

F � 2 j� (� + �)� (�+ 1)j
(1 + �) (1 + ��2) + j� (� + �)� (�+ 1)j�

(1 + �) (1 + ��2) + j� (� + �)� (�+ 1)j
2 j� (� + �)� (�+ 1)j

F � 1:

(5) Comme, ! = lim
jxj!1

sup max
t2[0;1]

���f(t;x)x

��� alors, il existe c > 0 tel que pour jxj > c; nous

avons

8" > 0; jf (t; x)j � (! + �) jxj :

Pour t 2 [0; 1] posons

h (t) = max
�c�x�c

fjf (t; x)jg ;

choisissant � = !, alors

jf (t; x)j � 2! jxj+ h (t) ;

i.e,

jf (t; x)j � j� (� + �)� (�+ 1)j
(1 + �) (1 + ��2) + j� (� + �)� (�+ 1)j jxj+ h (t) ;

prenons

k (t) =
j� (� + �)� (�+ 1)j

(1 + �) (1 + ��2) + j� (� + �)� (�+ 1)j :

Alors, le problème aux limites (2:1) admet au moins une solution non triviale u� 2 C [0; 1] :

Ceci achève la preuve du Th�eor�eme:

Corollaire 3.1 Supposons que f (t; 0) 6= 0; � (� + �) 6= (�+ 1) et il existe deux fonc-

tions positives k; h 2 (L1 [0; 1] ;R+) telle que

jf (t; x)j � k (t) jxj+ h (t) ; 8 (t; x) 2 [0; 1]� R;
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Si une des conditions suivantes est véri�ée :

(1) Il existe une constante p > 1 telle que

Z 1

0

kp (s) ds �
"

j(� � 1)�� 1j (1 + q)
1
q

(1 + �) (1 + �) + j(� � 1)�� 1j

#p
;

�
1

p
+
1

q
= 1

�
; � 6= 1:

(2) Il existe une constante � > �1 telle que

k (s) � (1 + �) (2 + �) j(� � 1)�� 1j
(1 + �) (1 + �) + j(� � 1)�� 1js

� p:p: s 2 [0; 1] ; � 6= 1:

(3) k véri�e

k (s) � 2 j(� � 1)�� 1j
(1 + �) (1 + �) + j(� � 1)�� 1j p:p: s 2 [0; 1] ; � 6= 1:

(4) f véri�e

lim
jxj!1

sup max
t2[0;1]

����f (t; x)x

���� < 1
2
j(� � 1)�� 1j

(1 + �) (1 + �) + j(� � 1)�� 1j ; � 6= 1:

Alors, le problème aux limites (2:1) admet au moins une solution non triviale u� 2

C [0; 1] :

Preuve. Dans ce cas, nous avons

F =

�
1 + �

j� (� + �)� (�+ 1)j + 1
�Z 1

0

(1� s) k (s) ds

+
� (1 + �)

j� (� + �)� (�+ 1)j

Z �

0

(� � s) k (s) ds;

i.e,

F �
�

1 + �

j��� (�+ 1)j + 1
�Z 1

0

(1� s) k (s) ds+
� (1 + �)

j��� (�+ 1)j

1Z
0

(1� s) k (s) ds;
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� (1 + �) (1 + �) + j(� � 1)�� 1j
j(� � 1)�� 1j

Z 1

0

(1� s) k (s) ds:

En procédant comme dans la preuve du Th�eor�eme 3:3 nous arrivons à terminer la dé-

monstration de ce corollaire.
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3.4 Application

A�n d�illustrer nos résultats, nous donnons quelques exemples.

Exemple 3.1 Considérons le problème aux limites à troits points

u00 + t2u sinu� cos et + 3 sin2 t = 0; 0 < t < 1;

u (0) = �u0 (0) ; u (1) = �u (�) : (P1)

Posons, � = 1
4
; � = 2; � = 1

2
.

Nous avons

f (t; x) = t2x sin x� cos et + 3 sin2 t;

nous pouvons choisir 8<: k (t) = t2;

h (t) = cos et + 3 sin2 t:

k; h 2 L1 [0; 1] sont deux fonctions positives.

1) Existence.

D�après le Th�eor�eme 3:2; nous avons : k; h 2 L1 [0; 1] telles que

jf (t; x)j � t2 jxj+ cos et + 3 sin2 t;

jf (t; x)j � k (t) jxj+ h (t) ; (t; x) 2 [0; 1]� R;

et �
1 + �

j� (� + �)� (�+ 1)j + 1
�Z 1

0

(1� s) k (s) ds

+
� (1 + �)

j� (� + �)� (�+ 1)j

Z �

0

(� � s) k (s) ds < 1:

Alors, le problème aux limites (P1) admet au moins une solution non-triviale u� dans E.

2) Unicité.
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Nous avons

jf (t; x)� f (t; y)j � t2 jx� yj ;

jf (t; x)� f (t; y)j � k (t) jx� yj ; 8x; y 2 R; t 2 [0; 1]

et
2 (� + 1) (1 + �)

j� (� + �)� (�+ 1)j

Z 1

0

(1� s) k (s) ds < 1;

alors, d�après le Th�eor�eme 3:1 le problème aux limites (P1) a une solution unique dans

E:

Exemple 3.2 Considérons le problème aux limites à troit points

u
00
+
2
p
tu3

3 + u4
e� cosu + cos 3t� 2 sin et = 0; 0 < t < 1;

u (0) = �u
0
(0) ; u (1) = �u (�) :

(P2)

Posons, � = 1
2
; � =

p
3; � = 1

4
; et

f (t; x) =
2
p
tx3

3 + x4
e� cosx + cos 3t� 2 sin et:

Nous avons �p
3� u2

�2
� 0;

3 + u4 � 2
p
3u2;

alors

f (t; x) � 2
p
tx3

2
p
3x2

e� cosx + cos 3t� 2 sin et;

f (t; x) �
r
t

3
xe� cosx + cos 3t� 2 sin et;

nous pouvons choisir

k (t) =

r
t

3
; h (t) = cos 3t+ 2 sin et:
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Donc, k; h 2 L1 [0; 1] et

jf (t; x)j � k (t) jxj+ h (t) ; (t; x) 2 [0; 1]� R:

Supposons que : p = q = 2; alors

1Z
0

kp (s) ds �

24 j� (� + �)� (�� 1)j (1 + q)
1
q

(1 + �)
�
1 + ��

1
q

�
+ j� (� + �)� (�+ 1)j

35p :
Donc, d�après la condition (1) du Th�eor�eme 3:3, le problème aux limites (P2) admet au

moins une solution non triviale u� dans E.

Conclusion

La théorie du point �xe est d�une importance capitale dans l�étude de l�existence de

solutions pour les problèmes non linéaires. De cette théorie découlent plusieurs appli-

cations qui constituent un domaine très actif de la recherche. Dans notre travail, on a

présenté quelques théorèmes du point �xe et on a étudié l�existence et l�unicité de la so-

lution d�un problème aux limites du second ordre à trois points en utilisant l�alternative

non linéaire de Leray-Schauder et le principe de contraction de Banach. Les résultats

obtenus sont illustrés par des exemples.

Actuellement il y a une grande variété de théorèmes de points �xes, ces théorèmes

donnent certaines conditions sous lesquelles une application

f : E ! E, admet un point �xe dans E.

Ces théorèmes sont importants dans les mathématiques car il y a plusieurs applica-

tions, par exemple pour trouver les racines d�un polynôme, ou pour montrer l�existence

des solutions numériques des équations di¤érentielles.
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