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Abstract

In this work we are interested in the study of a second order boundary value problem
whose conditions are given at three points of the domain, using the Leray-Schauder
nonlinear alternative and the Banach contraction principle, we have demonstrated the
existence and uniqueness of the non-trivial solution. The results obtained are illustrated

by examples.

Key words : Leray-Schauder nonlinear alternative, Banach contraction principle,

Boundary value problems, Existence of solution, Uniqueness.



Résumé

Dans ce travail on s’intéresse a I’étude d’un probleme aux limites du second ordre
dont les conditions sont données en trois points du domaine, en utilisant ’alternative non
linéaire de Leray-Schauder et le principe de contraction de Banach, nous avons démontré
I’existence et 'unicité de la solution non triviale. Les résultats obtenus sont illustrés par
des exemples.

Mots clés : Alternative non linéaire de Leray-Schauder, Le principe de contraction

de Banach, Problémes aux limites, Existence de la solution, Unicité la solution.



Introduction

Plusieurs phénomeénes naturels de la vie réelle s’expriment mathématiquement sous
forme d’équations différentielles non linéaires. La théorie et les applications des équations
non linéaires dans le cadre topologique et algébrique nécessitent naturellement d’investir
dans la branche de la théorie du point fixe.

En analyse, le théoréme du point fixe est un résultat qui affirme qu’une fonction
f posséde au moins un point fixe, avec quelques conditions sur f. Un point fixe d'une
fonction f qui est définie dans un espace métrique X vers lui méme, est un élément z € X
qui vérifie f(x) = x. Ces théorémes présentent un outil trés utile en mathématiques,
principalement dans le domaine de la résolution des équations différentielles.

Durant ces derniéres années, les théorémes du point fixe sont regardés comme de tres
puissants et importants outils dans I’étude des phénomeénes non-linéaires. Le plus simple
théoréme de point fixe connu est le théoréme de Banach qui est appelé aussi théoréme
de contraction : "toute contraction d’un espace métrique complet vers lui méme admet
un unique point fixe."

En 1912, Brouwer a trouvé une généralisation du théoréme de Banach, il affirme que :
"une fonction continue de la boule unité fermée dans un espace euclidien de dimension n
vers elle méme doit avoir un point fixe". Ce résultat a été généralisé par plusieurs mathé-
maticiens, la plus importante généralisation est obtenue par le mathématicien polonais
Juliusz Schauder en 1930 : "toute application continue et compacte d’un sous-ensemble
fermé, borné et convexe d’un espace de Banach vers lui méme admet un point fixe". Ce
puissant théoréme de point fixe intervient surtout dans la démonstration de I'existence
de solutions d’une équation différentielle.

Remarquons que dans certains problémes aux limites engendrés par des équations
différentielles ordinaires, les conditions aux limites sont imposées localement ou non lo-

calement. Par exemple dans le probléme de Robin :



u () + f(t u(t), u (t) =0,

f u
uw(0) =0, u (1) =0. .

Si la condition locale v’ (1) = 0 est remplacée par la condition non locale u (1) = u (),
1.€,

u(0) =0 et u(l)=u(n), (2)

(ou n €0, 1]), alors le probléme est dit, un probléme non-local.
Evidemment, le probléme non-local donne de meilleurs résultats que le probleme local.

Dans le calcul numérique, il est plus difficile de déterminer la valeur de u' (1) que celle de

u(n)—u(l)
1

.1 - La condition non locale u (1) = u (n), peut étre écrite comme "une différence"

u (1) — u(n). L’étude de ces problémes est d’actualité et plusieurs travaux et ouvrages
sont consacrés a ce sujet.

Nous passons maintenant & la description du plan de ce mémoire.

Ce travail est réparti en trois chapitres :

Le premier chapitre se compose notament des rappels de quelques résultats théo-
riques et notions de base de I'analyse fonctionnelle, qui seront utilisées dans les chapitres

qui suivent.

Dans le deuxiéme, on va présenter quelques résultats de la théorie du point fixe,
ou on va étudier les théoréemes de Banach, de Brouwer et de Schauder.

Ces éléments d’analyse on été pris de quelques livres et articles choisis.

Dans le troisiéme chapitre, nous nous s’intéressons a I’étude de probléme aux

limites du second ordre a trois points suivant :

u’ (t)+ f(t,u(t) =0, 0<t<l,
w(0) = au' (0), u(1) = Bu(n),

ou,n €10,1[, « >0, 8> 0et f est une fonction continue : f € C ([0,1] x R, R).

Inspiré des travaux [4, 5, 6, 7, ...] et sous certaines conditions sur la non linéarité f, nous
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avons appliqué l'alternative non linéaire de Leray-Schauder pour démontrer 1’existence
de la solution non triviale et le théoréme de contraction pour montrer I'unicité de la
solution. Les résultats obtenus sont illustrés par des exemples.

Enfin, nous cloturons ce mémoire par une bibliographie.



Chapitre 1

Rappels de quelques notions

d’analyse fonctionnelle.

Dans ce chapitre on va rappeler des définitions de quelques notions de base de ’analyse
fonctionnelle et le théoréme d’Arzela-Ascoli, qu’on va utiliser dans la suite de notre travail.

Ces éléments d’analyse on été pris de quelques livres et articles choisis.
Y

1.1 Introduction

L’analyse fonctionnelle est la branche des mathématiques et plus particulierement de
l’analyse qui étudie les espaces de fonctions.

Les espaces de base de I'analyse fonctionnelle sont les espaces vectoriels normés com-
plets sur le corps des nombres réels ou des nombres complexes. De tels espaces sont appelés
les espaces de Banach. Les espaces de Hilbert constituent un cas particulier important,

ol la norme est issue d’un produit scalaire.



1.1.1 Quelques rappels

Un espace de Banach est un espace vectoriel normé (e.v.n.) sur un sous-corps k de C
(en général k = R, ou C.), complet pour la distance issue de sa norme.

Soit V un e.v normé.

Définition 1.1 (convexe).
On dit qu’une partie A de V est convexe si pour tout x,y € A, on a pour tout
tel0, 1], tz+ (1 —t)y € A.

ce qui signifie que le segment joignant x et y est entriérement contenu dans A.

Définition 1.2 (espace metrique complet)
On dit que l’espace métrique (V, d) est complet si et seulement si toute suite de Cauchy

d’éléments de V' converge dans V.

Définition 1.3 Un ensemble A C V est compact si de toute suite d’éléments de A, on

peut extraire une sous-suite convergente vers un élément de A.
Proposition 1.1 Si A est compact, alors A est fermé et borné.

Proposition 1.2 Si V' est de dimension finie, alors A est compact si et seulement si A

est fermé et borné.

Définition 1.4 Soit E un espace topologique séparé. Un sous-ensemble F de E est re-

lativement compact si son adhérence I’ est compacte.

Définition 1.5 Une norme est une application définie sur V (e.v) réel, a valeurs dans
R*, notée ||.||,, , et satisfaisant les trois propriétés suivantes :

(i) ||v]ly, =0 <= v =0.

(it) VA e R, Yo € V, ||[Av]ly, = [A] ||v]ly -

(¢13) Inégalité triangulaire: Vo,w € V, |lv +w||, < [Jvll,, + [Jwl] -

Proposition 1.3

1) Si 'V est compact et si A est une partie fermée de V', alors A est compacte.



Espaces L* ()

Définition 1.6 (Espaces L)
Soit Q un ouvert de R"™, on désigne par L* () ’espace des fonctions intégrable sur

a valeurs dans R, on pose

Hﬂh:(ﬂf@ﬂdw

Définition 1.7 Soit 1 < p < +oo

LP(Q)={f:Q—R, f mesurable et | f(z)[’€ L' (Q)}

munit de la norme

|umm=nﬂu=([jf@>vm);

Sip=o00, on a L>® () est lespace des fonctions f : Q@ — R mesurable, vérifiant

d¢> 0 telle que | f(x) |< ¢, p.p. sur Q.

La norme est notée par

| flloe=|l f lloo=1inf{c >0, | f(z)|<c¢, p.p. surQ.}

Théoréme 1.1 (Convergence dominée)
Soit f, € L* (E), une suite de fonctions sommable sur E telle que :
1) Pour presque tout x, f, () — f(x) sur E.
2) |1l < g € L' ().
Alors, f € L' (E) et lim [ fu(z)de = [, f(x)dx.

Définition 1.8 (Espaces de hilbert)
Un espace de Hilbert est un espace vactoriel muni d’un produit scalaire, et qui est

complet pour la norme associée a ce produit scalaire.
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Théoréme 1.2 L? (Q2) muni de la norme || . ||zr@ est un espace de Banach pour tout

1 <p< o0

Remarque 1.1 En particulier lorsque p = 2, L* (Q) muni du produit scalaire

ey = [ Syt

est un espace de Hilbert.

Notation Soit 1 < p < co. On note ¢ 'exposant conjugué de p c’est a dire %—l—é =1.
Théoréme 1.3 (Inégalité de Holder)

Soit p telle que 1 < p < 00, et soient deux fonctions telles que

fell(Q) etge L1(Q)

Alors

foge L' et fg @< Iflle@- 1l 9l

Théoréme 1.4 (Fubini)

Si f :la,b] X [a,b] — R est continue, alors les intégrales

/Cd (/abf(x,t)dx> dt et /ab (/cdf(a:,t)dt) I

ezistent et sont égales.

1.2 Théoréme d’Arzéla-Ascoli

Nous allons rappeler le théoréme d’Ascoli qui concerne les compacts et qui constitue
un outil fondamental de ’analyse fonctionnelle et il va nous servir beaucoup le long de

ce travail.
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1.2.1 Opérateurs compacts

Définition 1.9 Soit T un opérateur d’un espace normé X dans un espace norméY , on
dit que T est un opérateur compact s’il envoie tout ensemble borné dans X a un ensemble

relativement compact dans 'Y .

Définition 1.10 (Opérateur complétement continu)

L’opérateur T est dit complétement continu, s’il est continu et compact.

Définition 1.11 Une famille de fonctions F C C (X, R) est dite uniformément bornée,

s’il existe un nombre M > 0 tel que
lu(z)] < M, Vo € X, Yu € F.

Définition 1.12 (Equicontinuité).
Soit (X,d) un espace métrique donné, une famille de fonctions FF C C (X,R) est dite

équicontinue st et seulement si :
Vee X, 35>0:V(r,y) € X%, d(z,y) <6, VueF, ona: |u(x)—u(y)<e

Théoréme 1.5 (Théoréme d’Arzéla-Ascoli)

Soit X un espace métrique complet, alors une famille de fonctions F C C (X,R) est
relativement compact si et seulement si :

- La famille F est équicontinue sur X.

- La famille F est unifomément bornée sur X.

12



Chapitre 2

Quelques résultats de la théorie du

point fixe

Dans ce chapitre on va donner une bréve introduction sur les théorémes du point fixe.
On va étudier le théoréme du point fixe de Banach, de Brouwer et de Schauder, pour
plus de détails voir [1,2,3,...].

Etant donné un ensemble E et une application f : E — FE, les théorémes du point
fixe donnent certaines conditions sous lesquelles f admet un point fixe dans E. Ces

théorémes présentent un outil important en mathématiques.

Définition 2.1 Soit V' un espace vectoriel normé, et f une application de V dans V.

On dit que f est lipschitzienne sur V' s’il existe une constante L > 0 telle que
Vuy,ug € Vo || fua) — fluz)lly < Lur — sz, -

Si L < 1, f est dite contractante.

Théoréme 2.1 Soit f une fonction continue sur un intervalle I = [a,b].
Si f(I) C I (I stable par ), alors f admet (au moins) un point fize sur I. (C’est-a-

dire : il existe (au moins) un réel x de I tel que f (x) = x).
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Preuve. Considérons la fonction g définie sur I: g(x) = f(x)— .

Montrons que 0 € g(I). Ona :g(a)=f(a)—a€cg(l) et gb)=f(b)—beg(I)

Or, comme f(I) C I, ona: f(a) >a et f(b) <b, cest -a-dire g(a) > 0 et
g(b) 0.

D’aprés le Théoreme des valeurs intermédiaires, il existe un réel x € I tel que g (x) =

0, c’est-a-dire f(x)=xz. =

2.0.2 Le premier théoréme du point fixe.

Ce théoréme qui est un résultat métrique est dit principe de 'application contractante,
on trouve aussi dans la littérature : théoréme de contraction de Banach, théoréeme de
Banach-Picard, il garentit ’existence d’un unique point fixe pour une contraction sur un

espace métrique complet.

Théoréme 2.2 Soient (E,d) un espace métrique complet et p : E — E une application
contractante, (i.e, Lipschitzienne de rapport L < 1).

Alors,

@ admet un unique point fire a € E.

De plus, pour tout point initial xo € E, la suite itérée (x,)yen définie par

xo € E quelconque

Tpt1 = (p(!lfp),

CoOnverge vers a.

Preuve.

1. Existence : Soit 2y un point initial quelconque et (z,) la suite itérée associée. On

d(xp, 1p11) = d (p(xp-1), o(2)) p=1.

14



Nous allons prouver que (z,) est une suite de Cauchy dans E. pour p < ¢, nous utilisons

I'inégalité triangulaire
d(xp, 2q) < d(2p, Tps1) + d(Tpr1, Tp2) + o+ d(g-1, Zg).- (P)

Puisque ¢ est une contraction, nous avons

d(Tp, Tpr1) = d(p(Tp1), p(Tp))

S kd({L‘p_l,fL’p), p Z 1.
En répétant cette inégalité, nous obtenons
d(zp, xg) < (K + KT+ L+ k1) d(zo, 31)

d(zp,xq) <K (L+k+ ..+ kTP d(m, 21)

1
S kP (m) d(Io,[El)-

Nous déduisons alors que (z,) est une suite de Cauchy. Comme (F,d) est complet, la
suite (z,) converge vers un point limite a € E.
Par ailleurs puisque ¢ est une contraction, nous avons :

a=limz, = limp(z,_1) =¢ <lim xp_l) = p(a).
p—00

p—00 p—00

nous avons donc prouvé que ¢ admet un point fixe a dans E (i.e, p(a) = a).
2. Unicité : Supposons qu'il existe a, b € F, a # b, tels que nous avons ¢(a) = a et

©(b) = b. Alors,
d(av b) = d(@(a)v @(b)) < kd(a7 b),

ce qui implique que : d(a,b) =0, i.e, a =b. (puisque k < 1). ®
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Les hypothéses de ce théoréme sont essentielles et si nous en négligeons seulement
une, le point fixe n’existe pas.

Contre-exemples.

Les exemples suivant montrent que chacune des hypothéses du théoréme est réellement
nécessaire.

1. X nest pas stable par f, (f (X) € X ): f(z)=v22+1 swr X =]0,1].

Or, X est fermé dans R et complet car R est complet.

De plus,

, T
= <1
f@ 2?2 +1

sup ‘f/ (a:)‘ < 1= f est contractante.
zeX

Mais f n’a pas de point fixe car [ ([0,1]) = [1, \/ﬂ, 1.e; X n’est pas stable par f.
2. f n’est pas contractante : f (z) = vVa2+1 sur X =[0,00][.
Or, f: X — X et X est un fermé de R. R est complet donc X est complet.

Mais, sup|f’ (z)| =1 = f n’est pas contractante.

reX
3. X n’est pas complet : f(z) = Sinéx) sur X =10,%]. Or
s \/§ s
o) = <o)
£(Jo-5 ] 1 ] %7
/ 1
sup | f (x)‘ = — < 1= f est contractante.
reX 2

Mais, X n’est pas fermé dans R donc n’est pas complet.

2.0.3 Le deuxiéme théoréme du point fixe

Ce théoreme (de Brouwer) est un théoréme du point fixe topologique, il donne
’existence d’un point fixe (mais pas nécessairement 1'unicité) pour une fonction continue

sur une boule fermé dans un espace de dimension finie
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Théoréme 2.3 Soit K une partie non vide, compacte et convexe de R" et f : K — K

une fonction continue, alors il existe x € K tel que f(x) = z.

Remarque : Les parties convexes et compactes de R sont les segments. Le théoréeme

de Brouwer prend donc dans le cas n = 1 la forme particuliére suivante :

Théoréme 2.4 Si f : [a,b] — [a,b] est continue, alors il existe = € [a,b] tel que

f@) =u.

Preuve. Si f est continue de [a,b] dans [a, b] lui-méme, la fonction g : x — f (z) —
x >0 est continue, prend en a la valeur f(a) —a > 0 et en b la valeur f(b) —b < 0.
D’aprés le Théoreme des valeurs intermédiaires, la fonction g s’annule en un point xg,

qui est un point fixe de f. m

Remarque 2.1 1. L’hypothése "I fermé " n’est la que pour assurer que xog € 1. Si on
sait déja, par ailleurs, que xo € I (en pratique, on a parfois déja calculé ¢ en résolvant
Uequation f (xg) = xg), cette hypothése devient inutile.

2. Le théoréme du point fixe ne s’applique pas si I’'on remplace [’hypothése "f contrac-
tante sur 1" par Uhypothése "f 1-lipschitzienne sur I".

Voici un contre-exemple :

Soit, I = [1,+o00] et

f:I—1

telle que,

Sotent x et y dans I avec x < y.

Comme la fonction f est croissante sur [1,+o0[, on a :

fy)—f@)| < fly)—f(2)

17



donc,

alors,

fly)—f@)] <y—z<|y—=x|

Ce qui prouve que f est 1-lipschizienne sur I.

Cependant f n’a pas de point fize sur I. (L’équation f (x) =z n’a pas de solution )

Le théoréme de Schauder
Ce théoréme prolonge le résultat du théoréeme de Brouwer pour montrer I’existence
d’ int fi i i i d d
un point fixe pour une fonction continue sur un convexe compact dans un espace de

Banach.

Théoréme 2.5 (Schauder).
Soient E un espace de Banach et K C E convexe et compact. Alors toute application

continue f : K — K posséde un point fixe.
Preuve. Soit f : K — K une application continue. Comme K est compact, [ est

uniformément continue ; donc, si on fixe € > 0, il existe § > 0 tel que, pour tout z,y € K,
on ait
If (z) = f W) <€ dés que [z —y| <0
De plus, il existe un ensemble fini des points {zy,...,2,} C K tel que les boules
ouvertes de rayon 0 centrées aux x; recouvrent K ;

ie,

Kc |J B(.9).

1<j<p

18



Si on désigne L =: Veect (f (2;)),;,, alors L est de dimention finie, et K* := K N L
est compact convexe de dimension finie.

Pour 1 < j < P, on définit la fonction continue ¢, : F' — R par

0 si flo—yll >4
wj (z) =

1-— w sinon
et on voit que 1; est strictement positive sur B (x;,6) est nulle dehors.

P
on a donc, pour tout r € K, ij () > 0, et donc on peut définir sur K les
j=1
fonctions continues positives ¢, par

p
pour les quelles on a Z @, () =1, pour tout = € K.
j=1
on pose alors, pour x € K,

p

g(@) =Y ;@) f(x;).

j=1
g est continue (car elle est la somme des fonctions continues ), et prend ses valeurs
dans K* (car g(z) est un barycentre des f (x;)).
donc, si on prend la restriction g /K* : K* — K*, g posséde un point fixe y € K*.
De plus,

FW=y = fW-9W=>_o,)fW)->_ v Wf(x)

j=1 j=1

= D o, W (f W) — f(=z)))

Jj=1
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Or si g, (y) # 0, alors

ly = 5[l <9,

et donc

I f(y) = f(z;)]] <e

Donc, on a pour tout j,

2 () (f (y) = £ (z3))]] < €5 (v),
et donc

1 (y) =yl < Z e, W) (F () = @) <D ep; (y) = e

j=1

Donc, pour tout entier m, on peut trouver un point y,, € K tel que

1f (Ym) — ymll <27

Et puisque K est compact, de la suite (y),,., on peut extraire une sous-suite (¥, )
qui converge vers un point y* € K.

Alors f étant continue, la suite (f (v, )) converge vers f (y*) et on conclut que

i.e, y* est un point fixe de f sur K.

Exemple 2.1 FEtude de la convergence de la suite définie par :

20



ug € [—1,+o0|

Un+1 = V1+un

On utilisant le théoréme suivant :

Théoréme 2.6 [8] Soit g une fonction continue définie sur un intervalle I. On suppose
de plus que lintervalle I est stable par g. Soit la suite récurrente (u,) converge vers u,

alors u est nécessairement un point five de g.

On peut introduire 'application f définie sur [—1, +o00[ par :

VeeR, f(x)=V1+a

Point fixe de f :

flx)=rzVi+x=xavecz > —1

et

B

1+

P—r—-1=0z=)\= 5

On montre facilement que f est dérivable sur |—1, +o00[ croissante sur [—1, +o0[, puis

que :
J([=1, 400]) = [0, +oo[ C [=1, +00]
L’intervalle I = [—1,4o00[ est donc stable et la suite (u,,) est bien définie.
De plus :
Vi e R, | (2)) = — o <
i 21t 2
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D’aprés I'inégalité des accrroissements finie :

V(a,b) € Ry xRy, |f ()~ f (@) < 5 1o —al

Donc, f est %—hpschitzienne sur I, donc contractante sur I.

En outre :

f(Ry) = [1, +oo| C R..

Donc, R, est stable par f.

D’aprés le théoréme du point fixe, la suite (u,) définie par

up € Ry
Up+1 = \/m
converge donc vers A
Enfin u; € Ry et d’aprés ce qui précéde (u,) converge encore vers \.

Dans l'ouvrage [1], R. Agarwal, M. Meechan et D. O’Regan, ont démontré le théoréme

suivant :

Théoréme 2.7 (Alternative non linéaire de Leray-Schauder) Soit F' un epsace de Ba-
nach et soit  un sous ensemble ouvert et borné de F,0 € Q et T : Q — F un opérateur
complétement continu. Alors, il existe un x € 0, A\ > 1 tel que T (x) = Az, ou il existe

un point fize x* € Q.
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Chapitre 3

Etude d’un probléme aux limites du

second ordre a trois points

Dans ce chapitre nous allons étudier I'existence et I'unicité de la solution d'un pro-
bleme aux limites pour une équation du second ordre a trois points, en utilisant 1’alterna-
tive non linéaire de Leray-Schauder et le principe de contraction de Banach. Les résultats

obtenus sont illustrés par des exemples dans la derniére section.

3.1 Introduction

Depuis que Gupta a étudié des problémes aux limites a trois points pour une équa-
tion differentielle ordinaire, de nombreux résultats classiques ont été obtenus par uti-
lisation du théoréme de continuation de Leray Schauder, I'alternative non-linéaire de
Leray-Schauder, le principe de contraction de Banach,.... Pour plus d’informations, nous
renvoyons le lecteur & [4,5,6,7,9,...] et a leurs références.

Dans ce chapitre, inspirée par les travaux de, [4] et Y-P. Sun [7] "qui ont étudié

I’éxistence d’au moins : une solution non triviale et une solution positive d’un probléeme
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aux limites du second ordre a trois points", nous s’intéressons a I’étude de probléme aux

limites du second ordre a trois points suivant :

)+ ftu(t)=0 0<t<l1
u(0) = au'(0), u (1) = Bu(n)

ou, n €10,1[, @« >0, f > 0 et f une fonction continue : f € C' ([0, 1] x R, R).

Dans la deuxiéme section, nous allons donner quelques documents préliminaires : nous
allons présenter et démontrer la forme de la solution du probléme, 'opérateur intégral
associé et quelques définitions de base dont nous avons besoin. Dans la troisiéme section,
en utilisant l’alternative non linéaire de Leray Schauder et le principe de contraction
de Banach, nous présentons et nous prouvons les résultats d’existence et d’unicité de la
solution non triviale du probléme, nous allons démontrer aussi que 'opérateur intégral est
complétement continu par utilisation du théoréme d’Arzéla-Ascoli. Comme application

les résultats obtenus sont illustrés par des exemples.

3.2 Solution du probléme

Nous allons donner quelques préliminaires que nous allons utiliser par la suite.

Soit E = C'[0,1], muni de la norme ||y||, = sup |y (¢)|.

te(0,1]

Lemme 3.1 Soity € L'[0,1], si B(n + «) # a+1, alors le probléme aux limites a trois

points
() +y(t)=0, 0<t<l,
() +y(t) 22)
u(0) =aw' (0),  u(l)=Pul(n),
a une solution unique
(t+ )

u(t) =— )/0 (1—s)y(s)ds—/ot(t—s)y(s)ds

Bn+a)—(a+1
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B (t+ )
B(n+a)—(a+

1)/0 (n—s)y(s)ds. (2.3)

Preuve. D’aprés I'équation dans (2.2) nous avons u” (t) = —y (t).

Pour ¢ € [0,1] en intégrant de 0 & ¢, nous obtenons

u'(t):—/oty(s)ds+01.

alors,
t s
u(t) = —/ (/ y(x)dx) ds + Cit + Oy,
o \Jo
t s oot
u(t) = —/ (/ y(:p)dx) ds + Cit + Oy,
0 s
ie,
t
u(t) = —/ (t—s)y(s)ds+ Cit + Cy,
0
de
u(0) = au’ (0),
Cg = OéCl.

Nous avons

u(l):—/o (1 =s)y(s)ds+ Cy + Cy,

u<n>=—/0”<n—s>y<s>ds+0m+cz,

alors de

nous avons




I} n
+5W+a»—@+4yé(”—ﬁy@ﬂ&

remplacant C; et Cy dans

u(t):—/Ot(t—s)y(s)ds+01t+02,

nous obtenons

¢ 1 1
u(t):—/o (t_s)y(s)d8+(_B(n+a)—(a+1)/0 (1—3s)y(s)ds

15} n
+ﬁ(77—|—04)—(a_|_1)/(; (n_s)y(s)ds)t

1 1
e JARICE

I5; n
+ﬁ(77+a)—(a+1)/0 (W—S)y(s)ds),

Par conséquent, le probléme aux limites a trois points (2.2) a une solution unique

(t+ )
Bn+a)—(a+1

u(t) =—

[ a=aueas— [[a-9ue

B(t+ «) n
+5(77+04)—(a+1)/0 (n—s)y(s)ds.

Ceci acheéve la démonstration. =

Définition 3.1 Définissons l'opérateur intégral T : E — E, par

(t+ )
Bn+a)—(a+1

Tu(t) = — )/O (1—3)f(5,u(3))ds—/0 (t—s) f (s,u(s)) ds

B (t+ )
Bn+a)—(a+

5[ a-9rGuds sora)Aary. @4

D’aprés le Lemme 3.1, la fonction u(t) € E est une solution du probléme (2.1) si et

seulement si, Uopérateur T a un point five dans E ( Tu (t) = u(t)).
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Maintenant nous donnons quelques définitions de base.
Définition 3.2 u(t) est dite une solution positive si u(t) > 0, Vt € [0,1].

Définition 3.3 Un opérarteur est complétement continu s’il est continu et transforme

chaque ensemble borné a un ensemble précompact.

3.3 Reésultats d’existence et d’unicité

3.3.1 Existence et unicité de la solution non triviale

Dans cette section, nous présentons et nous prouvons nos résultats d’existence et
d’unicité, en utilisant le principe de contraction de Banach et I’alternative non linéaire

de Leray-Schauder.

Théoréme 3.1 Supposons qu’il existe une fonction positive k € L'([0,1],R), telles
que

|f(t,{L‘)—f(t,y)|Sk)(t)|l'—y|, V%CUERatG[Oal]»
et

2(6+1)(1+a)
B4 a) = (a+ 1) Sy

(1—s)k(s)ds <1,

alors, le probléeme aux limites (2.1) a une solution unique dans E.

Preuve. Pour 5 (n+ a) # (o + 1) nous avons,

_ (t+a) 1 —s s.u(s))ds — t -3 s, u(s))ds
Tu(t) = s [ = reu@) i [ feu)
B(t+ a)

5 [ =s) e as

Bn+a)—(a+

Prouvant que T est une contraction.
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Soit u,v € E alors,

1+« B (14 a)
Bn+a)=(a+D] B+ a)—(a+1)]

|Tu (t) —To(t)] < [1 +

/0 (L= 8)If (5.u()) — f (5,0 ()] ds,

i.e.

(1+5)(1+a)
Bn+a)—(a+1

T (1) - To ()] < [H )M (1= )b (t) fu () — v (s)] ds,

Bta)—(at+ D+ +5) (1 +a
6 (n+a) = (a+1)]

|Tu(t) — To(t)] < )/0 (I—=3s)k(t)|u(s)—wv(s)|ds,

donc

BA+a)+(a+1)+(1+8)1+a
B(n+a)—(a+1)]

|Tu(t) — To(t)] < )/0 (I—3s)k(t)|u(s)—wv(s)|ds,

alors

1
WMQ_TMﬂkﬂﬁnﬁz a+1|/ (1—s)k — v (s)|ds.

Passant a la norme, nous avons
[Tu = Tvl|p < Cllu—v|g.

Alors T est une contraction, donc il admet un point fixe unique qui est la solution unique

du probléme aux limites (2.1). =

Théoréme 3.2 Supposons que f(t,0) # 0, B(n+«a) # (a+1) et qu’il existe deux
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fonctions positives k,h € (L'[0,1] ,R.) telles que :

|ft2) <k@)|z[+h(t) () €[0,1] xR, (2.5)
et
1+« 1
16 (n+a) — (@+1)’+1}/(1—3)k(8)d5
1—|—a
+\5(?7+oz ’/ —s)k(s)ds < 1.

Alors le probléeme auz limites (2.1) a au moins une solution non triviale u* € C'[0,1].

Pour prouver 'existence d’au moins une solution non triviale du probléme (2.1) , nous
emploierons l'alternative non linéaire de Leray-Schauder, donnée par le T'héoreme 2.8.

Preuve. Posons

- [Iﬁ(n+;)+—a(a+ 0 1} /01 (1= s)k(s)ds
H5W+QLHZ+11/ ds,

et
1+«

LB(?H@) (a+1

G = )’+1] /1(1—s)h(s)ds

+

18 (n + a) = (a + 1)] /

Montrant d’abord que 'opérateur T' défini par (2.4) est complétement continu.
1) T est continu.

Nous savons que

B (t+ ) ! t
Tu(t)_—ﬁ(nw)_wﬂ)/o (1—s)f(s,u(3))ds—/o (t—s) f (s,u(s)) ds
B(t+ )

6(n+a)—(a+1)/0 (n—=s)f(s,u(s))ds, Fn+a)#(@+1).
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Soit (), ey une suite convergente vers v dans .

Alors,

1+« B(1+a)
B +a) = (a+ D] B+ a) = (a+1)]

|Tuy, (t) — Tu (t)] < [1 +

A(l—@uwﬂm@»—f@m@»wa

donc

T () = Tu(] < |14 0 EDOED ] 017 s () = F 50 (o) s

et

petr- < [0

)|]/0 (L= 5)If (s:n (s)) = f (s, u(s)) ds.

Le théoréme de convergence dominé de Lebesgue, implique que || T'u,, — Tul| e 0.
Alors, T est continu.

2) Soit B, = {u € C'[0,1] : |lu|]|z <7} un sous ensemble borné.

Démontrons que T'(B,) est relativement compact.

(1) T (B,) est uniformément borné.

Pour tout u € B, et en utilisant (2.5), nous obtenons :

1+«

|Tu (t)] < {1+|5(n+a)—(a+1)|}/0 (1 —=3s)k(s)|u(s)|ds

+{“Hﬁw+;;ia+nd/q“‘Qh“”3

1—|—a
15 ( 77+a (a+1)| Jo

(s)| ds

61+ a)
15 ( 77—|—a (a+1)] Jy
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donc,

[Tul| < F[u]] + G.
< Fr+G.

Alors, T (B,) est uniformément borné.
(77) T (B,) est équicontinu.

Pour tout ¢y, to € [0,1], t; < t5, nous avons :

(e =T = SR

/0 (1—35)f(s,u(s))ds

Bty +a) — B (ty + «)
Bn+a)—(a+1)

Aﬂwww@m@MS

)

- [Ct= feuyast [ =9 ) ds

to — 1 B (ta — t) t3 — 11
Pt = Tl < £ ey = oy e e T

Y

ou, L= Onglsagxl\f(s,u)\.

Donc,
11— 61
8 (n+ ) = (a+1)|

|Tu@g-Tu@g|g;§u2—tﬂ{ —%@2+t01.

Alors,
|Tu (t1) — Tu (t2)] — 0.

t1—to

Par conséquent 7' (B,) est équicontinu.

Le théoréme d’Arzela-Ascoli, implique que 7" est un opérateur complétement continu.
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Alors, d’apres la continuité de f et comme f (¢,0) # 0 il existe un intervalle [0, 7] C

0, 1] tel que

min |f (£,0)] > 0 et du fait que h(t) > |f (¢,0)| sur [0, 7], alors G > 0.

o<t<r

Soit M =G(1—F) et Q={uecC[0,1]:|lull, < M}.

Supposons que u € 92, A > 1 tel que Tu = Au, alors
AM = Mlull = 1Tl

AM = max |(Tu) (t)]|,

0<t<1

t+a .
<§E?<’i|5 n+a)—(a+1 ’/ \fts\ds+max/ (t—s)|f (t,9)|ds
B(t+a)
+0H<1t<1|ﬁ m+a)—(a+1)] J, s)|f (t,s)|ds.
1+« 1
s Lﬁ(nm)—(am,“]/o (1=5)|f (t,5)| ds
1+a
8 77+a |/ s)|f (¢,s)|ds,
i.e, 1
1+ a
)\MS[|5(T}+Q)—(04+1)|+1]/0 (1—5)k(s)|u(s)|ds
B(1+a)
T a+1|/ ()| ds
1+
+[Iﬁ(nmz) (a+1)|+1}/ (1-s)h(s)ds
BEL n+a a+1|/ )
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Alors,
AM < Fllul|+ G=FM +G.

Donc,

G G
AN<F4——py 2 _Fpi(-F)=1,

ceci contredit A > 1.
En appliquant le Théoréme 2.8, nous disons que, Iopérateur 7" a un point fixe u* € Q.

Par conséquent le probléme (2.1) a au moins une solution non triviale v* € C'[0,1]. =

Théoréme 3.3 Supposons que f(t,0) # 0, f(n+«) # (a+1) et qu’il existe deux
fonctions positives k,h € L' ([0,1],R,) telle que :

If(t,x)| < k(@) |z| +Rh(t), V(tz)€[0,1] xR,

St une des conditions suivantes est vérifiée :

(1) 1l existe une constante p > 1 telle que

‘/}”Qﬁ . B(n+a) = (a+ D (L+q)
: T lasa) (1) + 1B+ a) — (a+ 1)

1 1
(2+i-1).
P q

(2) 1 existe une constante j1 > —1 telle que

Y

A+p)@+p)|Bh+a)—(a+1)|

k(s) < (1+a) (1+ B2t + |8 (n+a) — (a+1)|

st p.p.s€[0,1].
(3) 1l existe une constante p > —1 telle que

k(s) <

(I+u)2+p)|Bm+a)—(a+1)
21+ l+a+Bn+a)—(@+ D)) +B8(1+a)[1—(1—n)""+n(2+p)]

X
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(1—9)" pp. sel0,1].

(4) k vérifie

218(n+a) - (a+1)
FO) S Tr oA+ mp s Bmra) —(@@rp) Prec0

(5) f veérifie

121 (n+ ) — (a+1)]

f(t.x)
SOt A1)+ B +a)— (@t 1)

T

w = lim sup max
|z|—00 t€(0,1]

Alors, le probléme aux limites (2.1) admet au moins une solution non triviale u* €

C'0,1].
Preuve. Pour démontrer ce théoréme, il suffit de démontrer que F' < 1, ou

1+« 1
‘5(77—1-04)—(044—1)’—{_1]/0 (1—s)k(s)ds+

1—|—a /
—s) ds.
|5(7]+04 (+1)]

(1) En utilisant I'inégalité de Holder, nous arrivons a

FS[A}“V“F[(wm+;;ia+m*4)cﬁz);
*mmf$t2+nmﬁiJ;

FS[A%“V“F[(WM+;;ia+DWJ)ujm

B(1+a)ns
B(n+a) = (a+ 1) (1 +q)s

)

Q=

+

)

ainsi
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B 18 (n+a) = (a+ 1) (1+q)s

F<<A%@V$>iClwﬂ0+ﬁ%)+ﬂm+&)<a+D)'

Alors,

Q=

B(n+0) = (a+1)(1+0)
(1+a) (14 807) +18(n+a) = (a+1)

F<

X

(1+a) (1+807) +18(n+a) = (a+1)

18 (n+a) - (a+1)| (1 +q)s

Donc,

F<1.

(2) Dans ce cas, nous avons

A+p)@+p)|Bh+a)—(a+1)|
(L) (4B + 18 (n+ @) — (e + 1)

{(wm+;;ia+nﬁ*)u+uﬂzwo

B(t+a) e }
16 (n+ ) = (a+ DI (1 +p) 2+u)]

; (14 1) 2+ ) |B(n+0) — (a+1)
S +a)(L+ B ) + B0 +a)— (a+1)

(1+a) (1+ Br2*) + B(n + a) — (a+ 1)

Q4+pw) 2+p)|fn+a)—(a+1)

(3) Dans ce cas, nous avons

= 1.

P< A+p) 2+l +a)—=(a+1)|
T2(l+p)[lta+|Bmta)—(a+ D] +B1+a)[1— 1 -0 +n2+p)

[(W (n+ ;)Jr_@(a +1)| t 1) /01 (1—s)""ds
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L1+ )
— ) (1—s)"d
B 77+a oz—l—l\/ ) s)"ds|

i.e,

P < A+p)C+p)|B0+a)—(a+1)|
T2+l tatBta) = (a+ D[+ B(L+a) [l (1-n) "2+ p)]

X

l+a+|B(n+a)—(a+1)] 2(1+p)
Bn+a)—(a+1)]  (A+up)2+p)

B(1+a) 1—(1=n)*"+ 2+
B8(n+a)—(a+1)] (1+p) (24 p)
alors
o (1+4) @+ p) | (n+a) ~(a+ 1) )

T2(l+p)[lta+|Bnta)—(a+ )] +B1+a)[1— 1 -0 +n2+p)

21+ I+a+[Bn+a)—(a+ D+ +a)[1—(1—n)""+n(2+u)]
(I+p)2+p)|BM+a)—(a+1)

Y

(4) Dans ce cas, nous avons

216 (7 + ) — (a+ 1) )
S U+ a) (L5 + [0+ a) — (a+ 1)

(A fo-oe

+ / —5) ],
E n+a a+1|

218 (1 + ) — (@ +1) )
S A+ a) T+ B + [0+ a) — (a+ 1)

donc
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l+a+|f(n+a)—(a+1)] B(1+a)n?
218(n+a) = (a+1)] 2|18 +a) = (a+1)[]’

alors
216 (n+a) — (a+ 1) )
T (It+a)d+8m)+ B+ ) - (a+1)

(L+a)d+87°)+|B1n+a)—(a+1)
2[6(n+a) = (a+1)|

F <1,

f(tz)

T

(5) Comme, w = lim sup max ‘ ‘ alors, il existe ¢ > 0 tel que pour |z| > ¢, nous

|z|—o00 te[0,1]
avons

Ve >0, |[f(t,z)] < (w+e)|z|.

Pour t € [0, 1] posons
h(t) = max {[f(t,2)]},

—c<z<c

choisissant ¢ = w, alors

|f (8, 2)] < 2w 2|+ h(t),

- B0 +a)—(a+1)
16 < Ty T+ s+ Bt a) —@sn o O
prenons

(L+a) (14 B7%) + 18 (n+a) = (@+ 1)
Alors, le probléme aux limites (2.1) admet au moins une solution non triviale u* € C'[0, 1] .

Ceci acheve la preuve du Théoréeme. m

Corollaire 3.1 Supposons que f (t,0) # 0, S (n+ «) # (a+1) et il existe deuzx fonc-
tions positives k, h € (L' [0,1] ,R,) telle que

|f o) < k@) el +h(@), V() €[0,1] xR,
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St une des conditions suivantes est vérifiée :

(1) Il existe une constante p > 1 telle que

L[%”Q%S (B=1)a—1](1+q) r, (%+$:1>76#L

(I+a)(1+5)+[(6-1)a—1
(2) 1 existe une constante j1 > —1 telle que

(I+p)2+p)|(B—-1)a—1|

(1+a)(1+5)_’_|(5_1)a_1|8“ p.p.sE[O,l], 57&1

k(s) <

(3) k wvérifie

2081
e T R e Ik S

(4) f vérifie

HB-1)a—1]

[t x) (
A+a)(1+8)+[(B-1)a—1]

T

B#1

lim sup max
|z|—oc0 t€0,1]

Alors, le probléme aux limites (2.1) admet au moins une solution non triviale u* €

c0,1].

Preuve. Dans ce cas, nous avons

=~ (Fara—wroi ) / ook
+w(n+a1+aa+1|/ ~ k() ds,

ie,

FS<waja&+1>\“>/01“‘3W3)d”|6a— a+1|/ (1=9k
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1+a)A+8)+|(F—-1)a—1]
= G-DaT / S

En procédant comme dans la preuve du T'héoréme 3.3 nous arrivons a terminer la dé-

monstration de ce corollaire. m
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3.4 Application

Afin d’illustrer nos résultats, nous donnons quelques exemples.

Exemple 3.1 Considérons le probléeme aux limites a troits points
u” + tusinu — cose’ + 3sin®t =0, 0<t<1,

u(0) = av' (0), u(l) = PBu(n). (F1)

Posons, a = 3, =2, n=

Nous avons

f(t,r) = t*zsinxz — cose’ + 3sin?t,

nous pouvons choisir
k(t) =2,
h(t) = cose! + 3sin*t.

k, h € L']0,1] sont deuz fonctions positives.
1) Existence.

D’apres le Théoreme 3.2, nous avons : k, h € L'[0,1] telles que
|f (t,z)| < t?|z| + cose’ + 3sin?t,

|f (t2)| < k() || +h(@),  (tz)€[0,1] XR,

et

(‘5(77+61¥)+—&(a+1)’ +1) /01 (1—3s)k(s)ds

B(1+ )

s)ds < 1.
1B (n+a)—(a+1)| Jo

Alors, le probléme aux limites (Py) admet au moins une solution non-triviale u* dans E.

2) Unicité.
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Nous avons

[f (tx) = f ()| < |v —yl,
|f(t’x)_f(tvy)|Sk(tﬂx_ma VI,yER,tE[O,l]

et
2(6+1)(1+a)

(1—s)k(s)ds <1,
1B(n+a)—(a+1)] )y

alors, d’aprés le Théoréme 3.1 le probléme aux limites (Py) a une solution unique dans

E.

Exemple 3.2 Considérons le probléme aux limites a troit points

u

v 2v/tu?
\/_u4eC°S”+c083t—QSinet:O, 0<t<l,

u(0) = au (0), wu(1)=Pu(n).

Posons, a =L, p=+/3, n= }1, et

[\

2v/ta?
f(tz)= 3\_{;6%” + cos 3t — 2sine’.
Nous avons
2
(ﬁ - u2> >0,
34 ut > 2v/3u2,
alors
2
ft,x) < Vi e~ 7" + cos 3t — 2sine’,

2/32

t
ft,x) < \/;xe_w” + cos 3t — 2sine’,

nous pouvons choisir

t
k(t) = \@ h(t) = cos3t + 2sine'.
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Done, k, h € L'[0,1] et
If ()| <k@)|z|+h@), (t,x)el0,1] xR.

Supposons que : p = q = 2, alors

1 p

[0 < B(n+a)=(a=1)|(1+0q)
g T L@a) (14 800) £ 180+ ) — (a4 1)

Q=

Donc, d’aprés la condition (1) du Théoreme 3.3, le probléme aux limites (Py) admet au

moins une solution non triviale u* dans E.

Conclusion

La théorie du point fixe est d’une importance capitale dans I’étude de I'existence de
solutions pour les problémes non linéaires. De cette théorie découlent plusieurs appli-
cations qui constituent un domaine trés actif de la recherche. Dans notre travail, on a
présenté quelques théorémes du point fixe et on a étudié 'existence et 'unicité de la so-
lution d’un probléme aux limites du second ordre & trois points en utilisant ’alternative
non linéaire de Leray-Schauder et le principe de contraction de Banach. Les résultats
obtenus sont illustrés par des exemples.

Actuellement il y a une grande variété de théorémes de points fixes, ces théorémes
donnent certaines conditions sous lesquelles une application
f: E — FE, admet un point fixe dans F.

Ces théorémes sont importants dans les mathématiques car il y a plusieurs applica-
tions, par exemple pour trouver les racines d’un polynéme, ou pour montrer I’existence

des solutions numériques des équations différentielles.
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