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Résumé

Dans ce mémoire, nous étudions premièrement le nombre de cycles li-
mites d�une classe des systèmes di¤érentiels en dimension 3 dépendant d�un
petit paramètre " de la forme :

8
<

:

_x = �y + "(ax+ P (x; y; z));
_y = x+ "(ay +Q(x; y; z));
_z = "(cz +R(x; y; z));

où P (x; y; z); Q(x; y; z) et R(x; y; z) sont des polynômes de degré n commen-
çons par des termes de degré 2, a, c 2 R sont des constantes arbitraires, en
utilisant la méthode de la moyennisation. La second partie de ce travail est
l�étude du nombre maximum des cycles limites d�une classe des systèmes di¤é-
rentiels en dimension 3 de la forme :

8
<

:

_x = �y + "Pn1
i1+i2+i3=1

ai1i2i3x
i1yi2zi3 ;

_y = x+ "
Pn2

i1+i2+i3=1
bi1i2i3x

i1yi2zi3 ;
_z = "

Pn3
i1+i2+i3=1

ci1i2i3x
i1yi2zi3 :

Mots clé : Cycle limite ; Théorie de moyennisation ; Centre linéaire.
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Abstract

In this work, �rst we stady the nember of limit cycles for a class of 3-
dimensional systems depending on a small parameter " of the forme :

8
<

:

_x = �y + "(ax+ P (x; y; z));
_y = x+ "(ay +Q(x; y; z));
_z = "(cz +R(x; y; z));

where P (x; y; z); Q(x; y; z) and R(x; y; z) are arbitrary polynomials of degree
n starting with terms of degree 2, by using the averaging method. The second
part of this work is the stady of the maximum number limit cycles for a class
of 3-dimensional di¤erential systems of the forme :

8
<

:

_x = �y + "Pn1
i1+i2+i3=1

ai1i2i3x
i1yi2zi3 ;

_y = x+ "
Pn2

i1+i2+i3=1
bi1i2i3x

i1yi2zi3 ;
_z = "

Pn3
i1+i2+i3=1

ci1i2i3x
i1yi2zi3 :

Keywords : Limit cycles ; Averaging theory ; Linear center.
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Introduction
La résolution directe d�un système di¤érentiels et en général di¢cile ou

impossible. Les méthodes numériques permettent seulement de calculer sur
un intervalle de temps �ni une solution approchée correspondante à des condi-
tions initiales donnée en discrétisant l�intervalle. Cependant, une autre issue
est possible. C�est l�étude qualitative des systèmes di¤érentiels. Cette étude
parmet de fournir des informations sur le comportement des solutions d�un
système di¤érentiel sans la nécessité de le résoudre explicitement, et elle
consiste à examiner les propriétés et les caractéristiques des solutions de ce
système, et de justi�er, parmet ces solutions, l�existence ou la non existence
d�une forme de courbe fermée isolée appelée cycle limite.
Le 16-problème de Hilbert [4], mise à parts l�hypothèse de Riemann

que nous démontrons dans [8], il semble que ce soit le plus insaisissable des
problèmes de Hilbert :
Il comporte de partie : La première concerne le nombre de branches réelles

(ovales) d�une courbes algébrique, et leur disposition ; de nombreux résultats
modernes (Petrovskii) apportent des informations à leur sujet. La seconde
partie du problème pose la question du nombre maximal et de la position
mutuelle des cycles limites de Poincaré (orbites périodiques isolées) pour
une équation di¤érentielle polynomiale plane de degré donnée ; cette question
est encore ouverte. La première partie de 16-problème d�Hilbert est étudié
par les chercheurs dans le domaine de la géométrie algébrique quand à la
seconde partie elle intéresse sur tous les chercheurs dans les domaines de la
système dynamique et des équations di¤érentielles. Hilbert a constaté qu�il
ya un possible lien entre les deux parties du problème. D�autres connexions
entres les deux partie ont été décris par Jibin Li, [6] :
Il s�en suit que lorsqu�on parle dans la suite du 16-problème d�Hillbert,

en sous entend la deuxième partie du problème : quel est le nombre maximal
H (n) de cycles limites possibles pour le système polynomial planaire

�
_x = P (x; y)
_y = Q(x; y);

1



de degré n, n = max(deg P ; deg Q) et quel est leur disposition dans le plan
des variables x et y ?
Dans ce travail, on considère les problèmes de recherche des cycles limites

pour un système di¤érentiel en dimension trois (R3) dont le second membre
dépend d�un petit paramètre "; une réponse à ce problème peut être donnée
en utilisant la méthode de moyennisation.
Ce mémoire est structuré comme suite :
Le chapitre 1 présente quelque rappel et des notions préliminaires des

systèmes di¤érentiels.
Dans le chapitre 2 nous présentons les théorèmes importants de la mé-

thode de moyennisation du premier et second ordre avec des exemples.
Le chapitre 3 s�intéresse aux cycles limites des systèmes di¤érentiels en

dimension 3. On détermine le nombre maximum des cycles limites qui bi-
furquent des orbites périodiques d�un centre linéaire _x = �y; _y = x; z = 0;
perturbé par une certaine classe des systèmes di¤érentiels en dimensions trois
et ceci en utilisant la méthode de moyennisation du premier ordre. Cette
étude a fait l�objet deux articles publiés dans les revues Applicable Analysis
[3] et Bulletin des Sciences Mathématiques [4] :
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Chapitre 1

Notions préliminaires

Ce chapitre contient quelques notions générales et principales pour l�étude
qualitative des systèmes dynamiques. On commence par dé�nir les systèmes
di¤érentiels, on examinera les notions de : les points critiques et le système
linéairisé d�une système non linéaire au voisinage d�un points d�équilibre,
nature des points d�équilibre, le portrait de phase, orbite périodique.

Ensuite, nous introduisons la notion d�un cycle limite et systèmes d�équa-
tion di¤érentielle de dimension trois. En�n, nous donnons un exemple de
système d�équations di¤érentielles en dimension trois (attracteur de Lorentz).

1.1 Système d�équations di¤érentielles et sys-

tème dynamique

1.1.1 Equation di¤érentielle

Dé�nition 1.1.1 : Soit E un espace vectoriel normé, une équation di¤é-
rentielle ordinaire (EDO) est un relation entre la variable réelle t, une fonc-
tion inconnue t �! y(t) et ses dérivées

�
t; y; y0; � � �; y(n)

�
au point t dé�nie

par

F
�
t; y; y0; � � �; y(n)

�
= 0: (1.1)

Soit y une fonction de t dé�nie d�un intervalle I dans l�éspace vectoriel
normé E, n fois dérivable en tout point de I et y0; y00; � � �; y(n) ses dérivées
successives.

3



CHAPITRE 1. NOTIONS PRÉLIMINAIRES

Cette fonction y est solution de (1:1) si 8t 2 I

F (t; y(t); y0(t); � � �) = 0:

1.1.2 Système di¤érentiel

Un système di¤érentiel linéaire d�ordre n est un système d�équation dif-
férentielles linéaires de la forme :

8
>>>><

>>>>:

_y1(t) = a11(t)y1(t) + � � �+ a1n(t)yn(t) + b1(t);
:
:
:

_yn(t) = an1(t)yn(t) + � � �+ ann(t)yn(t) + bn(t);

; (1.2)

où y1; � � �; yn sont les fonctions inconnues à déterminer et ou les aij et bj
sont supposés données. Ce système di¤érentiel peut s�écrire comme une seule
équation di¤érentielle dans Rn

_Y (t) = A(t)Y (t) + b(t);

où A est la matrice des coe¢cients aij et on a introduit les vecteurs de R
n,

Y = (y1; � � �; yn) ; _Y = ( _y1; � � �; _yn) ; et b = (b1; � � �; bn). L�équation est dite
homogène si b = 0; et non homogène lorsque b 6= 0:
Dé�nition 1.1.2 : (système dynamique) : Un système dynamique sur Rn

est un application
U : R+ � Rn �! Rn:

Dé�nie sur tout R+ � Rn ; telle que
� U (:;x) : R+ �! Rn est continue.
� U (t; :) : Rn �! Rn est continue.
� U (0; x) = x:
� U (t+ s; x) = U (t; U(s; x)) pour t; s � R+; x � Rn:
Exemple 1.1.1 : soit le système linéaire

�
_x = Ax
x(0) = x0

; t 2 R+; x 2 Rn; (1.3)

où A la matrice constante, la solution de (1:3) est

x(t) = etAx0:

4



1.2. LE POINT CRITIQUE ET LE SYSTÈME LINÉARISÉ D�UN
SYSTÈME NON LINÉAIRE AU VOISINAGE D�UNE POINT

D�ÉQUILIBRE

Le système (1:3) engendré un système dynamique, car l�application

U : R+ � Rn �! Rn;

qui à tout t 2 Rn; x � Rn associe :

U(t; x) = etAx0;

véri�e les quatre propriétés précédentes.

1.2 Le point critique et le système linéarisé

d�un système non linéaire au voisinage

d�une point d�équilibre

Dé�nition 1.2.1 : soit le système non linéaire :

_x = f(x); x = (x1; x2; x3; :::; xn); f = (f1; f2; f3; :::; fn): (1.4)

On appelle point critique ou point d�équilibre du système (1:4), le point
x0 � R

n tel que :
f(x0) = 0:

Dé�nition 1.2.2 : Considérons le système (1:4), le système :

_x = Ax;

où

A = (
@fi
@xj

(x0)) = Df(x0); 1 � i; j � n;

est une matrice (n� n); est appelé Linéarisation de (1:4) en x0:

1.3 Portrait de phase :

Dé�nition 1.3.1 : Soit le système planaire
�
_x = P (x; y);
_y = Q(x; y);

(1.5)

5



CHAPITRE 1. NOTIONS PRÉLIMINAIRES

où P; Q sont des polynômes en x et y. Les solutions (x(t); y(t)) du système
(1:5) représentent dans le plan (x; y) des courbes appelés orbites.

Les points critiques de ce système sont des solutions constantes et la �gure
complète des orbites de ce système ainsi que ces points critiques représentés
dans le plan (x; y) s�appelle portrait de phase, et le plan (x; y) est appelé
plan de phase.

1.4 Cycle limite et l�amplitude d�un cycle li-

mite d�un système planaire

Dé�nition 1.5.1 : On dit que (x(t); y(t)) est une solution de système
(1:5) si le champs de vecteur X = (P;Q) est toujours tangent à la trajectoire
représentant cette solution dans le plans de phase. Autrement dit,

8t 2 I : P (x(t); y(t))x+Q(x(t); y(t))y = 0:

Dé�nition 1.5.2 : Une solution périodique du système (1:5) tout solution
(x(t); y(t)) pour lequelle il existe un réelle T > 0 telle que

8t 2 [0; T [ : (x(t+ T ) ; y(t+ T )) = (x(t); y(t)) , pour T > 0:

Le plus petite nombre T qui convient s�appelle alors période de cette
solution .
Nous avons présentons d�abord la dé�nition d�un cycle limite par :
Dé�nition 1.5.3 : On appelle cycle limite de système (1:5), toute solu-

tion périodique isolée dans l�ensemble de toutes les solutions périodiques de
ce système.
Exemple 1.5.1 : Soit le système :

�
_x = �y + x(4� x2 � y2);
_y = x+ y(4� x2 � y2): (1.6)

Aprés passage en coordonnées polaire (r; �), ce système se découple en
�
_r = r (4� r2) ;
_� = 1:

Ce qui donne visiblement une seule solution périodique

r(t) =
p
4 = 2; �(t) = �0 + t:

6



1.5. SYSTÈME HAMILTONIEN

Dans le plan de phase, c�est le cercle d�équation x2 + y2 = 4 et c�est
un cycle limite unique les autres solutions s�obtiennent par integration du
système. Lorsque t �!1; toutes ces solutions s�approchent du cycle limite.

FIG.1.1-Cycle limite du systme (1.6)

1.5 Système Hamiltonien

Un système Hamiltonien est un système d�équation di¤érentielle du type
�
_p(t) = DqH(p(t); q(t));
_q(t) = DpH(p(t); q(t));

(1.7)

où H 2 C2(R2n). La fonction H est appelé Hamiltonien du système.
Si (p; q) est un solution du système Hamiltonien (1:7), alors on calcule

d

dt
H(p(t); q(t)) = DpH(p(t); q(t)) _p(t) +DqH(p(t); q(t)) _q(t) = 0:

Lemme 1.11 :
Pour n; m 2 N, on dé�nit

Im; n =
1

2�

2�Z

0

cosm(�) sinn(�)d�;

7



CHAPITRE 1. NOTIONS PRÉLIMINAIRES

alors

Im; n =
m� 1
m+ n

Im�2; n;

et

Im; n =
n� 1
m+ n

Im; n�2;

ces intégrales sont utilisées jusqu�à ce qu�on arrive à I0; 0 = 2� ou
I0; 1 = I1; 0 = I1; 1 = 0, notons que Im; n 6= 0 si et seulement si m et n

sont paires.

1.6 Théorème de Bezout

Soit pj, j = 1:::n des polynômes en ces variables (x1; x2;::::::::::;xd) de degré
dj; j = 1:::::::n.
Considérons le système polynomial suivant :

8
>>>>>><

>>>>>>:

p1 (x1;x2;:::::; xd) = 0;
p2 (x1; x2; :::::; xd) = 0;

�
�
�

pn (x1; x2; :::::; xd) = 0;

où (x1; x2; :::; xd) �R
d, si le nombre de solution de ce système est �ni, alors

s�il est borné par d1 � d2::::::� dn .
Pour la démonstration voir [9].

1.7 Exemple de système d�équations di¤éren-

tielles en dimension trois L�attracteur de

Lorentz (e¤et papillon)

Le système d�équations suivante décrit le transfert thermique dans l�at-
mosphère, avec de la conduction et parfois de la convection.

8
<

:

_x = f1(x; y; z) = �(y � x),
_y = f2(x; y; z) = rx� y � xz,
_z = f3(x; y; z) = xy � bz,

8



1.7. EXEMPLE DE SYSTÈME D�ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES EN
DIMENSION TROIS L�ATTRACTEUR DE LORENTZ (EFFET

PAPILLON)

où x représente la vitesse, y la di¤érence locale de température (dT ), z la
distorsion des pro�ls de température (par rapport au cas linéaire conductif).
� est proportionnel au nombre de Prandtl et b à l�élongation de la boite et r le
paramètre de contrôle (proportionnel au gradient thermique vertical imposé
au �uide (�T=L): Ici, on prend � = 10 et b = 8

3
:

1.7.1 Point d�équilibre

Cherchons les points d�équilibres de ce système dynamique qui prend la
forme _X = f(x) où X = (x; y; z)t

8
<

:

_x = 0
_y = 0
_z = 0

,

8
<

:

y = x
(r � 1� z):x = 0
x2 = bz

,

8
<

:

x = 0
y = 0
z = 0

ou bien

8
<

:

y = x;
r � 1 = z;
x2 = bz;

Le douxième point d�équilibre obéit à :

8
<

:

x2 = b(r � 1);
y = x;
z = r � 1:

Premier cas : r � 1; Dans ce cas, il n�y a qu�un seul point d�équilibre :

p0 = (0; 0; 0):

Deuxième cas : r > 1; Il y a trois points d�équilibre :

p0 = (0; 0; 0), p1 =
�p

b(r � 1);
p
b(r � 1); r � 1

�
;

p2 =
�
�
p
b(r � 1);�

p
b(r � 1); r � 1

�
:

1.7.2 Stabilité des points d�équilibre

On linéarise le système. On obtient :

( _x; _y; _z) = A(x; y; z);

9



CHAPITRE 1. NOTIONS PRÉLIMINAIRES

avec

A �
�
@fi
@xj

�
c�est-à-dire A =

0

@
�� � 0
r � z �1 �x
y x �b

1

A

La stabilité dépend du signe de la partie réelle des valeur propres de A
qui sont les solutions de l�équation :

det(�I � A) = 0, �3 � �2:tr(A) + �
2
:[tr(A)2 � tr(A2)]� det(A) = 0:

Stabilité de point d�équilibre p0 : Dans ce cas, la matrice A s�exprime :

An
(0;0;0)

=

0

@
�� � 0
r �1 0
0 0 �b

1

A :

Par conséquent, on a :

tr(A) = �(� + 1 + b) et det(A) = �b(r � 1);
d�où

�3 + (� + 1 + b):�2 + �:(�(1� r) + b(1 + �))� �b(r � 1) = 0;
, (�+ b)(�2 + (1 + �)�+ �(1� r)) = 0:

Le terme de droite est un polynôme de degré 2 dont le discriminant est :

� = (1 + �)2 � 4�(1� r):
La nature des solutions du polynôme caractéristique dépend du signe de

� :

� > 0 , (1 + �)2 > 4�(1� r)

, 1� r < (1 + �)2

4�
Ici, � = 10. Par conséquent, le discriminant sera positif si et seulement si

r > �81
40
: C�est toujours le cas car r > 0: Nous avons donc 3 racines réelles

�1; �2; �3 : 8
>><

>>:

�1 = �b < 0;
�2 =

�(1+�)+
p
(1+�)2�4�(1�r)

2
;

�3 =
�(1+�)�

p
(1+�)2�4�(1�r)

2
< 0:

On voit que �2 est négatif pour 0 < r < 1 et positif pour r > 1: Par
conséquent, le point d�équilibre (0; 0; 0) est stable pour 0 < r < 1 et instable
pour r > 1:

10



1.7. EXEMPLE DE SYSTÈME D�ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES EN
DIMENSION TROIS L�ATTRACTEUR DE LORENTZ (EFFET

PAPILLON)

1.7.3 Stabilité des équilibres pour r > 1

Pour les deux autres points d�équilibre, les valeurs propres de la jacobienne
sont solutions de l�équation en � :

�3 + (� + 1 + b):�2 + �(� + r)b+ 2b�(r � 1) = 0:

Selon les valeurs du paramètre r, ce polynôme de degré trois peut avoir
trois racines réelles négatives (les équilibres sont donc stables ) ou bien une
racine réelle et deux racines complexes conjuguées .

On peut chercher s�il existe une valeur critique de r pour laquelle les
équilibres deviennent instables. La déstabilisation de ces équilibres par chan-
gement de signe d�un valeur propre réelle est impossible car si � = 0 on a
forcément r = 1. On peut donc rechercher pour quelles valeurs de r on peut
obtenir deux racines iw et �iw de partie réelle nulle. En reportant la valeur
� = iw dans l�équation, on obtient les deux conditions :

�w2(� + b+ 1) + 2b(r � 1)� = 0;

�iw3 + iwb(� + r) = 0:

L�élimination de w2 entre les deux équations permet d�obtenir la valeur
rc critique :

rc =
�(� + b+ 3)

(� � b� 1) ;

Pour les valeurs � = 10 et b = 8
3
; la valeur critique est rc = 470=19 '

24; 73:

Deux valeurs propres complexes conjuguées traversent l�axe des imagi-
naires lorsque le paramètre r franchit la valeur critique rc:

Lorsque r > rc; le système transite vers un régime chaotique. La tra-
jectoire tourne autour d�un des deux équilibres instables comme si elle y
convergeait avant de basculer aléatoirement vers l�autre équilibre pour y ré-
péter le même type de comportement toutes les trajectoires convergent vers
une trajectoire chaotique : l�attracteur étrange. On montre que la distance
entre deux conditions initiales très proches s�ampli�e très rapidement. Cette
sensibilité aux conditions initiales, ainsi que le chaos déterministe observé
avec ce système dynamique simple, on servi de base à ce que l�on appelle

11



CHAPITRE 1. NOTIONS PRÉLIMINAIRES

"l�e¤et papillon".

FIG.1.2-Modle de Lorenz- r=5

FIG.1.3-Modle de Lorenz- r=24
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1.7. EXEMPLE DE SYSTÈME D�ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES EN
DIMENSION TROIS L�ATTRACTEUR DE LORENTZ (EFFET

PAPILLON)

FIG.1.4-Modle de Lorenz- r=26

FIG.1.5-Modle de Lorenz- r=28

13



Chapitre 2

Méthode de moyennisation

2.1 Introduction

La théorie de moyennisation est l�une des plus importantes théories per-
turbatives utilisée actuellement dans l�étude des cycles limites des systèmes
dynamiques. Cette théorie est une théorie classique qui donne des conditions
pour lesquelles les points singuliers du système moyenné fournissent des cycles
limites pour des systèmes di¤érentiels ayant un centre. Elle s�applique aux
systèmes de la forme :

_x = f(t; x; ");

où " est su¢samment petit, et f(t; x; ") est T-périodique en t.
La méthode de moyennisation a une longue histoire qui commence avec

les oures classiques de Lagrange et Laplace qui ont fourni une justi�cation
intuitive du processus. la première formalisation de cette procédure à été
donnée par Fatou en 1928. Des contribution pratiques et théoriques très
importantes dans la théorie de moyennisation ont été faites par Krylor et
Bogoluibor en 1930 et Bogoluibor en 1945. Le principe de cette méthode
a été étendue dans plusieurs directions pour les deux types des systèmes
di¤érentiels.
Dé�nition 2.1.1 : Soit D un ouvert de Rn et soit g 2 C1 (D), V un

ouvert de Rn tel que

V � D et Zg = fz 2 V : g (z) = 0g ;

supposons aussi Jg (z) 6= 0 (Jg (z) désigne le déterminant de la matrice jaco-
bienne de g en z), 8z 2 Zg, alors le degré de Brouwer de la fonction g par

14



2.2. MÉTHODE DE MOYENNISATION DU PREMIER ORDRE

rapport à l�ensemble V et le point 0, noté dB (g; V; 0), est dé�nie par :

dB (g; V; 0) =
X

z2Zg

sign (Jg (z)) :

Remarque 2.1 : Soit g : D �! Rn une fonction de classe C1, avec

g (a) = 0;

où D est un ouvert de Rn et a 2 D:Si Jg (a) 6= 0; il existe un voisinage V de
a tel que g (z) 6= 0 pour tout z 2 �V�fag alors dB (g; V; 0) 2 f�1; 1g.

2.2 Méthode de moyennisation du premier

ordre

Théorème 2.2.1 Soit le système di¤érentiel

_x =
dx

dt
= "F1(t; x) + "

2R(t; x; "); (2.1)

où F1 : R! Rn; R : R�D � ]�"f ; "f [! Rn sont des fonctions continues,
T�périodique par rapport à t, D un sous ensemble ouvert de Rn on dé�nit
F10 : D ! Rn comme suite

F10(z) =
1

T

TZ

0

F1(s; z)ds; (2.2)

supposons que
(i) F1 et R sont localement Liphitzienne par rapport à x:
(ii)Pour a 2 D avec F10(a) = 0; il existe un voisinage V de a tel que

F10(z) 6= 0 pour tout z 2
_

V nfaget dB(F10; V; 0) 6= 0:
Alors, pour j"j > 0 su¢samment petit, il existe une solution �(:; ") du

système (2:1) T-périodique isolée telle que �(:; ") ! a quant "! 0:
Pour la démonstrasion. ( Voir [2])
Remarque
Les hypothèses de ce théorème sont plus faibles que celles du théorème

(2:2:1), où à la place de (i), il suppose que (j)F1; R;DxF1; D
2
xF1 et DxR

sont dé�nies, continues et bornées par une constante M (indépendante de

15



CHAPITRE 2. MÉTHODE DE MOYENNISATION

"). A la place de (ii), il suppose que (jj) pour a 2 D avec F10(a) = 0; on a
JF10(a) 6= 0;où DxF désigne la matrice jacobienne de F par rapport à x, D

2
xF

la matrice hesssienne de F et JF10(a) désigne le déterminant de la jacobienne
de F10 en a.
Exemple 2.2.1
Soit le système perturbé suivante :

8
<

:

_x = �y + "(x+ xz + z2);
_y = x+ "(y + yz);
_z = "(4x2 + 4y2 + z):

(2.3)

En coordonnées cylindriques (x; y; z) = (r cos(�); r sin(�); z); le système
(2:3) dans la région r > 0 s�écrit :

8
<

:

_r = "(r + rz + z2 cos(�));
_� = 1 + "

r
(�z2 sin(�));

_z = "(4r2 + z):
(2.4)

Le système (2:4)est équivalent à

�
dr
d�
= "(r + rz + z2 cos(�)) +O("2);

dz
d�
= "(4r2 + z) +O("2):

(2.5)

Pour appliquer la théorème de la moyenne du premier ordre sur le système
(2:5) il faut calculer les fonctions moyennées

F10(s) = (F
1
10(s); F

2
10(s));

où s = (r; z), on a

F 110(s) =
1

2�
[(r + rz)I0:0 + z

2I1:0] (2.6)

= r(1 + z):

F 210(s) =
1

2�
[(4r2 + z)I0:0]

= 4r2 + z:

où

In;m =

2�Z

0

cosn(�) sinm(�) d�:

16



2.2. MÉTHODE DE MOYENNISATION DU PREMIER ORDRE

On résout le système (2:6), on obtient les points critique suivantes :

(r0; z0) = (
1

2
;�1):

Comme r > 0, la solution
�
1
2
;�1

�
est la seule qui fournisse un cycle limite.

On véri�e maintenant que le déterminant calculé en cette racine est non
nul.
jacoubienne est

JF10(s) = det

 
dF 110
dr

dF 110
dz

dF 210
dr

dF 210
dz

!�����
(r0;z0)

= det

�
0 1
4 1

�
= �4

Selon le théorème de la moyenne du premier ordre le système (2:3) exac-
tement un cycle limite stable d�amplitude r = 1

2
: Voir la �gure (2:1) :

FIG.2.1-Cycle limite du systme (2:3) pour
" = 0:01
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CHAPITRE 2. MÉTHODE DE MOYENNISATION

2.3 Méthode de moyennisation du deuxième

ordre

Théorème 2.3.1
Considérons le système di¤érentiel

_x =
dx

dt
= "F1(t; x) + "

2F2(t; x) +O("
3); (2.7)

où F1 et F2 : R �D ! Rn; R : R �D � ]�"f ; "f [ ! Rn sont des fonctions
continues, T-périodique par rapport à t, D un sous ensemble ouvert de Rn:
On dé�nit

F10; F20 : D ! Rn;

tel que

F10(z) =
1

T

TZ

0

F1(s; z)ds;

et

F20(z) =
1

T

TZ

0

[DzF1(s; z)

sZ

0

F1(t; z)dt+ F2(s; z)]ds: (2.8)

On suppose que
(i)F1(t; :) 2 C1(D); 8t 2 R; F1; F2; R et DxF1 sont localement lipschit-

ziennes par rapport à x; R est di¤érentiable par rapport à ":
(ii) pour V � D un sous ensemble ouvert bornée et pour tout " 2

]�"f ; "f [ n f0g ; il existe a" 2 V tel que

(F10 + "F20)(a") = 0 et dB(F10(a") + "F20(a"); V; a") 6= 0;

(i.e le degré de Brouwer de F10(a") + "F20(a")na" est non nul):
Alors, pour j"j > 0 su¢samment petit, il existe une solution T-périodique

isolée �(:; ") de l�équation (2.7) telle que �(0; ") = a":
Pour la démonstration voir [1, 7, 10]
Exemple 2.3.1
Soit le système perturbé suivante :

8
<

:

_x = �y + "(2x+ 2z) + "2(2x+ 2z);
_y = x+ "(�2y + 2z) + "22x2;
_z = "(2x+ 2yx2) + "2(2z2 + 2yz):

(2.9)
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2.3. MÉTHODE DE MOYENNISATION DU DEUXIÈME ORDRE

En coordonnées cylindrique (x; y; z) = (r cos(�); r sin(�); z) ; on a :

8
>>>><

>>>>:

_r = (2z sin(�) + 2z cos(�) + 4r cos2(�)� 2r)"
+ (2r2 cos2(�) sin(�) + 2z cos(�) + 2r cos2(�))"2;

_� = 1 + "(�4r cos(�) sin(�)� 2 (z sin(�)+z cos(�))
r

)

+ "2(�2z sin(�)
r

+ 2r cos3(�)� 2 cos(�) sin(�)):
_z = "(2r cos(�) + 2r3 sin(�) cos(�)2) + "2(2z2 + 2r sin(�)z)

(2.10)

Donc �
dr
d�
= "F 11 (�; r; z) + "

2F 12 (�; r; z) +O("
3);

dz
d�
= "F 21 (�; r; z) + "

2F 22 (�; r; z) +O("
3);

(2.11)

où

F 11 (�; r; z) = 2z sin(�) + 2z cos(�) + 4r cos2(�)� 2r;
F 12 (�; r; z) = 16r2 cos3(�) sin(�) + 2r2 sin(�) cos2(�) + 8z cos2(�) sin(�)

+8r2 cos(�) sin(�) + 2r cos2(�) +
4z

r
+ 8rz cos(�) sin2(�)

+z cos3(�) + cos(�) sin(�)z2(1 +
4

r
) + 8rz cos2(�) sin(�)

�2 cos(�)� 4 sin(�);

et

F 21 (�; r; z) = 2r cos(�) + 2r3 cos2(�) sin(�);

F 22 (�; r; z) = 2z2 + 8r2 cos2(�) sin(�) + 4z(sin(�) cos(�) + cos2(�))

+2rz sin(�) + 4r2z(sin2(�) cos2(�) + cos3(�) sin(�))

:+ 8r4 cos3(�) sin2(�):

Maintenant on applique la méthode de moyennisation de deuxième ordre
pour

F10(r; z) = (F 110(r; z); F
2
10(r; z));

=

0

@ 1

2�

2�Z

0

F 11 (�; r; z)d�;
1

2�

2�Z

0

F 21 (�; r; z)d�

1

A ;

= (0; 0):

On calcule les fonctions F20(r; z) = (F
1
20(r; z); F

1
20(r; z))
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CHAPITRE 2. MÉTHODE DE MOYENNISATION

avec

F 120(r; z) =
1

2�

2�Z

0

f1(s; r; z)ds;

F 220(r; z) =
1

2�

2�Z

0

f2(s; r; z)ds:

On calcule f1(s; r; z) et f2(s; r; z)

�
f1(s; r; z)
f2(s; r; z)

�
=

 
F 11 (�;r;z)

dr

F 11 (�;r;z)

dz
F 21 (�;r;z)

dr

F 21 (�;r;z)

dz

!

�
 R S

0
F 11 (�; r; z)d�R S

0
F 21 (�; r; z)d�

!

+

�
F 12 (s; r; z)
F 22 (s; r; z)

�

où

F 11 (�; r; z)

dr
= 4 cos2(s)� 2;

F 11 (�; r; z)

dz
= 2 sin(s) + 2 cos(s):

F 21 (�; r; z)

dr
= 2 cos(s) + 6r2 cos2(s) sin(s);

F 21 (�; r; z)

dz
= 0:

SZ

0

F 11 (�; r; z)d� = 2z � 2z cos(s) + 2z sin(s)� 2r cos(s) sin(s);

SZ

0

F 21 (�; r; z)d� = 2r sin(s)� 1
6
r3 cos3(s)� 1

2
r3 cos(s) +

2

3
r3:

F 12 (s; r; z) = 16r2 cos3(s) sin(s) + 2r2 sin(s) cos2(s) + 8z cos2(s) sin(s) + 8r2 cos(s) sin(s)

+2r cos2(s) +
4z

r
+ 8rz cos(s) sin2(s) + z cos3(s) + z2 cos(s) sin(s)(1 +

4

r
)

+8rz cos2(s) sin(s)� 2 cos(s)� 4 sin(s);
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2.3. MÉTHODE DE MOYENNISATION DU DEUXIÈME ORDRE

et

F 22 (s; r; z) = �8r2 cos2(s) sin(s)� 4z(cos2(s) + cos(s) sin(s))� 8r4 cos3(s) sin2(s)
�4r2z(cos2(s) sin2(s) + cos3(s) sin(s) + 2z2 + 2r sin(s)z:

On a
�
F 120(r; z)
F 220(r; z)

�
=

�
1
8r
(�5r4 + 20r2 + 64zr + 32z)

z(r2 + 2z � 4)

�
: (2.12)

Le système �
F 120(r; z) = 0;
F 220(r; z) = 0;

possède exactement 4 solutions (r; z)

 
4
p
11� 16
5

;
64
p
11� 166
25

!

;

 
�4
p
11� 16
5

;
�64

p
11� 166
25

!

; (�2; 0) ; (2; 0):

Selon le théorème de moyennisation de deuxième ordre, le système (2:9)
possède un seul cycle limite d�amplitude r = 2 qui bifurque _x = �y; y = x;
z = 0: Voir la �gure (2:2) :

FIG.2.2-Cycle limite du systme (2:9) pour
" = 0:01
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Chapitre 3

Cycles limites de certaines
classe de système di¤érentiels
polynomiaux en dimension 3
via le théorème de la
moyennisation

3.1 Introduction

Le 16�eme problème de Hilbert consiste en la recherche d�une borne uni-
forme H (n) au nombre de cycles limites apparaissant dans la classe des
systèmes

_x = f(x) avec x 2 Rn; (3.1)

ainsi qu�en l�étude de leurs congurations.
Une technique usuelle pour obtenir un système di¤érentiel avec cycles

limites est de considérer un système di¤érentiel polynômial de type (3:1),
possédant une singularité de type centre, et de ce fait intégrable.
On perturbe ce système dans R3 par des polynômes f1; f2 et f3 de même

degrés que P; Q et H:
Le système di¤érentiel obtenu s�écrit :

8
<

:

_x = P (x; y; z) + "f1(x; y; z);
_y = Q(x; y; z) + "f2(x; y; z);
_z = H(x; y; z) + "f3(x; y; z);
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3.2. SUR LES CYCLES LIMITES POUR UNE CLASSE DE SYSTÈMES
EN DIMENTION 2 (DANS R2):

où " � 0 est un petit paramètre.
Dans ce chapitre, on s�intéresse aux cycles limites de certaines classe de

système di¤érentiels en dimension 2 et 3:
On donne un résultat concernant le nombre maximum de cycles limites

qui bifurquent des orbites périodiques d�un centre linéaire
�
_x = �y
_y = x

dans R2;

et 8
<

:

_x = �y
_y = x
_z = 0

dans R3;

perturbé par une classe de systèmes di¤érentiels et ceci en utilisant la théorie
de moyennisation.

3.2 Sur les cycles limites pour une classe de

systèmes en dimention 2 (dans R2):

3.2.1 Présentation du problème

Dans cette section, en utilisant le théorie de moyennisation du premier
ordre, nous étudions le nombre maximal de cycles limites qui bifurquent des
orbites périodiques du centre linéaire _x = �y; _y = x d�une classe de systèmes
di¤érentiels : �

_x = �y + " (ax+ P (x; y)) ;
_y = x+ " (ay +Q (x; y)) ;

(3.2)

où P (x; y); Q(x; y) sont des polynômes de degré n commençons par des termes
de degré 2, a;2 R sont des constantes et " est un petit paramètre.
Cette étude a fait l�objet d�un article publié dans Applicable Analysis [3] :
Théorème 3.2.1
Pour j"j � 0 su¢samment petit, le nombre maximum de cycles limites du

système (3:2) qui bifurquent d�un centre linéaire _x = �y; _y = x en utilisant
la théorie de moyennisation du premier ordre est

a)
n� 1
2

si n impaire,

b)
n� 2
2

si n paire.
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CHAPITRE 3. CYCLES LIMITES DE CERTAINES CLASSE DE
SYSTÈME DIFFÉRENTIELS POLYNOMIAUX EN DIMENSION 3 VIA

LE THÉORÈME DE LA MOYENNISATION

3.2.2 Preuve du Théorème 3.2.1

Dans cette preuve, on utilise la théorie de moyennisation d�ordre un.
En coordonnées polaires (r; �); où x = r cos(�) et y = r sin(�), le système

(3:2) devient �
_r = x _x+y _y

r
;

_�=x _y� _xy
r2
:

Donc �
_r = "

�
ar +

Pn

k=2 r
k pk+1 (�)

�
;

_� = 1 + "
Pn

k=2 r
k+1 qk+1 (�) ;

(3.3)

où
�
pk+1 (�) = cos � Pk (cos �; sin �) + sin � Qk (cos �; sin �) ;
qk+1 (�) = cos � Qk (cos �; sin �)� sin � Pk (cos �; sin �) : (3.4)

En remarque que le système (3:3) est dé�nit sur le cycle f(r; �) 2 R� S1g,
considérons maintenant � comme nouvelle variable indépendante le système
(3:3) s�écrit sous la forme standard du théorie de moyennisation d�ordre un

dr

d�
= "

 

ar +
nX

k=2

rkpk+1 (�)

!

+O("2): (3.5)

Maintenent, on calcule la fonction moyené f 0 (r)

f 0(r) =
1

2�

2�Z

0

F (r; �)d�

=
1

2�

2�Z

0

 

ar +
nX

k=2

rkpk+1 (�)

!

d�

=
1

2�

2�Z

0

ard� +
1

2�

2�Z

0

nX

k=2

rkpk+1 (�) d�

= ar +

nX

k=2

rk
1

2�

2�Z

0

pk+1 (�) d�

= ar +
nX

k=2

akr
k
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3.2. SUR LES CYCLES LIMITES POUR UNE CLASSE DE SYSTÈMES
EN DIMENTION 2 (DANS R2):

où

ak =
1

2�

2�Z

0

pk+1 (�) d�:

Soit pkij; q
k
ij est dé�nit par

(
Pk (�) =

P
i+j=k p

(k)
i;j x

iyj;

Qk (�) =
P

i+j=k q
(k)
i;j x

iyj:
(3.6)

Pour calculer l�expression exacte de pk+1 en utilisant le système (3:6)

pk+1 (�) = cos �
X

i+j=k

p
(k)
i;j cos

i � sinj � + sin �
X

i+j=k

q
(k)
i;j cos

i � sinj �

=
X

i+j=k

p
(k)
i;j cos

i+1 � sinj � +
X

i+j=k

q
(k)
i;j cos

i � sinj+1 �

=
X

i�1+j=k

p
(k)
i�1;j cos

i � sinj � + p
(k)
k;0 cos

k+1

+
X

i+j�1=k

q
(k)
i;j�1 cos

i � sinj � + q
(k)
0;k sin

k+1 �

= p
(k)
k;0 cos

k+1+
X

i+j=k+1
i;j�1

�
p
(k)
i�1;j + q

(k)
i;j�1

�
cosi � sinj � + q

(k)
0;k sin

k+1 �

alors :

ak =
1

2�

2�Z

0

0

BB
@p

(k)
k;0 cos

k+1+
X

i+j=k+1
i;j�1

�
p
(k)
i�1;j + q

(k)
i;j�1

�
cosi � sinj � + q

(k)
0;k sin

k+1 �

1

CC
A d�;

=
1

2�

2�Z

0

p
(k)
k;0 cos

k+1 d� +
1

2�

2�Z

0

X

i+j=k+1
i;j�1

�
p
(k)
i�1;j + q

(k)
i;j�1

�
cosi � sinj �d�

+
1

2�

2�Z

0

q
(k)
0;k sin

k+1 �d�;

on a
ak = p

(k)
k;0IK+1;0 +

X

i+j=k+1
i;j�1

�
p
(k)
i�1;j + q

(k)
i;j�1

�
Ii;j + q

(k)
0;kI0;K+1: (3.7)
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D�aprés lemme (1:11)

f 0(r) = ar +
nX

k=2

rkak;

où

ak =

�
0 si k paire ,

6= 0 si k impaire,
alors

f 0(r) =

�
ar + a3r

3 + � � �+ anrn si n impaire,
ar + a3r

3 + � � �+ an�1rn�1 si n paire.
Donc

f 0(r) =

�
r (a+ a3r

2+ + � � �+ anrn�1) si n impaire,
r (a+ a3r

2+ + � � �+ an�1rn�2) si n paire,

où

ak = p
(k)
k;0 IK+1;0 +

X

i+j=k+1
i;j�2 pair

�
p
(k)
i�1;j + q

(k)
i;j�1

�
Ii;j + q

(k)
0;kI0;K+1: (3.8)

Alors f 0(r) peut avoire au plus n�1
2
racines positive si n impaire et au

plus n�2
2
racines positive si n paire.

3.2.3 Application

Soit le système
�
_x = y;
_y = �x+ "(2 + 2

3
x� x2)y; (3.9)

on passe au coordonnées polaires, x = r cos(�); y = r sin(�); on obtient le
système :
�
_r = "(2r sin2(�) + 2

3
r2 sin2(�) cos(�)� r3 sin2(�) cos2(�));

_� = �1 + "((2 cos(�) sin(�) + 2
3
r sin(�) cos2(�)� r2 cos3(�) sin(�)):

En divisant _r par _�, en trouve

dr

d�
= �"(2r sin2(�) + 2

3
r2 sin2(�) cos(�)� r3 sin2(�) cos2(�));
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3.2. SUR LES CYCLES LIMITES POUR UNE CLASSE DE SYSTÈMES
EN DIMENTION 2 (DANS R2):

telle que

dr

d�
= "F1(r; �) +O("

2): (3.10)

On cherche maintenant la fonction moyenné F10(r)

F10(r) =
1

2�

2�Z

0

F (r; �) d�

=
1

2�

2�Z

0

�(2r sin2(�) + 2
3
r2 sin2(�) cos(�)� r3 sin2(�) cos2(�)) d�

=
�r
8
[8� r2]:

Le système moyenné

_r = "F10(r) =
�"r
8
[8� r2]: (3.11)

Donc, on a un seul cycle limite stable pour r =
p
8 parceque

dF10
dr

(
p
8) = �6 < 0:

Alors, d�aprés le théorème 3:1, le système (3:9) possède un seul cycle limite
d�amplitude

p
8 = 2:8284 qui bifurque des orbites périodiques du systèmes
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non perturbées quand " = 0:

FIG.3.1-Cycle limite du systme (3:9) pour
" = 0:01

3.3 Sur les cycles limites pour une classe de

systèmes en dimention 3.(dans R3)

3.3.1 Présentation du problème

Dans cette section, en utilisant le théorie de moyennisation du premier
ordre, nous étudions le nombre maximal de cycles limites qui bifurquent des
orbites périodiques du centre linéaire _x = �y; _y = x; z = 0 d�une classe de
systèmes di¤érentiels :

8
<

:

_x = �y + " (ax+ P (x; y; z)) ;
_y = x+ " (ay +Q (x; y; z)) ;
_z = " (cz +R (x; y; z)) ;

(3.12)

où P (x; y; z); Q(x; y; z) et R(x; y; z) sont des polynômes de degré n commen-
çons par des termes de degré 2, a; c 2 R sont des constantes et " est un petit
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3.3. SUR LES CYCLES LIMITES POUR UNE CLASSE DE SYSTÈMES
EN DIMENTION 3.(DANS R3)

paramètre.
Cette étude a fait l�objet d�un article publié dans Applicable Analysis [3] :
Théorème 3.3.2
Le nombre maximum de cycles limites du système (3:12) qui bifurquent

d�une centre linéaire _x = �y; _y = x; z = 0; en utilisant la théorie de moyen-
nisation du premier ordre est

h
(n�1)n
2

i
cycles limites, avec [:] est la fonction

partie entière.

3.3.2 Preuve du Théorème 3.3.2

Nous allons appliquer la méthode de moyennisation du premier ordre,
pour cela nous écrivons le système (3:12) :
En coordonnées cylindrique (r; �; z) où x = r cos(�) et y = r sin(�), z = 0.

Le système (3:12) devient 8
<

:

_r = x _x+y _y
r
;

_�=x _y� _xy
r2
;

_z = z:

Donc 8
<

:

_r = " (ar + cos �P + sin �Q) ;
_� = 1 + "

r
(cos �Q� sin �P );

_z = " (cz +R) ;
(3.13)

le système (3:13) avec r � 0 est équivalent :
�

dr
d�
= " (ar + cos �P + sin �Q) + o ("2) ;

dz
d�
= " (cz +R) + o ("2) ;

(3.14)

où P;Q etR sont noté par :P (r cos �; r sin �; z) ; Q (r cos �; r sin �; z) etR (r cos �; r sin �; z) :
Pour calculer l�expression exacte F10(s) = (F 110(s); F

2
10(s)); s = (r; z);

nous utilisons les expressions des intérgales de le lemme (1:11) :

(
F 110(s) =

1
2�

R 2�
0
(ar + cos �P + sin �Q)d�;

F 210(s) =
1
2�

R 2�
0
(cz +R)d�:

(3.15)

Le système (3:15) devient :

(
F 110(s) = ar +

1
2�

R 2�
0
(cos �P + sin �Q)d�;

F 210(s) = cz +
1
2�

R 2�
0
Rd�:

29



CHAPITRE 3. CYCLES LIMITES DE CERTAINES CLASSE DE
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Pour chaque k = 1; 2; � � ��; n nous écrivons :

8
<

:

Pk(x; y; z) =
P

i+j+l=k a
k
i;j;lx

iyjzl;

Qk(x; y; z) =
P

i+j+l=k b
k
i;j;lx

iyjzl; :

Rk(x; y; z) =
P

i+j+l=k c
k
i;j;lx

iyjzl:

Donc

F 110(s) = ar +
1

2�

2�Z

0

cos �(
X

i+j+l=k

aki;j;lx
iyjzl) + sin �(

X

i+j+l=k

bki;j;lx
iyjzl)d�;

= ar +
1

2�

2�Z

0

cos �(
X

i+j+l=k

aki;j;lr
i+j cosi � sinj �zl)

+ sin �(
X

i+j+l=k

bki;j;lr
i+j cosi � sinj �zl)d�;

alors

F 110(s) = ar +

nX

k=2

X

i+j+l=k

(ri+jzl)(
1

2�

2�Z

0

aki;j;l cos
i+1 � sinj � + bki;j;l cos

i � sinj+1 �d�);

= ar +

nX

k=2

X

i+j+l=k

(ri+jzl)(aki;j;l
1

2�

2�Z

0

cosi+1 � sinj �d� + bki;j;l
1

2�

2�Z

0

cosi � sinj+1 �d�);

en obtient

F 110(s) = ar +

nX

k=2

X

i+j+l=k

(ri+jzl)
�
aki;j;lIi+1;j + b

k
i;j;lIi;j+1

�

= ar +
nX

k=2

fk;
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et

F 210(s) = cz +
1

2�

2�Z

0

R(x; y; z)d�;

= cz +
1

2�

2�Z

0

X

i+j+l=k

cki;j;lx
iyjzld�;

= cz +
1

2�

2�Z

0

X

i+j+l=k

cki;j;lr
i cosi �rj sinj �zld�;

alors

F 210(s) = cz +
X

i+j+l=k

nX

k=2

ri+jzlcki;j;l
1

2�

2�Z

0

cosi � sinj �d�;

= cz +
nX

k=2

X

i+j+l=k

ri+jzlcki;j;lIi;j;

= cz +
nX

k=2

gk:

Par conséquence f et g sont des polynome dans les variable r; z de degré
n

fk =

kX

l=0

rk�lzlFk;l;

où

Fk;l = a
k
k�l;0;lIk�l+1;0 + b

k
0;k�l;lI0;k�l+1 +

X

i+j=k�l+1
i�0;j�0

(aki�1;j;l + b
k
i;j�1;l)Ii;j;

à partir de l�expression de g et compte tenu du lemme (1:11), on voit que les
seuls coe¢cients qui apparaissent sont les cki;j;l avec i et j pair. Donc, tous les
exposants en g de r sont des nombres pairs. Par conséquent, nous pouvons
écrire g = �g(r2; z):
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SYSTÈME DIFFÉRENTIELS POLYNOMIAUX EN DIMENSION 3 VIA
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De la même manière, à partir de l�expression de chaque fk, i+j = k�l+1
doit etre pair. Donc, k � l est un nombre impair, et

f = r

 

a+

nX

k=2

kX

l=0

rk�l�1zlFk;l

!

= r �f
�
r2; z

�
:

Ainsi par le théorème de Bezout, le nombre maximal de solutions com-
munes (r; z) �

�f (r2; z) = 0;
�g(r2; z) = 0;

est n (n� 1) :
Alors F10(s) n s = (r; z) peut avoir au plus

h
(n�1)n
2

i
avec r > 0, alors le

nombre maximum de cycles limites du système (3:12) est
h
(n�1)n
2

i
en utilisant

la théorie de mayennisation du premier ordre. Ceci complète la démonstration
du théorème 3:2:

3.3.3 Application

Soit le système perturbé suivante :
8
<

:

_x = �y + "(x+ 2xz + 2z2);
_y = x+ "(3y + 2yz);
_z = "((x2 + y2) + 4z):

(3.16)

En coordonnées cylindrique (x; y; z) = (r cos(�); r sin(�); z), le système
de la région r > 0 s�écrit :

8
<

:

_r = (3r + 2rz + 2z2 cos(�)� 2r cos2(�))";
_� = 1 + "

r
(2r cos(�) sin(�)� 2z2 sin(�);

_z = " (r2 + 4z) :
(3.17)

Le système (3:17) est équivalent
�

dr
d�
= " (3r + 2rz + 2z2 cos(�)� 2r cos2(�)) + o ("2) ;

dz
d�
= " (r2 + 4z) + o ("2) :

(3.18)

Pour appliquer le théorème de la moyennisation du premier ordre sur le
système (3:18) il faut calculer les fonctions moyennées

F10(s) = (F
1
10(s); F

2
10(s));
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où s = (r; z) on a

8
>><

>>:

F 110(s) =
1
2�
[(3r + 2rz)I0;0 + 2z

2I1;0 � 2rI2;0],
= 2r(1 + z);

F 210(s) =
1
2�
(r2 + 4z)I0;0;

= r2 + 4z:

(3.19)

En�n, on obtien le système moyennée

F 110(s) = 2r(1 + z);
F 210(s) = r

2 + 4z:

On résout le système, on obtien les points critiques suivantes :

s = (r0; z0)

= (2;�1):

Jacoubienne est

JF10(s) = det

 
dF 110
dr

dF 110
dz

dF 210
dr

dF 210
dz

!�����
(2;�1)

= det

�
0 4
4 4

�
= �16:

Selon le théorème de la moyenne du premier ordre le système exactement
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un cycle limite stable d�amplitude r = 2:

FIG.3.2-Cycle limite du systme (3:16) pour
" = 0:01

3.4 Perturbation et cycles limites d�une fa-

mille de systèmes di¤érentiels en dimen-

sion 3
�
dans R3

�
:

3.4.1 Présentation du problème

Ces dernières années, plusieurs articles ont été publiés sur les cycles li-
mites de systèmes di¤érentiels polynômiaux planaires. La raison principale de
cette étude est le seizième problème, nous résolu, de Hilbert. En particulier,
un grand nombre d�articles sont consacrés aux cycles limites qui bifurquent
en orbites périodiques a partir d�un centre. De plus, de nombreux auteurs
ont étudié la perturbation des orbites périodiques d�un système di¤érentiel
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3.4. PERTURBATION ET CYCLES LIMITES D�UNE FAMILLE DE
SYSTÈMES DIFFÉRENTIELS EN DIMENSION 3 (DANS R3) :

linéaire dans R3: On considère les systèmes di¤érentiels polynômiaux

8
<

:

_x = �y + "
Pn1

i1+i2+i3=1
ai1i2i3x

i1yi2zi3 ;
_y = x+ "

Pn2
i1+i2+i3=1

bi1i2i3x
i1yi2zi3 ;

_z = "
Pn3

i1+i2+i3=1
ci1i2i3x

i1yi2zi3 :
(3.20)

Théorème3.4.3

Pour " � 0 su¢samment petit , le système di¤érentiel (3:20) au plush
maxfn1;n2g�1

2

i
n3 cycles limites bifurquant des orbites périodique du centre

_x = �y; _y = x; z = 0; en utilisant la méthode de moyennisation du premier
ordre, avec [�] est la fonction partie entière.
Cette étude a fait l�objet d�un article publié dans Bulletin des Sciences

Mathématiques [4] :

En coordonnée cylindrique x = r cos �; y = r sin �; z = 0; le système
(3:20) devient

8
<

:

_r = "
Pm

i1+i2+i3=1
ri1+i2zi3

�
ai1i2i3 cos

i1+1 � sini2 � + bi1i2i3 cos
i1 � sini2+1 �

�
;

_� = 1 + "
Pm

i1+i2+i3=1
ri1+i2�1zi3

�
bi1i2i3 cos

i1+1 � sini2 � � ai1i2i3 cosi1 � sini2+1 �
�
;

_z = "
Pn3

i1+i2+i3=1
ci1i2i3r

i1+i2zi3 cosi1 � sini2 �;

où m = max fn1; n2g.
Considérons maintenent � comme une variable indépendante, on obtient :

�
dr
d�
= "F 11 (�; r; z) + o ("

2) ;
dz
d�
= "F 12 (�; r; z) + o ("

2) ;
(3.21)

où

F 11 (�; r; z) =

mX

i1+i2+i3=1

ri1+i2zi3
�
ai1i2i3 cos

i1+1 � sini2 � + bi1i2i3 cos
i1 � sini2+1 �

�
;

F 12 (�; r; z) =

n3X

i1+i2+i3=1

ci1i2i3r
i1+i2zi3 cosi1 � sini2 �::

3.4.2 Preuve du Théorème 3.4.3

Pour démontrer le théorème 3.4.3, on utilise la méthode de moyennisation
du premier ordre.
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De (3:21), pour calcuer l�expression exact de F10(r; z) = (F
10
1 (r; z); F

10
2 (r; z)) ;

nous utilisons les expression des intégrales de lemme (1:11)

F10(r; z) =
�
F 101 (r; z); F

10
2 (r; z)

�
;

avec

F 101 (r; z) =
mX

i1+i2+i3=1

ai1i2i3r
i1+i2zi3

2�Z

0

cosi1+1 � sini2 �d�

+
mX

i1+i2+i3=1

bi1i2i3r
i1+i2zi3

2�Z

0

cosi1 � sini2+1 �d�;

F 102 (r; z) =

n3X

i1+i2+i3=1

ci1i2i3r
i1+i2zi3

2�Z

0

cosi1 � sini2 �d�:

Alors
8
<

:

F 101 =
Pm

i1+i2+i3=1
i1 impair, i2 pair

~ai1i2i3r
i1+i2zi3 +

Pm
i1+i2+i3=1

i1 pair, i2 impair

~bi1i2i3r
i1+i2zi3 ;

F 102 =
Pm

i1+i2+i3=1
i1 pair, i2 pair

~ci1i2i3r
i1+i2zi3 ;

où 8
><

>:

~ai1i2i3 = ai1i2i3
R 2�
0
cosi1+1 � sini2 �d�;

~bi1i2i3 = bi1i2i3
R 2�
0
cosi1 � sini2+1 �d�;

~ci1i2i3 = ci1i2i3
R 2�
0
cosi1 � sini2 �d�;

(3.22)

donc �
F 101 = rS1(r

2; z);
F 102 = rS2(r

2; z);

où

S1(r
2; z) =

mX

i1+i2+i3=1
i1 impair, i2 pair

~ai1i2i3r
i1+i2�1zi3 +

mX

i1+i2+i3=1
i1 pair, i2 impair

~bi1i2i3r
i1+i2�1zi3 ;

et

S2(r
2; z) =

mX

i1+i2+i3=1
i1 pair, i2 pair

~ci1i2i3r
i1+i2�1zi3 :
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SYSTÈMES DIFFÉRENTIELS EN DIMENSION 3 (DANS R3) :

Ainsi par le théorème de bezout, le nombre maximal de solutions com-
munes (r; z) �

S1(r
2; z) = 0;

S2(r
2; z) = 0;

est (m� 1)n3:
Alors F10(s) n s = (r; z) peut avoir au plus

�
m�1
2

�
n3 racines avec r > 0,

alors le nombre maximum de cycles limites du système (3:20) est
�
m�1
2

�
n3

en utilisant la théorie de mayennisation du premier ordre. Ceci complète la
démenstration du théorème 3:3:

3.4.3 Application

Considérons n1 = 3; n2 = 0 et n3 = 3 donc m = 3. La méthode de
moyennisation du seconde ordre appliquée au système suivant

8
<

:

_x = �y + "(�x+ xy2 + 1
2
xz);

_y = x;
_z = "(z � z3);

(3.23)

nous donne F10(r; z) = (F
10
1 (r; z); F

10
2 (r; z)) ; suivant

F 101 (r; z) =
1

8
r(r2 + 2z � 4);

F 102 (r; z) = �(z � 1)z(z + 1):

Ce système possède exactement trois solutions (r; z) avec r > 0; qui sont
(
p
6;�1); (2; 0) et (

p
2; 1); Le système (3,23) possède

�
m�1
2

�
n3 = 3 cycles

limites bifurquant des orbites périodique du centre _x = �y; _y = x; z = 0:
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Conclusion

De nombreuses méthodes ont été développées pour tenter de résoudre le
16 �eme problème de Hilbert, permis les méthodes les plus célèbres et les plus
importantes �gure la méthode de moyennisation.
Dans le chapitre 03, nous avons étudié le nombre maximum des cycles

limites des systèmes di¤érentiels en dimension 3, en utilisant la méthode de
moyennisation du premier ordre.
Nous continuerons à travailler sur de problème analogue :
� On se propose d�étudier le nombre maximum des cycles limites des

systèmes di¤érentiels en dimension 4 (dans R4)

8
>><

>>:

_x = �y + "p(x; y; z; t) + "2P (x; y; z; t);
_y = x+ "q(x; y; z; t) + "2Q(x; y; z; t);
_z = "f(x; y; z; t) + "2F (x; y; z; t);
_t = "g(x; y; z; t) + "2G(x; y; z; t);

où p; P; q; Q; f; F; g et G sont des polynômes de degré n:
.
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