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Résumé

Dans ce mémoire, nous proposons une nouvelle méthode d’approximation
numérique pour traiter la solution unique de I’équation de Volterra intégro-
différentielle non linéaire. Nous nous intéressons & une forme tres particuliére
de cette équation, dans laquelle la dérivée de la solution recherchée apparait
sous le signe intégral de maniére non linéaire. Notre vision est basée sur deux
approches différentes : Nous utilisons la méthode de Nystrom pour transfor-
mer l'intégrale en somme finie a I’aide d’une formule d’intégration numérique,
puis nous utilisons la méthode de dérivée de différence finie en arriére pour
approcher la dérivée de notre solution. Cette collocation entre deux méthodes
différentes, le premier résultat du traitement numérique des équations inté-
grales et le second résultat du traitement numérique des équations différen-
tielles, donne un nouveau systéme non linéaire pour aborder la solution de
notre équation. Nous montrons que le systéme a une solution unique et que
cette solution numérique converge parfaitement vers notre solution. Une sec-
tion est dédiée aux tests numériques, dans laquelle nous montrons 'efficacité
de notre nouvelle vision par rapport a deux méthodes basées uniquement sur
I'intégration numérique.

Mots clés : équation intégro-différentielle de Volterra, équation non li-
néaire, point fixe, dérivée numérique, méthode de Nystrom.



Abstract

In this research work, we propose a new numerical approximation method
to deal with the unique solution of the nonlinear integro-differential Volterra
equation. We are interested in a very particular form of this equation, in
which the derivative of the sought solution appears under the integral sign
in a nonlinear manner. Our vision is based on two different approaches : We
use the Nystrom method to transform the integral into a finite sum using a
numerical integration formula, then we use the numerical backward difference
derivative method to approach the derivative of our solution. This collocation
between two different methods, the first outcome of the numerical processing
of integral equations and the second outcome of the numerical processing
of differential equations, gives a new nonlinear system for approaching the
solution of our equation. We show that the system has a unique solution and
that this numerical solution converges perfectly to our solution. A section is
dedicated to numerical tests, in which we show the effectiveness of our new
vision compared to two methods based only on numerical integration.

keywords :Volterra Integro-differential equation; Nonlinear equation ;
Fixed point ; numerical derivative ; Nystrom method.
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Introduction

Les équations intégrales non linéaires de Volterra représentent un tres
grand intérét pour la physique et la modélisation mathématique en tant que
problémes dépendant de ’histoire, théorie des systémes, conduction ther-
mique et diffusion [3, 10, 11, 12, 13]

L’étude analytique et numérique de son type non différentiel a été beau-
coup étudiée [5, 6]. Dans cet mémoire, nous étudions un cas particulier
de type équations intégro-différentielles : Pour trouver une fonction f €
C' (a,b)donnée, une solution unique u € C* (a,b) telle que

vt e [a,b], u(t) = /K(t,s,u(s),u’(s))ds—|—f(t). (1)

La particularité et I'intérét de cette équation réside dans le fait que la dérivée
de la solution apparait sous le signe intégral de maniére non linéaire. Les
équations de ce type sont similaires a celles étudiées dans [5, 6], et nous
pouvons considérer cette équation comme la version réguliére de celle étudiée
dans [8].

L’aspect analytique de cette équation a été étudié en détail par Guebbai
et al[5]. Utilisons les hypothéses

0K

(H1) 5 € C([a,b])* x R?),
(H2) dM e R%, Vt,s € [a,b], Yo,y € R,
max (|K(t,s,x,y)|, %—f(t,s,x,y) ) < M.
(H) (H3) JA,B,A,B € R, Vx,y, 7,7 € R, Vt,s € [0,T),

|K(t7 s,x,y) —K(t,S,T,yﬂ < A|l‘—f| +B|y—:l7|,

K K — —
|W(t757'xay> - E(tsafag)' < A‘:L‘ _f‘ + B|y _y’
(H4) B <1,

vii



CHAPITRE 0. INTRODUCTION

et le fait que

t

Vt € [a,b], u'(t) = K(t,t,u(t),u’(t))—i—/aa—[t((t,s,u(s),u'(s))ds—i—f’(t), (2)

a

les auteurs ont montré que I’équation a une solution unique u € C! (a, b).

Dans le méme article [5], ils utilisent la méthode de Nystrom [3] pour
construire une méthode d’approximation numérique représentée dans le sys-
téme non linéaire suivant :

YN € N*, h = ]_V“, t;=a+jh, 0<j <N,

UO = f((l), (3)

UO = fl(a)+K(a7a7 UOaUO)7 (4)

Ug = f(t)+hY wK(t,t;,U;,T;), 1<i<N, (5)
=0

_ _ : K _
Ui = f,(ti)+K(tiati>Uian)+hzwj88_t(tiatj7Ujan)a 1<:< N(G)
=0

J]=

ot, U; approche u(t;), U; approche u/(t;) et {wj}j.vzo sont les poids d’un mé-
thode d’intégration numérique appropriée, vérifiant :

W >0, VN > 1, max |w;| < W.
0<j<N

Mais, pour obtenir la convergence de ce schéma numérique, il leur fallait que
A < 1 qui est une condition trés restrictive.

Récemment, Segni et al[6] reprennent ’étude numérique de ’équation
et proposent un nouveau schéma numérique qui ne converge que sous les
hypothéses (H). Ils commencent par changer la variable u par la variable
v = v/, qui transforme (2) en

t

Vt € [a,b], v(t) = K t,t,f(a)+/v(s)ds,v(t)

a
t s

/%_f t’s,f(a)+/v(7')d7,v(s) ds+ f'(¢).

a a
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Une fois la méthode Nystrom appliquée, ils obtiennent le schéma numérique
suivant :

Vo = fa)+ K(a,a, f(a), Vo) (7)

=0

=0

j=0

ou, V,, approche v(t,) = u/(t,) et ils utilisent f(a)+ h Z w;V; pour s’appro-
i=0
cher

Cette derniére méthode converge parfaitement sans avoir besoin de la condi-
tion supplémentaire A < 1.

Dans ce travail, nous proposons un nouveau schéma numérique compléte-
ment différent de ceux proposés dans [5] et [6], ot nous appliquons la dérivée
numérique en conjonction avec la méthode de Nystrom. On sait d’ailleurs
que la dérivée numérique est plus courante pour les équations aux dérivées
partielles (EDP), mais ici nous donnons une nouvelle vision de la dérivée
numérique pour aborder les équations intégro-différentielles. D’autre part,
comme tous les travaux des chercheurs sont orientés vers la construction des
conditions les plus faibles qui assurent la convergence de leurs méthodes,
notre méthode proposée est également tres efficace, puisque nous n’avons be-
soin que des hypothéses (H) pour confirmer sa convergence sans ajouter le
condition restrictif A < 1.

Notre mémoire est divisé en trois chapitres :

Dans le premier chapitre nous rappellons quelques résultats qui seront
présentés sans démonstration, puisqu’ils font une partie integrante de notre
formation.

Dans le deuxiéme chapitre,nous avons étudié notre équation intégro-
différentielle de Volterra du deuxiéme espéce, alors sous ces conditions , nous
allons montrer 'existence et 'unicité de la solution, ainsi que la solution
approchée par la méthode de Nystrom.

X



CHAPITRE 0. INTRODUCTION

Dans le troiseme chpaitre, on a étudié numériquement notre équation
intégro-différentielle, en utilisant la méthode de dérivée de différence finie en
arriére et a la fin, nous fournissons quelques exemples numérique.



Chapitre 1

Rappels et Outils

Dans le chapitre 1, nous rappellons quelques résultats, plus ou moins
classiques, a fin de démontrer la convergence des techniques numériques qu’on
va construire dans la suite. Ce chapitre, est dédié a ces résultats. On va les
cités et les démontrer sans entrer dans les détails et dans le sens dans lequel
on va les utilisés aprés

1.1 Théoréme du point fixe de Banach

Soit (X, ||.]])un espace de Banach, T une application définit de X sur lui
méme. Le théoréme de Banach nous assure ’existence et 'unicité d’un point
fixe z*de T c-a-d x* =T(z%).

Définition 1.1.1 On dit que T est une application lipschitzienne si

k- 0.V, y € X T () =T (y)ll < kllz =yl

Si k<1, T est appellée contraction.

Théoréme 1.1.1 Si T est contractante, alors elle a un unique point fize
x* e X.
De plus ,la suite
o € X,
Tpt+1 = T(xn) ine N7

1



CHAPITRE 1. RAPPELS ET OUTILS

converge vers x* et on a,

Preuve. Voir [14] =

1.2 Intégration Numérique

Soient a < bdeux réelset f : [a,b] — R une fonction continue.Dans cette
section,on va rappellé les méthodes de Newton-cotes pour ’approximation
. v i s . b
numerique de l'intégrale suivante [’ f (t)dt .
Pour N € N,on défine la subdivision suivante : t; = a + jh,0 < j < N et
h = b’T‘l.Les formules d’intégration numériques sont

b N
/f(t)dt:thif(ti),

oll,les w; sont des quantités positives appellés poids ,tel que [Jmax lw;| <
<<
W fixe pour tout N € N.

Définition 1.2.1 La méthode des trapézes est la méthode de quadrature qui
a pour poids la suite suivante

’LUO:U)N:%7
w=1,1<j<N-1,

Cette méthode est celle qu’on va utiliser dans nos calcule numérique.On
I’ choisi puisqu’elle assure la convergence du calcul sous la conditon de conti-
nuité uniquement . Contrairement & d’autre méthode,tel Simpson,qui exige
plus de régularité

1.3 Théoréme de Schauder

Dans cette section, nous rappelons le théoréme de Schauder qui est le
résultat qui assure I’existence des solutions des équations qui nous intéresses.

Il existe plusieurs version de ce théoréme, celle qui nous intérrésse est la
suivante



1.4, THEOREME D’ARZELA-ASCOLI

Théoréme 1.3.1 Soint E un R-espace vectoriel topologique séparé et C' un
ensemble conveze et fermé de E. Si'T est une application continue de C' dans
C' tel que T (C) est relativement compact, alors T admet un point fize.
Preuve. voir [15] m

1.4 Théoréme d’Arzela-Ascoli

Théoréme 1.4.1 Soit (E,d) un espace métrique compact, (F,J) un espace
métrique complet.
Une partie A de C (E, F) est relativement compacte si et seulement si :
1. A est équicontinue, c’est-a-dire :

Ve € E,Ve> 0,3n >0 /Ny e E, (d(z,y) <n)= (0(f(z),f(y) <e)

2. Pour tout x € E, l’ensemble A (x) = {f (x),f € A} est relativement
compact.
Preuve. voir [16] m

1.5 Reésultats important

Cette section est dédiée pour la démonstration des résultats trés im-
portants pour la démonstration de convergence des méthodes numériques
construites dans ce travail. On demande au lecteur de ne pas s’attarder dans
I'utilité de ces résultats,qu’il verra dans la suite.

1.5.1 Lemme de majoration
Lemme 1.5.1 soit {£,}, yvérifiant

n—1

|€n| S AZ ‘€z| + Bnan € Nv
=0
ou,

A>0,|B,| > B.

3



CHAPITRE 1. RAPPELS ET OUTILS

Alors,

€] < (L+ A" (B+AI&]), n> 1.

Démonstration. On procéde par réccurence.soit

(pn) =2 |€,] < (1+ A" (B+Al]),n>1.

Pour n=1o0n a

() &1 < A&l + By
< Al&| + B.

Supposons que la propriété est vraie jusque n,et on va démontrer qu’elle
est vraie pour n + 1.

(Pny1) }£n+1‘ <A ;) €| + By

SAY 1+ AT (B+AlG) + B+ Alg)

< (1 + A —1)(B+Al&)) + B+ Alg,|
< (1+ A (B Alg))

1.5.2 Propriété de dérivation

Soit ¥ une fonction définie de [a,b]2ém image dans R, tel que pour tout
s € [a,b], ¥ (.,s) € C'(a,b). On defini la fonction suivante

t

w(t) ::/\IJ(t,s)ds,te [a,b].

a

Proposition 1.5.1

Vit € [a,b], go'(t):\IJ(t,t)+/—(t,s)ds.



1.5. RESULTATS IMPORTANT

Démonstration. On a :

t+h t
J (1) = lim L (t+h,s)ds — [ (t,s)ds

h—0 h

i fwt—l—hsds—i—th t—l—h,s)ds—fatdz(t,s)ds
= lim

h—0 h

t+h t

= hm /¢t_|_h3)d5+/lim¢<t+h,s)ds—w(t,s)ds

h—0 h

t+h

1
:hinh z/zt—i—hsds—l—/a

Mais ,en utilisant le théoréme des accroissements finis il existe £ € ]0, h|
tel que

t+h

%/\p(t+h,s)ds=qz(t+h,t+€)-

t

On fait tendre h vers 0 pour optenir le résultat.



Chapitre 2

Equation Intégro-différentielle
de Volterra

Par contre le chapitre deux est consacré a ’étude analytique de I’équation
intégro-différentielle de Volterra du deuxieéme espéce avec un noyau régulier
o, K est une fonction définie de |[a, b]2 x R? 3 image dans R. On suppose
que K vérifie les hypothéses suivantes

1) K € C ([a,b]” x R?),
(Hs) 2) 9 ¢ O ([a,b])? x R?)
3 3) IM eR:,  Vtsclab], ViycR?

max (|K(t,s,2,y)|, | % (t,s,2,y)|) < M.

Proposition 2.0.2 Soit f € C' (a,b). La fonctionelle
t
o () :—/K(t,s,.,.)ds+f(t)
est définie sur C* ([a,b]) dans lui méme.

Démonstration .
On met,pour tout u € C* ([a, b)),

a(t) :== f(t) +/K(t, s,u(s),u'(s))ds;

6



2.1. EXISTENCE DE LA SOLUTION

La continuité de u est classique et claire puisque cette fonction est somme
de f € C'([a,b]). En appliquant la proposition 2, on obtient

@ (t) = K(t,s,u(t),u’(t))+/%—[;(t,s,u(s),u’(s))derf’(t).

Ce qui donne le résultat.
Soit I’éqution intégro-déftérentielle non linéaire suivante :

t
Vt € [a,b], u(t) = f(t) + /K(t,s,u(s),u'(s))ds; (3.1)
Ou, f € C'([a,b]) et u est 'inconnu & chercher dans le méme espace,

2.1 Existence de la solution

Nous allons démontrer qu’on peut trouver une solution de '’equation (3.1)
;mais sur un intervalle réduit.

Théoréme 2.1.1 I] existe r tel que l’equation (3.1) réduit a [a,a + r]admet
une solution u € C' ([a,a + 1))

Démonstration. De la méme facon due le chapitre 1, on montrer que la
fonctionnelle @ est continue sur C* ([a,a + r]) dans lui méme.
Pour , p>0et 0 <r < 7, on définit "ensemble suivant

{ uweCl(a,b):u(a)=f(a), Vt€la,a+r], |u(t)—f()] <p, }
' () = f' ()] < M +p '

Il est claire que I’ensemble F est fermé et convexe. Pour tout u € F et
tout t € [a,a + r]



CHAPITRE 2. EQUATION INTEGRO-DIFFERENTIELLE DE
VOLTERRA

IAIA

p,
K (t,s,u(t),u (t)) + / 88_[; (t,s,u(s),u (s))ds|,

M+ Mr,
M + p.

i)
—
S
N—
<
~
~
N—
|
%
2
—~
~~
N—
|

VANVAN

Donc , ® (F') C F. Pour conclure en utilisant le théoréme de Schauder ,
il faut montrer que @ (F) est relativement compact.
On a ,

) ()~ @ (0) ()] < (314 9+ max | (6)1 ) e o]
Ce que donne le résultat par une application directe du théoréme d’Arzla-

Ascoli

2.2 Extension de la solution

L’idée de 'extension de notre solution est basée sur ’écriture suivante

u(t) = /K(t,s,u(s),u’(s))ds—l—F(t)

a—+r

a+r

F(t):/K(t,s,a(s),a’(s))ds+f(t>

a

@ € C' ([a,a + 7]) est la solution obtenue dans la premiére étape.

8



2.3. UNICITE DE LA SOLUTION

Cette nouvelle équation admet une unique solution u € C* ([a + r, a + 27]).
Il suffit de coller les deux solution @ et u pour obtenir une solution sur
la,a+ 2r].

Nous reprenons ce procédé un nombre de fois fini jusqu’a atteindre b et
obtenir une solution unique sur [a, b].

2.3 Unicité de la solution

Sous les hyothéses (H3), on n’arrive pasa démontrer 'unicité de la soiu-
tion . Donc ,on rajoute les hypothéses supplimentaires suivantes

Contrairement au chapitre précédent les conditions (H3) n’assurent pas
I’existence de la solution .Donc ,on rajoute les hypothéses suivantes

(1) JA, B, A B €
|K(t,s,z,y) — ( 5,7,
(H4) ‘%—It{(t,s,x,y)
(2)

R, Vz,y,z,y€R, Vt,s€][0,7T],
< Ale—3+Bly—gl.

)|
)} Alz —z[+ Bly -1,

lf
Ok (1 ¢ 7
Théoréme 2.3.1 la solution de (3.1) est unique

Démonsration.Soient u,v € C! [a, b] deux solutions de 'equation (3.1) .
On met :

v (@) =l (t) —u @) + [ () + v ()]

t

lv(t) —u(t) < max(cd)/v(s)ds

a

(1—a)]' (t) —u ()] < a\v(t)—u(t)]—f—ma,x(é,(j)/”y(s)ds

Alors,il existe p positive tel que



CHAPITRE 2. EQUATION INTEGRO-DIFFERENTIELLE DE
VOLTERRA

v(t)ép/fy(sms

a

En appliquant le lemme 1,
on obtient

v(t) =u(t)

Alors on obtient que 'equation (3.1) ademt une unique solution.

10



Chapitre 3

Méthode de collocation
différence fini-Trapéze

Le chapitre 03 représente l'essentiel de notre travail, on a étudié numé-
riquement notre équation intégro-différentielle. En uttilisant la méthode de
dérivée de différence fini classique en arriére.

3.1 Meéthode d’approximation numérique (an-
cienne méthode)

Nous construisons notre technique numérique pour aborder la solution de
I’équation (1) basée sur deux principes numériques usuels, le premier est la
méthode Nystrom paser sur lintégration numérique [1,3] et la seconde est
la dérivée numérique [3]. Pour cela, nous définissons la subdivision suivante :

b—a
N

La formule de l'intégration numérique est donnée par :

b N
/g(t)dt ~h Z w;E(t5).

Oou, {w;}, <j<n sont réels et vérifiez la condition suivante

W >0, VN € N, max |w;| <W.
0<j<N

ti=a+jh, 0<j<N ou, h= et, N >1.

11



CHAPITRE 3. METHODE DE COLLOCATION DIFFERENCE

FINI-TRAPEZE

Et nous utilisons une dérivée numérique appelée différence fini en arriére,
définie par la formule :

E(t;) —&(t; —h)  &(t;) —&(tj-1)

4 Ao _ < j < N.
£(t) - S acgen

En appliquant ces principes numériques sur les équations (1), nous obtenons
le systéme suivant :

Uo = fla), (3.1)

% = f,(a) +K(CL,CL, UO,‘/O)’ (32)

Ui = f(t:)+ hwoK (ti,to, Uy, Vo) + h > w; K <ti>tj7Uj> %) , 1 <i <£38)
j=1

Vi = %,Kigm (3.4)

ou, U; approches u(t;) et V; approches u/(t;). Nous pouvons voir que nous
n’avons utilisé que I’équation (1) pour trouver U; et V; pour 1 < ¢ < N,
ou il est facile de montrer selon les hypotheses (H) que I'équation (3.3) a
une solution unique U;, et la solution V; est donné directement a partir de
la relation (3.4). Dans la premiére, nous essayons d’approcher la deuxiéme
équation étudiée dans [5] en utilisant cette méthode.

t

u(t) = / = i(a(éj_:iads—l—t—@111(6—1—225—#752)4—111 <\/6> k(t), tel0,1],

ou ) .
Lt -t?), t< i
k(t):{lig(ﬁ—)t) > 1
172 ;
Et la solution exacte est u(t) = t. Nous désignons l’erreur obtenue en utilisant

la nouvelle méthode par :

U, —U;_
En = max {\U(to) — Up| + |u' (to) — Vol , [u(t:) = Us| + [ (t;) — -1

1<i<N h

b

Le table 1 nous montre que notre méthode est instable car on manque
d’information puisque nous avons utilisé uniquement 1’équation (1)
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METHODE)

Table 1. Example 1 of paper [5]
N  Error in [5] En
200 3.70E-4 2.72E-2
300 2.51E-4 2.73E-2
500 1.51E-4 2.73E-2
1000 7.55E-4 2.74E-2
1500 5.04E-5 2.74E-2

Pour trouver les solutions U; et V; .

Pour cela , nous devons utiliser plus d’informations sur la dérivée u'. Les
informations seront constuit en appliquant une nouvelle fois la méthode de
Nystrom sur I’équation (2) qui représente u’ en fonction de K, %—[t( et f. La
section suivante est dédiée a I’étude de cette nouvelle méthode.

3.2 Construction de la nouvelle méthode (nou-
velle méthode)

Dans cette section, nous construisons notre technique numérique pour
aborder la solution de I’équation (1) basée sur deux principes numériques
usuels, le premier est la méthode Nystrom basée sur I'intégration numérique
[1,3] et la seconde est la méthode des différences finies basée sur la dérivée
numérique [1]. Pour N € N* nous définissons la subdivision suivante :

_b—a
=

La formule de I'intégration numérique est donnée par :

W eCb), [ e =T(Eh =56t +h Y E)

qui peut étre appelée méthode de trapéze modifiée.
Et nous utilisons la dérivée numérique suivante, appelée différence finie
en arriére, pour approcher la dérivée de notre solution
§(t;) — €@ —h) _ &(t) — €(t-1)

1) _ <j<N.
() - ) g

13
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FINI-TRAPEZE

En appliquant ces deux principes numériques aux équations (1) et (2), on
obtient le nouveau systeme

UO = f(CL)a
% = f/(a)+K((l,CL,UO,%),

h
U = f(ti>+§K<tiat07U07‘/0)

i

+ h K(ttU%), 1<i<N, (3.7)
j=1
h oK
‘/i - f/(tl) +K<tl7tluU27‘/;) 288t (tutO;U(%‘/O)
oK .
+ R St t,Up Vi), TSI SN, (3.8)
j=1

ou, U; approche u(t;) et V; approche u/(t;) pour 1 <i < N.

Notre intérét est d’étudier le systéme (3.5)-(3.8) : Nous montrons qu’il est
bien défini et converge vers la solution de I’équation (1). Des exemples numé-
riques sont développés pour montrer son efficacité par rapport aux systémes

(3)-(6) et (7)-(8).

3.2.1 Etude du systéme

Dans le théoréme suivant, nous prouvons ’existence et I'unicité de la solu-

tion de notre nouveau systéme discret en utilisant uniquement les hypothéses
(H).

Théoréme 1. Pour h suffisamment petit et sous les hypothéses (H) , le
systéme (1.1)-(1.4) a une solution unique.

Preuve. En premier, nous avons Uy = f(a), et en utilisant le point fixe
de Banach, il est clair que ’équation (3.6) a une solution unique Vj.

14



3.2. CONSTRUCTION DE LA NOUVELLE METHODE (NOUVELLE
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Nous définissons ¢, : R - R, ¢, : R - Rpour1 <i < Net X € R, par:

i—1
X—Ui_ U:, —U._
77Z)1<X) = f(tz)+hK (thZ)XuTl)-f‘hE K<ti,tj,Uj, J ; J 1)
J=1

h
+ EK(ti7t07U07‘/0)7

¢:;(X) = f'(t:)+ Kt ti, U X)+haK(t» t:, U X)+h§aK(t. £, U, V)
% - % 1y Yiy Yy ot 1y Viy Yy P ot iy i, Ujg, Vy
h oK
+ Ea(tiut()?(]m%)-

Nous avons pour tout X,Y € R,

X —Ui_ Y —U._

< (h(A+%)) X —Y|=(hA+B)|X - Y.

Alors, pour h suffisamment petit, (hA + B) < 1, donc 1), est une contraction
et en utilisant le point fixe de Banach on obtient que (3.7) a une solution
unique U;.

De la méme maniére, nous obtenons pour tout X,Y € R,

|6;(X) — (V)| < |K(ti, t5, Ui, X) — K(t,1;, U, Y)|
0K 0K
h/ A, ti7ti7 i?X — A, tiytia iJY
+ T (ti ti, Ui, X) o (ti i, Ui, Y)
<

(B+hB)|X —Y].

Aussi, pour h suffisamment petit, (B + hE) < 1, donc ¢, est une contraction
et en utilisant le point fixe de Banach on obtient que (3.8) a une solution
unique V;. Ul

3.2.2 Analyse de ’erreur

Maintenant, nous montrons que la solution obtenue & partir de notre
nouveau systéme numérique converge vers la solution exacte de I’équation (1).
Comme nous avons approché u/(t;) deux fois, par V; et en utilisant sa formule
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de dérivée de différence numérique en arrieére, pour cela, nous définissons pour
1> 1,

el = ut) -V,
6? _ u'(ti)—Ui —hUil7
e = |ei|+ei| + €]

Or, on dit que la méthode est convergente si

lim max }€1| + ‘52} 0,
h—01<i<N

cela a été démontré dans [5, 6]. Dans cet article, nous montrons que

lim( max ¢;) = 0.
h—0 1<i<N

Ce qui rend notre nouvelle méthode plus précise et plus efficace.
Pour des raisons techniques, nous définissons des erreurs de cohérence
locale, pour i > 1 et & € C (a,b), par :

dr(h,t;, &) = /K(ti,s,f(s),g'(s))ds

a

— SRt 0), € 00)) — 1Y Kt 5,604, €10,),

St €) = / O 105, (5), € ()

a

h 0K

- 5 —— (t;, to, E(to) hz 751715;75 i).€(t5)),

Il est clair que notre méthode numérique est cohérente avec (1), i. e.

Ve € C (a,b), lim( max {10k (h,ti, )], |0k, (R, t;, €)|}) = 0.

h—0 1<:i<
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En effet, il suffit de montrer que notre méthode de trapéz modifiée est
convergente. On rappelle que la formule de trapéz classique est donnée pour
N > 1 par

Ve e C(a,b), T(Eh)= tthg +ftN>

et sachant que
vee ), fim| [ elds - T(En)| =0

on peut en conclure que pour tout £ € C'(a,b),

b

lim /g Vs — T (£, h)| < lim /g(s)ds—wg,h) +llli£r%]g|§(b)|:

h—0 h—0

Théoréme 2.

lim( max ¢;) = 0.
h0 1<i<N

Preuve. Pour i > 1, on a :

h i U, — Us_
61-1 = /K(ti,S,U<S),U,(S))dS — §K(ti,t0, U(), VE)) — hZK (ti,tj7 Uj, ]T

=1

= /K(ti,s,u(s),u'(s))ds—gK(ti,to,Uo,Vo hZKt ti,u(ty),u'(t;))

U
+ hZKt ti u(t;), ' (t)) hZK(tl,tJ,UJ,%)

7=1

0 , h
+ §K<ti7t07u(t0)>u (to)) — §K(tz’,to7 Uo, V).

En utilisant la définition précédente de ’erreur de cohérence locale, les hy-
pothéses (H) et les égalités u(ty) = Uy, u/(tg) = Vo on obtient pour h suffi-
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samment petit et ¢ > 1,
lel] < |5K(h,ti,u)|+hAzi:|sj
j=1 - j=1
) < et M2 et + hAZ\ 3+ [4h9)

De la méme maniére, on obtient pour h assez petit et i > 1,

i—1

S (hiti, A+ hA hA
@ < Dmbbiwl o ASRA_ S

1—(B+hB) 1- (B+hB) 1— (B+hB) =

Ji

hE 7—1
. (3.10)
1—(B+hB) ‘= !
U, —U;_

Maintenant pour estimer la quantité |u , NOUS commencons

par :

Ui—U_-1  f(t) = f(tic1) . h K (t;, to, Uo, Vo) — K (ti—1,to, Uo, Vo)

h h 2 h
+ K (twt’HU’L?%)

-1 K <tzatijJ7 Uj_]lljj_l) - K (ti—latja U]7 Uj_}lljj_l>

+ by -

j=1

Comme la fonction K (t,s,x,y) est difféerentiable par aport ¢, alors pour h
assez petit, on peut utiliser ’approximation suivante :

U, —U;_1 h oK Ui — U,
AR SN il (7R K (t,t, U, 2 — 2L
h f ( ) + 2 815 ( 79 07U07‘/0) + ( 7y Vi Ulv h )

i—1
0K U — Uy
+ hzg <t2,t‘7’U],T) .
j=1
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D’autre part, nous avons :

~

2 0Ot

a J=

. / O (5,5, (>>ds_W_K@i,to,uuo),u'(tm)—hza;f (1t ut), o (1))

+ hz t iy u(t hz (tz,t],U],¥)

h@K hoK
+ 5y (tisto, ulto), w/(to)) = 5= (tis o, Uo, Vo)
0K .
+ hg(ti,ti,u(ti)m'(ti)) + Kt ult), () — K <ti7tz‘, U, %> |
i—1 i
3 ’(SKt(h tzvu hA A
] < =3 Z‘ &l + 2‘53\+ ht ] @)

Remplacement de (3.11) dans (3.9), pour obtenir pour h assez petit et 7 > 1,

ol < ot Bl kit w)
P 1o 1(1—B)(1—hA)
h*BA 1
. ((1 — B) (1 — hA) >Z|€ |+ (3.12)
h’BB ) o MB
i al((l—B)(l—hA 1_hA>Z\€} B)<1_hA()?h%3)

M <1‘<1—Bf3féf—hA>> |
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et (3.13) dans (3.10), pour obtenir pour h assez petit et i > 1,

‘5K(h, ti, 'LL)| ( 1 CYlOéQB
1= (

2
‘ < —
el s aee BB (1-B)(1_hA)

) 51 (st )|

- (o b ) B

() > i

J=1

j=1
h*BB hB \ = s
o <(1—B) i—na) " 1—hA) ZM
7j=1
CY1CY2MB 2
h 3.14
T aCma— (3:-14)
A+ hA
Q) = ———.
1— (B +hB)

Enfin, on remplace (3.13) dans (3.11), pour obtenir pour h assez petit et
i>1,

O (h,t;,u)| 1 aja3B
3 < |K 5 Uiy )
=] = e (1—B+(1—B)(1—hA))|5Kt(h’t““)|
hA h2BA hA —
* (1—B+a1a3<(1—3)(1—h/1)+1—hA));‘€j
hB h*BB hB — | s
* (1—B+0‘10‘3<(1—B)(1—hA)+1—hA>);‘5j
OélOégMB 2 M
1
T acma-mayt tiog" (3.15)
A
a3 = —1—B

Maintenant selon les équations (3.13), (3.14) et (3.15) on obtient :

aq + 109 + 13

< .
ST 1_ hA ’(SK(hatzau)'
1 1 (o + aqnag + a1a3)8>
+ + — Ok, (h, t;,
(1—3 1—(B+hB)  (1—B)(1—hA) 916, (hs i, )
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( hz hﬁ hQBﬁ(al + g + 051053)
- - — +
1-B 1—(B+hB) (1-B)(1-hA)

i—1

hA(Oél + OélOég + o ) 1 ( E ) 2
n E + E -
=il (B + hB) 5]

( hE ]’L2BB(041 + g + 0410[3) hB(Ckl + ajag + 0410[3)) i |€3|

—B ' (0=B)(1-h4) = hA
MB(Oq + ajag + 041043) h2 4 M I
(1—B)(1—hA) 1-B
Puis,
i—1
1 1 (o1 + g + alag)B)

. < h + + — + S, (h, i,
fs 7;@ (1—3 1—(B+hB)  (1—B)(1—hA) 91, (hs i, )|
a1+ aiap + arag MB(oq + ajog + ajag) 5 M

S (h ti, h h,
i ey e G e Sy sy s ey
ou,
( Z Z hBZ(CKl + ajag + Cklag) A(al + ajag + 041&3)
Y : = max + — +
1-B ' 1—(B+hB) (1— B) (1 hA) 1—hA
B B N hBB(a; + ajag + ajas)  Blag + ajag + a1a3)>
"1-(B+hB)'1-B (1— B) (1 — hA) 1—hA '
En appliquant le théoréme 7.1 de [3], nous obtenons
g < (1+hy) ',
ou,
1 1 (o1 + vy + aa3) B
o = — Ox,(h,t;
%1?%((1—3 T mann T =B (=ha) ) omtul

MB(a1 + ajag + 041043)

a1 + g + Qs h2 M i
1-B)(1-hA) "'1-B')

’ 1—hA

[0k (B, w)l,

D’autre part, nous avons :

(1+hy) " < (1 I G a)V)N ,
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et

Alors, 30 > 0 tel que

VN €N, max (1+hy)"" <6.
1<i<N
ce qui termine la démonstration.

A la fin de ce chapitre , nous fournissons quelques exemples numériques
développés, montrent son efficacité de cette nouvelle méthode. O

3.3 Reésultats numériques

Dans cette section, pour montrer ’efficacité de notre méthode, nous construi-
sons deux exemples numériques. Comme discrétisation, nous utilisons la mé-
thode de trapéz, et nous mentionnons que les termes U; et V; ne sont pas
calculés exactement, mais ils sont abordés en utilisant la méthode d’itération
de Banach a partir de nos systémes (3.7) et (3.8), avec la condition d’arrét
suivante :

HXnew - XoldH < 10_7

avec un nombre d’itérations qui ne dépasse pas 1000. Pour comparer les

méthodes, nous désignons 'erreur en utilisant notre méthode (3.5)-(3.8) par :
by = Ofgifgjvﬂu (t:) = Uil + [u' ;) = Vil},

et par Ey, E3 les erreurs obtenues lorsque nous utilisons les méthodes décrites

respectivement dans [5], [6].

Exemple 1. Dans le premier exemple, nous considérons 1’équation sui-
vante :

t

—au?(s)
se
= _— 1
utt) / 2+t+ u’(s)2d8 FIe>0.te(01]

o,



3.3. RESULTATS NUMERIQUES

TAB. 3.1 — Example 1 : Numerical results with a =€
N El E2 E3

200 2.64E-4 3.01E-3 2.97E-3
300 1.76E-4 2.10E-3 1.98E-3
500  1.0bE-4 1.05E-3 1.19E-3
1000 5.29E-5 6.05E-4 5.95E-4
1500 3.53E-5 4.21E-4 3.96E-4

TAB. 3.2 — Example 1 : Numerical results with a = 8e
N El EQ E3

200 1.0"E-4 6.22E+1 3.04E-3
300 T7.15E-5 6.34E+4+1 2.03E-3
500  4.30E-5 6.33E+1 1.22E-3
1000 2.15E-5 6.42E+1 6.04E-4
1500 1.43E-5 6.36E+1 4.06E-4

La solution exacte est donnée par u(t) = t. Le noyau de cet exemple satisfait
(H) avec le paramétre :

Nous remarquons que lorsque @ = e, qui assure A < 1, notre méthode est
meilleure que celles développées en [5] et [6]. Mais, quand on voitt a@ = 8e
qui donne A > 1, la méthode (3)-(6) diverge, contrairement & notre nouvelle
méthode qui est plus rapide que (7)-(8).

Exemple 2. Dans le deuxiéme exemple, nous considérons l’équation
suivante :

u(t) = % /cos (|t —2s| (t — 2s) + € — au(s) + u'(s)) ds + f(t),a > 0,t € [0, g]
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Si nous prenons o = 1, et

0 - s o (2) (o) s
o) (roe(32) e ()

1
+ ypn sin(t?) + te' — 4t* — 8t — 8,

))

on a,
u(t) = 4> + 8t + 8 — te'.

Nous rappelons que FerC et FerS désignent respectivement la fonction in-
tégrale de cosinus de Fresnel et la fonction intégrale de sinus de Fresnel. Le
noyau de cet exemple satisfait (H) avec le parameétre :

A-c_1
2T 2

Mais si nous prenons o = 10, et

0 - st () o5 () 25 (o
l5) e () e )

1 1
g ) ge (5 +125>

))

on a,

dans ce cas,

On obtient le méme comportement ci-dessus des trois méthodes quand on
fait varier le paramétre A.
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TAB. 3.3 — Example 2 : Numerical results with o =1
N El E2 E3

200 3.46E-4 T7.55E-4 7.95E-4
300 1.53E-4 3.21E-4 3.54E-4
500 1.23E-4 1.09E-4 1.25E-4
1000 4.32E-5 9.62E-5 8.25E-5
1500 2.23E-5 6.15E-5 5.42E-5

TAB. 3.4 — Example 2 : Numerical results with o = 10
N E1 E2 E3

200  5.12E-4 7.63E4+1 8.05E-4
300  3.09E-4 7.57E+41 3.33EA4
500  9.36E-5 T7.48E+1 1.12E-4
1000 3.52E-5 T7.34E+1 8.52E-5
1500 1.98E-5 T7.28E+1 5.51E-5
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Premiére partie

Conclusion
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Dans ce mémoire, nous avons construit une nouvelle méthode numérique
pour aborder la solution d’une équation de Volterra non linéaire intégro-
différentielle, basée sur la dérivée numérique de la différence fini.

En pratique, la dérivée numérique est utilisée uniquement pour les équa-
tions déférentielles partielles (EDP), mais en appliquant cette technique nu-
mérique a notre équation intégro-différentielle, nous avons construit un sys-
téme approximatif simple et clair, plus efficace que ceux étudiés dans [5] et
[6].

En perspective, selon la simplicité de notre méthode, nous étudierons
comment appliquer cette idée numérique a d’autres types d’équations diffé-
rentielles integro, comme les équations de Fredholm [7] ou les équations a
noyau faiblement singulier [8], aussi I’équation intégro-différentielle d’ordre
supérieur [9]
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