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Résumé

Dans ce travail, nous appliquons la méthode de tir sur un probleme uni-
dimensionnel EDO avec une condition aux limites.

Ces problemes peuvent étre rencontrés en théorie de la conduction ther-
mique, semi-conducteurs, électrochimie, transmission de chaleur, élasticité,
thermo-¢élasticité, physique de plasmas, mémoire des matériaux et dynamique
de populations etc - - -

Mots Clés :

méthode de tir, conditions aux bords, condition aux limites, Méthodes
numériques.



Abstract

In this work, we applied a shooting method for one dimension on a EDO
problem with boundary condition .

These problems may be encountered in the theory of thermo conduction,
semiconductors, electrochemistry, heat transfer, elasticity, thermo-elasticity,
plasma physics, memory materials and population dynamics etc - - -.

Key words :

Shooting method, boundary conditions, numerical method.



L}GZ.—I.O

W@U;Q»BMJS@&JJ\@JL@‘MHQL;
e by Ay s e G0l

¢ J3lsdl Olail (g 1) g o LAY el g i 5 BL) sde Bslas Ko
Waolysg Oolall 35713 (LopdUY sboe (L 1A Sy 1 g Dy L1 el (K

iatall &L



Table des matieres

1 Meéthodes numériques 2
1.1 Méthodes de Taylor . . . . . ... .. ... ... ....... 2
1.2 Méthode de Runge-Kutta d’ordre 4 . . . . . . . ... .. ... 4
1.3 Méthode de la sécante . . . . . . .. ... 6
1.4 Algorithme . . . .. . ... .. 9

1.4.1  Algorithme de la Méthode de Taylor d’ordre 2 . . . . 9
1.4.2  Algorithme de la Méthode de Runge-Kutta d’ordre 4 . 9
1.4.3 Algorithme de la méthode de la sécante . . . . . . .. 10

2 Meéthodes de tir 11

2.1 Bquations différentielles linéaires du deuxiéme ordre . . . . . 11

3 Application de la méthode de Tir pour le probléme de la

condition thermique 19

3.1 Introduction . . . . . . . . .. ... .. 19

3.2 Méthode de tir pour la résolution des équations différentielles
ordinaires EDO . . . . . .. .. ... 21

3.3 Conclusion générale . . . . . . . .. ... 25



Table des figures

1.1

2.1
2.2
2.3

3.1
3.2
3.3

Interprétation géométrique de la méthode de la sécante . . . .

Conditions initiales . . . . . . . . . . . . . ... ..

conditions aux limites . . . . . . . . . .. ...
Méthode de tir . . . . . . . . ...

conduction thermique constante dans une barre
Illustre solution exacte du probleme de transfert de chaleur
Solution par la méthode de tir . . . . . ... ... ... ...

13
13
15

19
21



Liste des tableaux

1.1
1.2
1.3

1.4
1.5

2.1

3.1
3.2
3.3
3.4

Itération par la méthode de Taylor d’ordre 2 . . . . . . . . ..
La solution numérique , la solution exacte et 1’erreur absolue .
La solution numérique et la solution exacte, I’erreur absolue

pour 3 itérations . . . . .. ...
La méthode de Runge-Kutta d’'ordre 4 . . . . . ... .. ...
La méthode de la sécante . . . . . . . ... .. ... .. ...

La méthode de Runge Kutta d’ordre 4 pour le calcul de y;(x)
etdewya(x) . .

Solution exacte du probleme de transfert de chaleur . . . . . .
solution pour U(0.0)® =7.5et U(0.0)? =125 . .. . .. ..
solution pour U(0.0)®) =9.878049 . . . . . . . ... ... ...
solution par méthode de tir pour Az =0.25em . . . . . . . ..



Introduction

La résolution numérique des équations différentielles est probablement le
domaine de ’analyse numérique ou les applications sont les plus nombreuses.

Que ce soit en mécanique des fluides, en transfert de chaleur ou en analyse
de structures, on aboutit souvent a la résolution d’équations différentielles,
de systemes d’équations différentielles ou plus généralement d’équations aux
dérivées partielles.

Le probleme du pendule abordé au chapitre 3 trouvera ici une solution
numérique qui sera par la suite analysée et comparée a d’autres solutions
approximatives ou quasi analytiques. Parmi leurs avantages, les méthodes
numeériques permettent d’étudier des problemes complexes pour lesquels on
ne connait pas de solution analytique, mais qui sont d’un grand intérét pra-
tique.

Dans ce mémoire, Nous amorgons ’exposé par des méthodes relativement
simples ayant une interprétation géométrique. Elle nous conduiront progressi-
vement a des méthodes plus complexes telles que le méthode de Runge-Kutta
d’ordre 4, qui permettent d’obtenir des résultats d’une grande précision. Nous
considérons principalement les équations différentielles avec conditions ini-
tiales, mais nous ferons une breve incursion du coté des équations différentielles
avec conditions aux limites par le biais de méthode de tir.

Notre mémoire est composée d’une introduction et de trois chapitres. Le
premier chapitre donne quelques méthodes numériques comme méthodes de
Taylor, méthode de Runge-Kutta d’ordre 4 et méthode de la sécante . Dans
le deuxieme chapitre, nous donnons une petite explication de la méthode de
tir. Nous appliquons la méthode de tir pour étudier un exemple. La méthode
de tir a été étudiée par [1,2], et c’est une technique qui a trouvé une large
application. Dans le troisieme chapitre, nous avons appliqué la méthode de
tir.



Chapitre 1

Méthodes numériques

1.1 Méthodes de Taylor

Le développement de Taylor autorise une généralisation immédiate de
la méthode d’Euler, qui permet d’obtenir des algorithmes dont l'erreur de
troncature locale est d’ordre plus élevé. Nous nous limitons cependant a
la méthode de Taylor du second ordre. On cherche, au temps t = t,,, une
approximation de la solution y en t = ¢,,1;. On a immédiatement :

Y(tni1) = y(tn + h)

y// (tn) h2

5T O(h?)

y(tn-i-l) - y(tn> + y,(tn)h +
En se servant de 1’équation différentielle
nt) = [,y
y(to) =uo

on trouve

'ty y(En))?
2

Dans la relation précédente, on voit apparaitre la dérivée de la fonction
f(t,y(t)) par rapport au temps. La régle de dérivation en chaine assure que :

oty = LU0, DHEIO)

Y(tn1) = y(tn) + f(tn, y(tn))h + + O<h3>

c’est-a-dire :

0 (t.y(t) , Of(t.y(t)

£yt = =55 o

f(ty(t))



On obtient donc :

Y(tni1) = y(tn)+hf(tn, y(t.))+

+0(h?)
En négligeant les termes d’ordre supérieur ou égal a 3, on en arrive a poser :

% (af(tnél?j(tn)) i af(tna’;j(tn))f(tnay(tn)))

qui sera a la base de la méthode de Taylor d’order 2

Y(tns1) = y(tn)+hf(te, y(ts))+

Exemple 1.1

Soit I’équation différentielle
y(t) = —y(t) +t+1
et la condition initiale y(0) = 1. Dans ce cas :
flty)=—y+t+1

et la solution exact y(t) = exp(—t) +t
of _
ot
of _
oy

1

—1

donc
Yn+1 = Yn + h’f(tnu yn)

B2 (Of (tnsym) | Of (tn, Yn)

Yn+1 = Yn +h(_yn+tn+ 1)
2

+o [— (=yn +tn +1)+1]

La premiere itération de la méthode de Taylor d’ordre 2 donne (avec h = 0.1) :

(0.1)?
2

y1=1401(-1+0+1)+

(1+(-1)(-14+0+1)) =1.005

Une deuxieme itération donne :

0.1)2
Yg = 1.005+0.1(—1.005+0.1+1)+%(1+(—1)(—1.005—|—0.1—|—1)) = 1.019025
Les résultats sont compilés dans le tableau qui suit. cet avantage des méthodes
d’ordre plus élevé vaut pour ’ensemble des méthodes de résolution d’équations

différentielles.



TABLE 1.1 — Itération par la méthode de Taylor d’ordre 2
ti | ylt) = e 44 Yi | y(t:) — i |
0.0 1.000 000 00 1.000 000 00 | 0.0000 x107°
0.1 ] 1.004 837 4180 1.005 000 1.63 x10~*
0.2 1.018731 1.019 025 | 2.94 x10~*
0.3 1.040818 1.041218 4.00 x10~*

1.2 Meéthode de Runge-Kutta d’ordre 4

En reprenant le développement de Taylor de la fonction f, mais cette fois
jusqu’a l'ordre 5, un raisonnement similaire a celui qui a mené aux méthodes
de Runge-Kutta d’ordre 2 aboutit a un systeme de 8 équations non linéaires
comprenant 10 inconnues . Le résultat final est la méthode de Runge-Kutta
d’ordre 4, qui représente un outil d’'une grande utilité.

La méthode de Runge-Kutta d’ordre 4 est tres fréquemment utilisée en raison
de sa grande précision qui est mise en évidence dans ’exemple suivant.

1
Ynt1 = Yn + g(kl + 2ky + 2k3 + ka)

kl - hf(tmyn)

h k1
k? — hf(tn+§ayn+5)
h ko
k3 — hf(tn+§ayn+3)

k4 = hf(tn + hayn + k3)

Exemple 1.2
Soit I’équation différentielle :
y(t) =flty) =—y)+t+1  (y(0)=1).
On peut montrer que la solution exact de ce probléme est :
y(t) =e " +t,

une condition initiale (¢g,yo) = (0, 1).
Il suffit maintenant d’évaluer les différentes constantes k; a la premiere itération
(h=0.1) (un pas de temps h), on a :

by = hf(tn, yn) = 0.1£(0,1) = 0.1(—1+0+1) =0

4



TABLE 1.2 — La solution numérique , la solution exacte et ’erreur absolue
ti | y(t) =" 4+t Yi | y(ti) — i |

0.0 1.000 000 00 1.000 000 00 | 0.0000 x107°
0.1 | 1.004 837 4180 | 1.004 837 5000 | 0.819 x10~7

h k1
ko = hf(t — —
2 f(n+2ayn+ 2)
ky = 0.1f(040.05,1+0) = 0.1(—1 +0.05 + 1) = 0.005
h ko
ks = hf(tn + — =
3 f(n+2ayn+ 2)

ks = 0.1f(0+ 0.05,1+ 0.0025) = 0.1(—1.0025 4 0.05 + 1) = 0.00475
k4 = hf(tn + hayn + kB)
ky=0.1f(0+0.1,140.00475) = 0.1(—1.00475 + 0.1 + 1) = 0.009525

ce qui entraine que :

1
Ynt+1l = Yn + g(lﬁ + 2ko + 2k3 + ky)

1
n =1+ 6(0 +2(0.005) + 2(0.0045) + 0.009525) = 1.0048375

Le tableau 1.2 qui suit compare la solution numérique et la solution exacte,
et donne 'erreur absolue.
Une deuxieme itération produit :

ki = hf(tn,yn) = 0.1£(0.1,1.0048375000)

k1 = 0.1(—1.0048375 + 0.1 + 1) = 0.00951625
ki

h
ko = hf(t, + — -1
2 f(n+2ayn+2)

ks = 0.1£(0.15,1.00951625)

ky = 0.1(—1.00951625 + 0.15 + 1) = 0.014040438

h ko
ks =h tn o Yn -
3 f(tn + 5 Y + 5 )
ks = 0.1f(0.15, 1.011857719)
ks = 0.1(—1.011857719 +0.15 + 1) = 0.0138142281

ky=hf(tn+ h,yn + ks3)

b}



TABLE 1.3 — La solution numérique et la solution exacte, I’erreur absolue

pour 3 itérations

ti |y(t) ="+t Yi | y(ti) — i |
0.0 1.000 000 00 1.000 000 00 | 0.0000 x107°
0.1 | 1.004 837 4180 | 1.004 837 5000 | 0.819 x10~*
0.2 | 1.018 730 7798 | 1.018 7309014 | 0.148 x10~°

TABLE 1.4 — La méthode de Runge-Kutta d’ordre 4

ti | ylt) = +1 Yi | y(ti) —vi |
0.0 1.000 000 00 1.000 000 00 | 0.0000 x10~°
0.1 | 1.004 837 4180 | 1.004 837 5000 | 0.819 x10~7
0.2 | 1.018 730 7798 | 1.018 7309014 | 0.148 x10~°
0.3 | 1.040818 2207 | 1.040 818 4220 | 0.210 x107°
0.4 1.0703200460 1.070 320 2889 | 0.242 x107°

ky =0.1f(0.2,1.018651728)
ky = 0.1(—1.018651728 + 0.2 + 1) = 0.0181348272

ce qui entraine que :

1
Yn+1 = Yn + g(lﬁ + 2ky + 2k3 + ky)

1
yo = 1.0048375 + 6(/{?1 + 2ky + 2k3 + ky4) = 1.0187309014

Le tableau suivant compare la solution numérique et la solution exacte,
et donne l'erreur absolue. La méthode de Runge-Kutta d’ordre 4 exige 4
évaluations de la méme fonction.

1.3 Méthode de la sécante

Le numéricien est souvent confronté a la résolution d’équations algébriques
de la forme :

f(z) =0

la plupart des étudiants ignorent qu’il n’existe pas de formule permettant de
trouver les racines des polynomes de degré plus grand ou égal 54.
Puisqu’il n’existe pas de formule générale pour des fonctions aussi simples



FIGURE 1.1 — Interprétation géométrique de la méthode de la sécante

que des polynomes, il est peu probable que I'on puisse résoudre analytique-
ment 'équation f(z) = 0 dans tous les cas qui nous intéressent. Il faudra
donc recourir aux méthodes numériques.

Il y’a méthode ou plus possede de grands avantages, mais elle nécessite le
calcul de la dérivée de f(x). Si la fonction f(z) est complexe, cette dérivée
peut étre difficile a évaluer et peut résulter en une expression complexe. On
contourne cette difficulté en remplagant le calcul de la pente f'(z,) de la
droite tangente a la courbe par I’expression suivante :

f(xn) = fzn1)

Tp — Tp-

f(wn) ~

Cela revient a utiliser la droite sécante passant par les points (z,, f(z,)) et
(Xn_1, f(zn_1)) au lieu de la droite tangente passant par (x,, f(x,))la formule
de cette ;éthode est :

f(zn) X (2 — p_1)

f('rn) - f(xn—l)

Tn41 = Tp —



TABLE 1.5 — La méthode de la sécante

n Ln | en =ap — 1| |e:i1 N\ |ef_§118| eg: |/
0 | 0.000 0000 | 0.5671 x10™° — — —
1 | 1.000 0000 | 0.4328 x10%° | 0.7632 x10%° | 1.0835 1.342
2| 0.612 6998 | 0.4555 x10=% | 0.1052 x10™Y | 0.1766 0.243
3| 0.563 8384 | 0.3305x1072 | 0.7254 x10~* | 0.4894 1.592
4| 0.567 1704 | 0.2707x10~* | 0.8190 x10=2 | 0.2796 2.478
5 | 0.5671433 0.1660x10-7 | 0.6134 x10~2 | 0.4078 22.66
6 | 0.567 14338 ~ 0 ~ 0
Exemple 1.3

On cherche a résoudre :
e —x=0

En prenant zyp = 0 et 7 = 1 (deux valeurs initiales de la solution, Il n’est
cependant pas nécessaire qu’il y ait un changement de signe dans I'intervalle
[g, 1] ), on trouve a la premiere itération :

fxn) X (xp — xpq)

f(xn) - f(xn—l)

f(z1) X (x1 — 211)
f(x1) = f(@11)
(7™ — 1) X (x1 — o)

e — ) — (e — o)
(e'—1)x (1-0)

(et =1) = (e’ = 0)]

Les résultats sont compilés dans le tableau 1.5 suivant. La chose la plus
importante a remarquer est que le ratio | — | tend vers 0 mais que le ratio

== | tend vers I'infini, ce qui confirme que 'ordre de convergence se trouve
n—1

quelque part entre 1 et 2. On remarque que le quotient | s | (on peut
n—1

montrer que | e, |~ A | e, |1+2Jg: A e semble se stabiliser

autour de 0.4 bien que la précision soit insuffisante pour étre plus affirmatif.
Il semble bien que cette suite ne tend ni vers 0 ni vers I'infini, ce qui confirme
que 'ordre de convergence se situe autour de 1.618.

Tpt1 = Tp —

T2 = Ti41 = T1 —

To = T1 —

= (0.6126998

ZEQZ]_—

|1.618033...)



1.4 Algorithme

1.4.1 Algorithme de la Méthode de Taylor d’ordre 2

1. Etant donné un pas de temps h, une condition initiale (o, o) et un
nombre maximal d’itérations N

2. Pour0<n<N:
Yn+1 = Yn + hf(tm yn)

W2 (0f(tn,yn) | Of (tn,yn)

tn+1 = tn -+ h

Ecrire thi1 €t Yna1.
3. Arrét

1.4.2 Algorithme de la Méthode de Runge-Kutta d’ordre
4

1. Etant donné un pas de temps h, une condition initiale (o, o) et un
nombre maximal d’itérations N
2. Pour 0<n<N:
kl = h.f<tn7 yn)

h k1

h ko

ks =h tn o dn o
3 f( +2?J+2)

k4 = hf(tn + h7yn + kS)

1
Ynt1 = Yn + E(kl + 2ky + 2ks3 + ky)

tn+1 - tn + h
Ecrire tnt1 € Ynt1
3. Arrét



1.4.3 Algorithme de la méthode de la sécante

1. Etant donné €, un critere d’arrét

2. Etant donné N, le nombre maximal d’itérations
3.

4. Effectuer :

Etant donné xo et x1, deux valeurs initiales de la solution

Tpoy = X, — fxn) X (20 — 251)
n+1 n f(xn) — f(xnil)

Si | |
LTp+1 — X
Imnr? ml ¢
| Ty |
— convergence atteinte
— écrire la solution x,11

— arrét

Si le nombre maximal d’itérations N est atteint :
— convergence non atteinte en N itérations
— arrét

. retour a 'étape 4

10



Chapitre 2
Méthodes de tir

Dans la section qui suivent, nous ferons une breve incursion dans le do-
maine des équations différentielles avec conditions aux limites. Ces problemes
ont beaucoup d’applications pratiques en ingénierie. Dans cette section, nous
profiterons des outils déja développés dans le cadre des méthodes de tir.

2.1 Equations différentielles linéaires du deuxiéme
ordre

Commencons par ’étude des équations différentielles linéaires d’ordre 2
avec conditions aux limites dont la forme générale est :

y'(2) = ax(@)y(z) + ar(x)y(z) + ao(z)
y(a) = va (2.1.1)
y(b) =W

On suppose les fonctions a;(x) soit ¢ = 0..2.. suffisamment régulieres pour
assurer 'existence et I'unicité de la solution des équations différentielles que
nous rencontrerons. La différence entre les équations différentielles avec condi-
tions initiales et celles avec conditions aux limites est illustrée a la figure
2.1-2.2. Dans le premier cas, a t = t, la fonction y(y) ainsi que sa pente
y'(to) sont connues. Dans le cas des équations avec conditions aux limites, on
ne connait que les valeurs de la fonction y(z) aux deux extrémités de U'inter-
valle, soit y(a) et y(b). On remarque qu’il n’y a aucune condition initiale liée
a la dérivée de la fonction y(x) en z = a. La condition initiale sur la dérivée
est remplacée par une condition sur la fonction y(x) a 'autre extrémité de
I'intervalle [a,b]. On note également que la variable indépendante est main-
tenant notée x, car, contrairement au cas des équations différentielles avec

11



conditions initiales, la variable indépendante des équations différentielles avec
conditions aux limites est le plus souvent une variable d’espace, rarement de
temps. Cette incursion dans le domaine des équations différentielles est faci-
litée par le fait que nous pouvons résoudre I’équation (2.1.1) avec les outils
que nous possédons déja. Bien que nous ne connaissions pas y'(a), on peut
quand méme résoudre I’équation par les méthodes connues. Il nous faudra
pour cela deviner la bonne valeur de 3/(a) qui s’interpréte comme une pente
et donc comme un angle de tir, d’ou le nom méthode de tir. Pour I’équation
différentielle linéaire (2.1.1), on peut trouver le bon angle de tir en deux es-
sais. On tirera successivement avec une pente nulle 3'(a) = 0 et ensuite avec
y'(a) = 1. Le théoréme qui suit indique comment déterminer la bonne pente.

Théoréme 2.1.1

La solution de I’équation différentielle avec conditions aux limites (2.1.1)
est donnée par :

Ys — y2(b) y1(b) —y
y(x) = (M) y1(z) + <m) Yo () (2.1.2)

ou y1(x) et y2(x) sont les solutions des équations différentielles avec condi-
tions initiales suivantes :

yi (@) = ax(2)yi(z) + ar(@)yi(x) + ao(z)
yi(a) =" (2.1.3)
yi(a) =0

et
ya(x) = ax(x)ys(x) + ar(x)yz(x) + ao(x)
p(a) =y (2.1.4)
Yaa) =1

Démonstration :

Montrons d’abord que 'expression (2.1.2) est bien la solution de I’équation
(2.1.1). On pose :

Y= y2(b) B y1(b) — up
c1 —_

) =0 P 0 —wb) (2.1.5)
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X y(t) (inconnue)

y'(to) Droite de pente

|
|
|
|
|
|
|
= d

(ba yb)

FIGURE 2.2 — conditions aux limites

pour simplifier la notation tout en remarquant que ¢; +c¢o = 1. On doit main-
tenant s’assurer que c1y; (z)+cay2(x) est la solution de I'équation différentielle
(2.1.1). La dérivée seconde de y(x) peut alors s’écrire :

y'(x) = eyl (z) + cagiy (7)

13



Les fonctions y;(x) et y2(x) sont respectivement les solutions des équations
(2.1.3) et (2.1.4). On a alors :

y" () = cr(ag(x)yr(x) + ar(x)y1 () + ao(z))

+ea(az(2)ys(v) + ar(w)y2(z) + ao(x))
y' () = az(2)(c1y1(z) + cays(@)) + (€1 + c2)ao(z)
+ai(z)(cy1(z) + caya(z))
y'(x) = ax(2)y (z) + a1 (2)y(z) + ao()

puisque ¢; + ¢ = 1, ce qui montre bien que y(z), définie par la relation
(2.1.2), est la solution de I’équation (2.1.1).
On doit maintenant vérifier les conditions aux limites. Si les fonctions v (x)
et yo(x) satisfont respectivement les équations (2.1.3) et (2.1.4), on a alors
enzr=a:

y(a) = ciyi(a) + caya(a) = (1 + €2)Ya = Ya

Par ailleurs :

M@Zﬁ%@ﬂwWAMZ<;%§#£%Qyd@+(j%%iﬁ%)w@%=%

d’ou le résultat.

La figure 2.3 illustre les fonctions y;(z) et ya(x) ainsi que la solution
recherchée. Si on regarde les conditions initiales relatives a yi(x) et a yo(z),
on constate entre autres choses que ni yi(x) ni yo(z) ne vérifie la bonne
condition aux limites en & = b. Par contre, en utilisant I’équation (2.1.2), on
obtient la bonne solution.
On peut résoudre les équations différentielles avec conditions initiales (2.1.3)
et (2.1.4) a l'aide de la méthode de Runge-Kutta d’ordre 4. On doit d’abord

transformer chacune d’elles en un systeme de 2 équations différentielles
d’ordre 1. En posant :

u(r) =yi(r) et vi(r) = ya()
Yy

us(z) = yi(x) et va(x) = yh()

on obtient les deux systemes suivants :

{mw =u(e) (i) = y.)

uh(z) = ag(x)us(z) + ar(x)uy (z) + ao(x) (us(a) = 0) (2.1.6)

14



FIGURE 2.3 — Méthode de tir

et

{m@>=wu> (v1(a) = 0)
vh(z) = ag(z)ve(x) + ar(x)vi(x) + ap(x) (vg(a) =1)

La solution finale peut alors s’écrire :
_ y2(b) y1(b) — u .
)= (1 2mr) 2+ ()
o) = y» — v1(b) u1(b) — yp _—
o) = (o) @+ (2 Say)
selon les nouvelles variables u(x) et vy (x).

Théoréme 2.1.2

La solution de I’équation différentielle avec conditions aux limites (2.1.1)
est donnée par :

M@Z%@+(%i%@)m@ (2.18)
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ou y1 () et yo(x) sont les solutions des équations différentielles avec conditions
initiales suivantes :

yi(z) = ax(z)yi(z) + ar()y1(2) + ao(x)
yila) = Ya (2.1.9)
yi(a) =0

et
Y () = as(x)ys() + a1 (@)ya(x) + ao(z)
yola) = (2.1.10)
ys(a) =1

Démonstration :

On doit vérifier en premier lieu les conditions aux limites. Si les fonctions
y1(z) et yo(x) satisfont respectivement aux équations (2.1.9) et (2.1.10), en
r=aona:

o) =i+ (2B ) =+ (200 0=,

Par ailleurs :
y(b) = y1(b) + (%;2—5)1)([))> Yy2(b) = v

Il reste a montrer que l’expression (2.1.8) est bien la solution de I’équation
(2.1.1). On pose :
o < Yp — y1(b))
Cc = P
y2(b)

pour simplifier la notation. On doit donc s’assurer que y;(x) + cyz(x) est la
solution de I’équation différentielle (2.1.1). La dérivée seconde de y(z) peut
alors s’écrire :

y'(z) = yi(z) + cys (x)
Les fonctions y;(z) et yo(x) sont respectivement les solutions des équations
(2.1.9) et (2.1.10). On a alors :

y'() = (az(x)y1(2) + ar(2)ys (z) + ao(z))

+c(az(x)yy () + ar(w)ya(x))
= az(2) (¥} (%) + cys(x))
+ay(z)(y1(z) + cya()) + ao(w)

16



= ax(2)y (x) + ar(x)y(x) + ao(z)

ce qui montre bien que y(x), définie par (2.1.8), est la solution de I’équation
(2.1.1).

La figure 2.3 illustre les fonctions y;(x) et yo(x) ainsi que la solution re-
cherchée. Si on regarde les conditions initiales relatives a y;(z) et a ya(z), on
constate entre autres choses que ni y; () ni yo(z) ne vérifie la bonne condition
aux limites en x = b. Par contre, en utilisant ’équation (2.1.8), on obtient la
bonne solution.

On peut résoudre les équations différentielles avec conditions initiales (2.1.9)
et (2.1.10) a l'aide de la méthode de Runge-Kutta d’ordre 4. On doit
d’abord transformer chacune d’elles en un systeme de 2 équations différentielles
d’ordre 1. En posant :

u(r) =yi(r) et vi(r) = ya()
us(z) = vy (w) et wy(z) =

on obtient les deux systemes suivants :

| {u’l(x) =us(z)  (wia) = o) 21.1)
uy(x) = ag(x)us(x) + ar(x)ui(z) + ag(x) (ug(a) =0
et
| {vi(w) =u(r)  (v(a) =0) (2112)
vh(z) = ax(@)va(x) + ar(@)vr(z)  (va(a) = 1)

La solution finale peut alors s’écrire :

y(z) = () + (yy‘—(yb)“’)) ()

N e T

selon les nouvelles variables u; () et vy ().

Exemple 2.1
Soit I’équation différentielle suivante :
2 1
" A .
V(@) =~ 24/ (@) +

17



TABLE 2.1 — La méthode de Runge Kutta d’ordre 4 pour le calcul de y; ()

et de ya(x)
x| yn(z) =ui(x) | yolx) = vao(x) y(x) Erreur
1.0 | 0.000 000 00 | 0.000 000 00 0.000 000 | 0.0000 x107°
1.1 | 0.004 402 51 | 0.090907 02 | 0.095 309 75 | 0.4299 x10~°
1.2 | 0.015 656 98 | 0.166 663 59 | 0.18232096 | 0.5997 x10~°
1.3 | 0.031597 42 | 0.230 765 68 | 0.262 363 63 | 0.6325 x107°
1.4 | 0.050 760 44 | 0.285 710 54 | 0.336 471 64 | 0.5924 x10~°
1.5 | 0.072134 27 | 0.333 329 55 | 0.405 464 59 | 0.5143 x107°
1.6 | 0.095006 09 | 0.374 996 26 | 0.470 003 21 | 0.4173 x107°
1.7 | 0.118 86594 0.41176106 | 0.530627 94 | 0.3123 x10~°
1.8 | 0.143 344 54 | 0.444 44091 | 0.587 786 46 | 0.2057 x107°
1.9 0.16817191 0.473 680 79 | 0.641 853 79 | 0.1008 x107°
2.00 | 0.19314933 0.499 996 70 | 0.69314718 | 0.4400 x10~Y

avec les conditions aux limites y(1) = 0 et y(2) = 0,693147. On a dans ce

cas :
2 1

as(7) = ==, ar(2) = 0, ap(w) = —

Le tableau qui suit présente la solution de cette équation différentielle. On
peut démontrer facilement que la solution analytique de cette équation est

y(x) = In(x), ce qui permet de calculer I'erreur absolue qui figure dans la
derniere colonne du tableau. On a employé la méthode de Runge Kutta

d’ordre 4 pour le calcul de y;(z) et de y2(z) On note que :
(D) = y1(2.0) = 0.19314933 et yo(b) = y2(2.0) = 0.49999670
ce qui permet le calcul de y(z) a l'aide de 1’équation (2.1.2).
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Chapitre 3

Application de la méthode de
Tir pour le probléme de la
condition thermique

3.1 Introduction

Soit une barre métallique tres allongée de section circulaire constante.
Prenons l'origine des abscisses en un point O a priori quelconque et orientons
I’axe de la barre par le vecteur unitaire ?

conduction thermique constante dans une barre La barre est placée dans
l'air ambiant ( température T, ). Un dispositif de chauffage régulé entoure
Iextrémité de la barre du coté des x négatifs. A 'intérieur du métal, la chaleur
se propage donc vers les x positifs et se dissipe tout au long de la barre dans
I’air ambiant, a travers la paroi latérale. On veut étudier la répartition de la
température a l'intérieur de la barre et pour cela, on adoptera I’hypothese
simplificatrice suivante qui constitue une bonne approximation : On admet

q.()
Tl T(fﬂ) =7 /\/‘ Ta T2
q(x)— 1 1 —
—
r 795 +dx
T X2
FiGure 3.1 — conduction ther-

mique constante dans une barre
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que la température est la méme en tous les points d’une section droite;
ainsi en régime stationnaire, la température est une fonction de x seulement.
Cette hypothese est justifiée si la barre est métallique, car la haute valeur
du coefficient de conduction K assure une homogénéisation latérale de la
température. Par contre, pour un matériau peu conducteur, cette hypothese
donnerait une mauvaise approximation.

On va établir une relation qui traduit le bilan des échanges thermiques pour
un petit élément de barre compris entre la section d’abscisse x de température
T et la section d’abscisse x + dx de température T" + dT'. Supposons K
indépendant de T

Par la section z, d’aire A, il entre une puissance calorifique :

aor
(z)=-KA{—1}.
q () {5,
Par la section x + dx il sort une puissance calorifique :
oT
' dr) = —KA{—}.iiae
0o+ dz) = ~KALS Yo

Par la paroi latérale, en assimilant la température moyenne de la paroi
latérale de I’élément & T(x), il sort une puissance calorifique :

q(L) = W(T — T,)n Ddx

h étant le coefficient global d’échange convection et rayonnement et D le
diametre de la barre.
En régime stationnaire, on a nécessairement égalité entre les puissances ca-
lorifiques qui entrent et celles qui sortent de I’élément ; on arrive a I’équation
différentielle suivante :

d*T

7 =o*(T-T,) (3.1.1)

La solution générale de cette équation différentielle est de la forme :
T(z) = Ay exp(ax) + Ay exp(—ax) + T,

Les valeurs des constantes A; et A, sont imposées par les conditions aux
limites

T(0.00 = 0.00
. ( ) (3.1.2)
T(1.00=1L) =100
considérons
a?=16, T, =0



TABLE 3.1 — Solution exacte du probleme de transfert de chaleur
T T(x) x T(x)
0.00 | 0.000 000 | 0.625 | 22.170109
0.125 | 1.90947 | 0.75 | 36.709070
0.250 | 4.306357 | 0.875 | 60.618093
0.375 | 7.802440 1 100.000000
0.500 | 13.290111

T(z)
100 g ;

FiGURE 3.2 — Illustre solution exacte
du probleme de transfert de chaleur

Alors
T(x) = 1.832179(e** — 7). (3.1.3)

La solution exacte a des valeurs choisies de x est présentée dans le tableau
3.1 et illustrée dans Figure 3.2.

3.2 Méthode de tir pour la résolution des équations
différentielles ordinaires EDO

la méthode de tir utilisant l'itération, résolvons le transfert de chaleur
probleme présenté a la section 3.1.
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Le probleme de conditions aux limites est

T" — T = —a’T, T(0.0)=0.0C et T(1.0) =100.0C  (3.2.1)

Réécrire 'EDO du deuxiéme ordre, Eq. (3.2.1) comme deux EDO du premier
ordre

T =U 7(0.0) = 0.0 (3.2.2)

U =ao*T-T, U(0.0) = 7'(0.0) (3.2.3)

Les équations (3.2.2) et (3.2.3) peuvent étre résolues par Méthode des trapezes

implicite :
Tipi—1T; U +U

3.2.4
Ax 2 ( )
Ui = U [0 (T, = To) + o (Ti1 — To)]

= 3.2.5
Ax 2 ( )
En réorganisant L’équations (3.2.4) et (3.2.5), on obtient
A
Ty =T, + Tx(Ui 4 Ups) (3.2.6)
Ax, 9
par conséquent, en réorganisant L’équations (3.2.6) et (3.2.7), on obtient
A A
A A
—OZQTIEJrl + Ui+1 = U'Z + @271:7} — CYQA[L'TG (329)

L’équation (3.2.8) peut étre résolue directement pour 7;; et U; 1. Considérons
a? =16, T, = 0.00, et Az = 0.25. Pour commencer la solution, considérons
que

U0.00Y =17(0.0)Y = 7.5

et
U0.0)? =17(0.0)% =125

les solutions pour ces deux valeurs de U(0.0) sont présentées dans le tableau
(3.2) et la figure (3.3)
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TABLE 3.2 — solution pour U(0.0)® = 7.5 et U(0.0)® =12.5

® T'(0.0) = 12.5
o T'(0.0) = 7.5
o T'(0.0) = 9.87804

x T(x)™ U(x)® T(x)® U(x)®
0.00 | 0.000 000 7.500 000 0.000 000 12.500 000
0.25 | 2.500 000 | 12.500 000 | 4.166 667 | 20.833 333
0.50 | 8.333 333 | 34.166 667 | 13.888 889 | 56.944 444
0.75 | 25.277 778 | 101.388 889 | 42.129 630 | 168.981 481
1.00 | 75.925 926 | 303.796 296 | 126.843 210 | 506.327 160
127
T(x)

100

0.250 0’5

0.75

FIGURE 3.3 — Solution par la méthode de tir
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TABLE 3.3 — solution pour U(0.0)®) = 9.878049

T T(x)® U(x)®)
0.00 | 0.000 000 9.870 449
0.25 | 3.292 683 16.463 415
0.50 | 10.976 510 | 45.000 000
0.75 | 33.292 683 | 133.536 585
1.00 | 100.000 000 | 400.121 951

TABLE 3.4 — solution par méthode de tir pour Az = 0.25¢m

x T(z) T(X) erreur(x)
0.00 | 0.000 000 0.000 000 .
0.25 | 3.292 683 4.306 357 |-1.013 674
0.50 | 10.975 610 | 13.290 111 | -2.314 502
0.75 | 33.292 683 | 36.709 070 | -3.416 388
1.00 | 100.000 000 | 100.000 000 .

A partir de Tableau 3.2, T(1.0)M) = 75.925926, ce qui ne correspond pas
a la condition limite précisée T(1.0) = 100.0 et, T(1.0)? = 126.543210, qui
n’est pas également égal a 100.0.
En appliquant la méthode de la sécante qui se trouve dans le chapitre 1, on
obtient :

T(1.0)® —T(1.0)1  126.543210 — 75.925926

Pente = = = 10.123457
T T0.0@ —U(0.0)® 12575
(3.2.10)
100.0 — 7(1.0)®
U(0.0)® =U(0.0)? + (O™ _ g 878049 (3.2.11)

pente

La solution pour U(0.0)®) = 9.878049 est présentée dans le tableau (3.3)
et illustrée dans la figure (3.3). Pour ce probléme linéaire 7(1.0)® = 100.0,
qui est la valeur souhaitée.
Les trois solutions pour 77(0.0)"), 77(0.0)), et 77(0.0)®), sont présentés dans
la figure (3.3).
La finale solution est présentée dans le tableau (3.4), ainsi que la solution
exacte T(x) et Verreur, [T(z) — T(z)].
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3.3 Conclusion générale

Nous avons discuté la méthode de tir,nous sommes appuyés principale-
ment sur les études réalisées dans le livre [3] qui reposait sur des idées [1,2].
La définition initiale de la méthode est trouver dans les deux théoremes 2.1.1
et 2.1.2pour donner une visualisation complete de la méthode de tir , nous
utilisons des courbes.

Le seul objectif du probleme que nous avons étudié est : la procédure suivie
pour apprendre a appliquer la méthode de tir uniquement.
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