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Abstract 
 

In this dissertation, we will focus on the study of real 

and fractional integral inequalities. 

 

In the first chapter, we recall some definitions of 

classical and generalized convexity, as well as some 

classes of functions. 

 

In the second chapter, we quote some results already 

known in the literature. 

 

While the last chapter will be entirely devoted to new 

Simpson-type inequalities and those of trapezoids via 

Caputo fractional derivatives 

 

We mention that these results are submitted for possible 

publication. 
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 ملخص

 الحقيقية المساواة عدم دراسة على زك  نر سوف ،اته المذكرةه في

 .والكسرية

 والمعمم، الكلاسيكي التحدب تعريفات عضبب رذك  ن الأول، الفصل في

 .الوظائف فئات بالإضافة إلى بعض

 الأدب. في بالفعل المعروفة النتائج بعضب سنذك ر الثاني، الفصل في

سمبسون  نوع من جديدة لنتائج بالكامل الأخير الفصل صسيخص بينما

 الكسرية.كابوتو مشتقات عبر المنحرف بشبه الخاصة وتلك

 .المحتمل للنشر مقدمة النتائج هذه أن نذكر

 

 

 

:المفتاحية الكلمات  

 سمبسون، عدم مساواة من نوع ،هدامار يتعدم مساواة من نوع هرم

 هولديرية،ال دوالال محدودة،ال دوالال محدبة،ال دوالال الوزن، دوال

.كسريةال كابوتو مشتقات  



Résumé 
 

Dans ce mémoire, nous nous concentrerons sur l'étude 

des inégalités intégrales réelles et fractionnaires. 

 

Dans le premier chapitre, nous rappelons quelques 

définitions de la convexité classique et généralisée, ainsi 

que quelques classes de fonctions. 

 

Dans le deuxième chapitre, nous citons quelques 

résultats déjà connus dans la littérature. 

 

Alors que le dernier chapitre sera entièrement consacré 

aux nouvelles inégalités de type Simpson et à celles des 

trapèzes via les dérivées fractionnaires de Caputo. 

 

Nous mentionnons que ces résultats sont soumis pour 

une éventuelle publication. 
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fonctions de poids, fonctions s-convexes, fonctions 

bornées, fonctions holderiennes, dérivées fractionnaires 
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Introduction

Les inégalités jouent un rôle important dans diverses branches des mathématiques

modernes telles que la théorie de l�espace de Hilbert, la théorie des probabilités et des

statistiques, l�analyse réelle, l�analyse complexe, l�analyse numérique, la théorie qualita-

tive des équations di¤érentielles et des équations aux di¤érences, etc.

Le fondement mathématique de cette théorie a été établi en partie au cours du 18�eme

et 19�eme siècles par d�éminents mathématiciens tels que : Gauss, Cauchy et µCeby�ev

dans les années qui suivirent le sujet attira de nombreux mathématiciens : Poincaré,

Lyapunov, Gronwall, Hölder, Hadamard, Pólya, Bellman et Ostrowski. La littérature

dans ce contexte est vaste et variée, parmi les ouvrages dont on peut trouver une très

bonne description de l�évolution historique des inégalités on peut consulter, Mitrinovíc,

Peµcaríc et Fink [22; 23; 24].

Cette théorie ne cesse d�évoluer dans plusieurs directions et par di¤érentes manières.

Des nouvelles inégalités ont été établies, des généralisations, des ra¢ nements, extensions

ainsi que des variantes sur plusieurs axes unidimensionnels, multidimensionnels, fraction-

naires et discrets.

L�objectif de ce mémoire est de faire une petite synthèse concernant les inégalités

intégrales de type Hermite-Hadamard classiques et fractionnaires et ensuite d�établir de

nouvelles généralisations.

Ce mémoire est structuré comme suit :

Dans le premier chapitre, nous rappelons quelques types de convexités classiques

et de convexités généralisées pour les fonctions à une variable, une esquisse concernant

l�intégration fractionnaire au sens de Caputo, ainsi que quelques identités intégrales utiles

pour notre étude.

Dans le deuxième chapitre nous annoncerons quelques résultats concernant les inéga-

lités intégrales de type Simpson pondérées et celle de Hermite-Hadamard fractionnaire.

Le dernier chapitre sera entièrement consacré aux nouvelles inégalités parmi ces der-

nières, on note les inégalités pondérées de type Simpson et celles d�Hermite-Hadamard
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plus précisément des trapèzes via la dérivée fractionnaire au sens de Caputo. Ces nou-

veaux résultats sont soumis pour une éventuelle publication.
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Chapitre 1

Préliminaires

Dans ce chapitre, nous rappelons certains types de convexité ainsi que certaines iden-

tités de fonctions.

1.0.1 Convexité classique

Dans tout ce qui va suivre nous désignons par I = [a; b] � R.

Dé�nition 1.1 ([20]) Un ensemble I � R est dit convexe, si pour tout x; y 2 I et pour

tout t 2 [0; 1], on a

tx+ (1� t) y 2 I:

Dé�nition 1.2 ([17]) Une fonction f : I � R! R est dite quasi-convexe sur I, si

f (tx+ (1� t) y) � max ff (x) ; f (y)g

est satisfaite pour tout x; y 2 I et tout t 2 [0; 1].

Dé�nition 1.3 ([32]) Une fonction f : I ! R est dite convexe, si

f (tx+ (1� t) y) � tf (x) + (1� t) f(y)

est satisfaite pour tout x; y 2 I et tout t 2 [0; 1].
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Dé�nition 1.4 ([5]) Une fonction positive f : I ! R est dite une P -fonction, si

f (tx+ (1� t) y) � f (x) + f(y)

est satisfaite pour tout x; y 2 I et tout t 2 [0; 1].

Dé�nition 1.5 ([13]) Une fonction positive f : I ! R est dite une fonction de Godunova-

Levin, si

f (tx+ (1� t) y) � 1
t
f (x) + 1

1�tf(y)

est satisfaite pour tout x; y 2 I et tout t 2 ]0; 1[.

Dé�nition 1.6 ([9]) Une fonction positive f : I ! R est dite une fonction s-Godunova-

Levin, où s 2 [0; 1], si

f (tx+ (1� t) y) � 1
ts
f (x) + 1

(1�t)sf(y)

est satisfaite pour tout x; y 2 I et tout t 2 ]0; 1[.

Dé�nition 1.7 ([2]) Une fonction positive f : I � [0;1[ ! R est dite s-convexe au

second sens pour un certain nombre �xé s 2 ]0; 1], si

f(tx+ (1� t)y) � tsf(x) + (1� t)sf(y)

est satisfaite pour tout x; y 2 I et tout t 2 [0; 1].

Dé�nition 1.8 ([37]) Soit f : I � R! R une fonction positive, f est dite tgs-convexe

sur I, si l�inégalité

f (tx+ (1� t) y) � t (1� t) [f (x) + f (y)]

est satisfaite pour tout x; y 2 I et tout t 2 ]0; 1[.
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Dé�nition 1.9 ([38]) Une fonction f : I � R! R est dite bêta-convexe sur I, si

f (tx+ (1� t) y) � tp (1� t)q f (x) + tq (1� t)p f (y)

est satisfaite pour tout x; y 2 I et tout t 2 ]0; 1[, où p; q > �1.

Dé�nition 1.10 ([30]) Une fonction positive f : I � [0;1[! R est dite �-convexe au

premier sens pour un certain nombre �xé � 2 ]0; 1], si

f(tx+ (1� t)y) � t�f(x) + (1� t�)f(y)

est satisfaite pour tout x; y 2 I et tout t 2 [0; 1].

Dé�nition 1.11 ([36]) Une fonction f : K � R! R est dite une fonctionMT -convexe,

si

f (tx+ (1� t) y) �
p
t

2
p
1�tf (x) +

p
1�t
2
p
t
f (y)

est satisfaite pour tout x; y 2 K et tout t 2 ]0; 1[.

Dé�nition 1.12 ([39]) Soit h : J � R! R une fonction positive, où ]0; 1[ � J . Une

fonction non négative f : I ! R est dite h-convexe sur I, si

f(tx+ (1� t)y) � h(t)f(x) + h(1� t)f(y)

est satisfaite pour tout x; y 2 I et tout t 2 ]0; 1[.

Dé�nition 1.13 ([43]) Une fonction f : I � R ! R est dite (�; s)-convexe pour des

certains s 2 [�1; 1] et � 2 ]0; 1], si

f(tx+ (1� t)y) � t�sf(x) + (1� t�)sf(y)

est satisfaite pour tout x; y 2 I et tout t 2 ]0; 1[.
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Dé�nition 1.14 ([34]) Une fonction f : [0; b]! R est dite m-convexe, où m 2 ]0; 1], si

f (tx+m (1� t) y) � tf (x) +m (1� t) f(y)

est satisfaite pour tout x; y 2 I et tout t 2 [0; 1].

Dé�nition 1.15 ([21]) Une fonction f : [0; b] ! R est dite (�;m)-convexe, où �;m 2

]0; 1], si

f (tx+m (1� t) y) � t�f (x) +m (1� t�) f(y)

est satisfaite pour tout x; y 2 I et tout t 2 [0; 1].

Dé�nition 1.16 ([11]) Une fonction f : [0; b] ! R est dite (s;m)-convexe, où s;m 2

]0; 1], si

f (tx+m (1� t) y) � tsf (x) +m (1� t)s f(y)

est satisfaite pour tout x; y 2 I et tout t 2 [0; 1].

Dé�nition 1.17 ([27]) Une fonction f : I ! R est dite une fonction (�;m)-Godunova-

Levin au premier sens, où �;m 2 ]0; 1], si

f (tx+m (1� t) y) � 1
t�
f (x) +m 1

1�t�f(y)

est satisfaite pour tout x; y 2 I et tout t 2 ]0; 1[.

Dé�nition 1.18 ([27]) Une fonction f : I ! R est dite fonction (s;m)-Godunova-Levin

au second sens, où s 2 [0; 1] et m 2 ]0; 1], si

f (tx+m (1� t) y) � 1
ts
f (x) +m 1

(1�t)sf(y)

est satisfaite pour tout x; y 2 I et tout t 2 ]0; 1[.
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Dé�nition 1.19 ([26]) Une fonction positive f : I � [0;1[ ! [0;1[ est dite s-(�;m)-

convexe au second sens où �;m 2 [0; 1] et s 2 ]0; 1], si

f (tx+ (1� t) y) � (1� t�)sf(x) +m (t�)s f
�
y
m

�
est satisfaite pour tout x; y 2 I et tout t 2 [0; 1].

Dé�nition 1.20 ([29]) Une fonction f : K � R! R est dite m-MT -convexe, si

f (tx+m (1� t) y) �
p
t

2
p
1�tf (x) +

m
p
1�t

2
p
t
f (y)

est satisfaite pour tout x; y 2 K et tout t 2 ]0; 1[.

Dé�nition 1.21 ([41]) Une fonction positive f : [0; b]! R est dite (m; tgs)-convexe, si

f (tx+m (1� t) y) � t (1� t) [f(x) +mf (y)]

est satisfaite pour tout x; y 2 [0; b], m 2 [0; 1] et tout t 2 ]0; 1[.

Dé�nition 1.22 ([31]) Soit h : J � R! R une fonction positive. On dit que f : [0; b]!

R est une fonction (h-m)-convexe, si f est positive, de plus

f (tx+m (1� t) y) � h (t) f(x) +mh (1� t) f (y)

est satisfaite pour tout x; y 2 [0; b], m 2 [0; 1] et tout t 2 ]0; 1[.

Dé�nition 1.23 ([28]) Soit h : J � R ! R. Une fonction f : [0; b] ! R est dite

(�;m; h)-convexe, si

f (tx+m (1� t) y) � h (t�) f(x) +mh (1� t�) f (y)

est satisfaite pour tout x; y 2 [0; b]; (�;m) 2 ]0; 1]� ]0; 1] et tout t 2 [0; 1].
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Dé�nition 1.24 ([43]) Une fonction f : I � R! R est dite (�; s;m)-convexe pour des

certains nombre �xés s 2 [�1; 1] et �;m 2]0; 1], si

f(tx+m(1� t)y) � t�sf(x) +m(1� t�)sf(y)

est satisfaite pour tout x; y 2 I et tout t 2 ]0; 1[.

1.0.2 Convexité généralisée

Le concept de fonctions préinvexes est une généralisation du concept de convexité

classique, ce dernier a été introduit par Hanson [15].

Dans ce qui suit, nous considérons que le sous-ensemble K � R et les fonctions

f : K ! R et � : K �K ! R.

Dé�nition 1.25 ([42]) Un ensemble K est dit invexe au point x par rapport à �, si

x+ t� (y; x) 2 K

est satisfaite pour tout x; y 2 K et tout t 2 [0; 1].

Remarque 1.1 K est dit un ensemble invexe par rapport à �, si K est invexe en chaque

point x 2 K.

Dé�nition 1.26 ([42]) Une fonction f sur l�ensemble invexe K est dite préinvexe par

rapport à �, si

f (x+ t� (y; x)) � (1� t) f (x) + tf(y)

est satisfaite pour tout x; y 2 K et tout t 2 [0; 1].

Dé�nition 1.27 ([40]) Une fonction positive f sur l�ensemble invexe K � [0;1[ est

dite s-préinvexe au second sens par rapport à �, pour un certain nombre �xé s 2 ]0; 1], si

f (x+ t� (y; x)) � (1� t)sf (x) + tsf(y)
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est satisfaite pour tout x; y 2 K et tout t 2 [0; 1].

Condition C [25]. Soit K � R un ensemble invexe par rapport à �, alors pour tout

a; b 2 K et tout t 2 [0; 1], on a

� (a; a+ t�(b; a)) = ��(b; a) et � (a; b+ t�(a; b)) = (1� t) � (a; b) :

Remarque 1.2 Il s�ensuit de la Condition C

� (a+ t2�(b; a); a+ t1�(b; a)) = (t2 � t1) � (b; a)

pour tout a; b 2 K et tout t1; t2 2 [0; 1].

1.0.3 Quelques fonctions spéciales

Fonction gamma

La fonction gamma d�Euler est une fonction complexe, considérée comme une fonction

spéciale. Elle prolonge la fonction factorielle sur l�ensemble des nombres complexes à

l�exception des entiers négatifs, et est dé�nie comme suit

Dé�nition 1.28 ([4]) Pour tout nombre complexe z tel que Re(z) > 0, on dé�nit la

fonction suivante, appelée fonction gamma comme suit

�(z) =

1Z
0

e�ttz�1dt:

Remarque 1.3 Pour z 2 N, on a �(z) = (z � 1)! = 1� 2� 3� :::� (z � 1).
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Fonction bêta

Dé�nition 1.29 ([33]) La fonction bêta d�Euler est dé�nie pour tout nombres complexes

x et y de parties réelles strictement positives par

B (x; y) =

1Z
0

tx�1 (1� t)y�1 dt:

Remarque 1.4 La relation entre la fonction gamma et la fonction bêta est la suivante

B (x; y) = �(x)�(y)
�(x+y)

:

1.0.4 Quelques classes de fonctions

Dé�nition 1.30 ([10]) Soit f : I ! R une fonction continue, f est dite bornée sur [a; b],

s�il existe �1 < m < M < +1 telle que pour tout x 2 [a; b], on a

m � f (x) �M:

Dé�nition 1.31 ([35]) Soit f : I ! R. On dit que f est une fonction lipschitzienne de

rapport k > 0 si pour tout x; y 2 I, on a

jf (x)� f (y)j � k jx� yj :

1.1 Calcul fractionnaire

L�histoire de la dérivée d�ordre non entier s�étale de la �n du 17 �eme siècle jusqu�à nos

jours. Les spécialistes s�accordent pour faire remonter son début à la �n de l�année 1695,

quand de L�Hôpital (aussi orthographié de L�Hospital) a soulevé une question à Leibniz

en s�interrogeant sur la signi�cation de d
ny
dxn

lorsque n = 1
2
. Leibniz, dans sa réponse voulut

engager une ré�exion sur une possible théorie de la dérivation non entière, et a répondu
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à L�Hospital : �... cela conduirait à un paradoxe ...�. Il a fallu attendre les années 1990

pour voir apparaître les premières conséquences utiles. La première tentative sérieuse

de donner une dé�nition logique pour la dérivée fractionnaire est due à Liouville qui a

publié neuf documents dans ce sujet entre 1832 et 1837. Indépendamment, Riemann a

proposé une approche qui s�est avérée essentiellement celle de Liouville, et c�est pourquoi

elle porte le non �Approche de Riemann-Liouville�. Plus tard, d�autres théories on fait

leurs apparitions comme celle de Grünwald-Leitnikov, de Weyl et de Caputo etc. Cette

théorie n�a cessé d�attirer l�attention des chercheurs compte tenu de l�étendue de son

champ d�application en traitement d�images, biologie, génie civil, mécanique et équations

di¤érentielles.

1.1.1 Dérivation fractionnaire au sens de Caputo

Dé�nition 1.32 ([18]) Soit � > 0 et � =2 f1; 2; 3; :::g ; n = [�] + 1; f 2 ACn [a; b] qui est

l�espace des fonctions ayant nth dérivées absolument continues. Le côté droit et le côté

gauche des dérivées fractionnaires de Caputo d�ordre � sont dé�nis comme suit

(cD�
a+f) (x) =

1
�(n��)

xR
a

(x� t)n���1 f (n) (t) dt; x > a;

et

(cD�
b�f) (x) =

(�1)n
�(n��)

bR
x

(t� x)n���1 f (n) (t) dt; b > x:

Si � = n 2 f1; 2; 3; :::g et la dérivée usuelle f (n) (x) d�ordre n existe, alors la dérivée frac-

tionnaire de Caputo
�
cD�

a+f
�
(x) coïncide avec f (n) (x) tandis que

�
cD�

b�f
�
(x) coïncide

avec f (n) (x) avec exactitude à un multiplicateur constant (�1)n. En particulier on a pour

n = 1 et � = 0 �
cD0

a+f
�
(x) =

�
cD0

b�f
�
(x) = f (x) :
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1.1.2 Inégalité de Hölder

Théorème 1.1 ([22]) Soient f et g sont deux fonctions réelles dé�nies sur [a; b] où a <

b, telle que jf j et jgj sont des fonctions p-intégrable et q-intégrable sur [a; b] respectivement

où p; q > 1 tel que 1
p
+ 1

q
= 1, alors

bZ
a

jf (x) g (x)j dx �

0@ bZ
a

jf (x)jp dx

1A
1
p
0@ bZ

a

jg (x)jq dx

1A
1
q

:

Théorème 1.2 ([3]) Soient x = (xi)i=1;2;:::;n et p = (pi)i=1;2;:::;n deux n-uplets stricte-

ment positives et soit q 2 R [ f�1;+1g, l�inégalité des moyens d�ordre q pondérés par

p est dé�nie par

M [q]
n =

8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

0@ 1
nP
k=1

pk

nP
i=1

pix
q
i

1A 1
q

pour q 6= �1; 0;+1;

�
n

�
i=1
xpii

� nP
k=1

pk

pour q = 0;

min (x1; x2; :::; xn) pour q = �1;

max (x1; x2; :::; xn) pour q = +1:

De plus, on a

M [q]
n �M [r]

n ;

pour �1 � q < r � +1.

Théorème 1.3 ([3]) La version intégrale du Théorème 1.2 est : pour q � 1 et si jf jp et

jgjq sont intégrables sur [a; b], alors

Z b

a

jf (x) g (x)j dx �
�Z b

a

jf (x)j dx
�1� 1

q
�Z b

a

jf (x)j jg (x)jq dx
� 1

q

:

13



1.1.3 Quelques identités intégrales importantes

Lemme 1.1 ([19]) Soit f : I � R! R une fonction di¤érentiable sur I�, a; b 2 I� avec

a < b, et soit w : [a; b] ! R une fonction positive et symétrique par rapport à a+b
2
. Si

f 0; w 2 L ([a; b]), alors

1
8(b�a)

�
f (a) + 6f

�
a+b
2

�
+ f (b)

� bZ
a

w (x) dx� 1
b�a

bZ
a

w (x) f (x) dx

= b�a
4

0@ 1Z
0

p1 (t) f
0 �ta+ (1� t) a+b

2

�
dt

+

1Z
0

p2 (t) f
0 �ta+b

2
+ (1� t) b

�
dt

1A ;
où

p1 (t) =
3
4

1Z
0

w
�
sa+ (1� s) a+b

2

�
ds�

tZ
0

w
�
sa+ (1� s) a+b

2

�
ds;

et

p2 (t) =
1
4

1Z
0

w
�
sa+b
2
+ (1� s) b

�
ds�

tZ
0

w
�
sa+b
2
+ (1� s) b

�
ds:

Preuve. En intégrant par partie et en faisant le changement de variable x = sa +

(1� s) a+b
2
, on obtient

I1 =

1Z
0

p1 (t) f
0 �ta+ (1� t) a+b

2

�
dt

=

1Z
0

0@3
4

1Z
0

w
�
sa+ (1� s) a+b

2

�
ds

�
tZ
0

w
�
sa+ (1� s) a+b

2

�
ds

1A f 0 �ta+ (1� t) a+b
2

�
dt

14



= �2
b�a

0@3
4

1Z
0

w
�
sa+ (1� s) a+b

2

�
ds

�
tZ
0

w
�
sa+ (1� s) a+b

2

�
ds

1A f �ta+ (1� t) a+b
2

�������
1

0

� 2
b�a

1Z
0

w
�
ta+ (1� t)a+b

2

�
f
�
ta+ (1� t)a+b

2

�
dt

= �2
b�a
�
�1
4
f(a)� 3

4
f
�
a+b
2

�� 1Z
0

w
�
sa+ (1� s)a+b

2

�
ds

� 2
b�a

1Z
0

w
�
ta+ (1� t)a+b

2

�
f
�
ta+ (1� t)a+b

2

�
dt

= 1
(b�a)2

�
f(a) + 3f(a+b

2
)
� a+b

2Z
a

w(x)dx� 4
(b�a)2

a+b
2Z
a

w(x)f(x)dx:

De même, on a

I2 =

1Z
0

p2 (t) f
0 �ta+b

2
+ (1� t) b

�
dt

= �2
b�a

0@1
4

1Z
0

w
�
sa+b
2
+ (1� s) b

�
ds

�
tZ
0

w
�
sa+b
2
+ (1� s) b

�
ds

1A f �ta+b
2
+ (1� t) b

�������
1

0

� 2
b�a

1Z
0

w
�
ta+b
2
+ (1� t)b

�
f
�
ta+b
2
+ (1� t) b

�
dt

= 1
(b�a)2

�
3f(a+b

2
) + f(b)

� bZ
a+b
2

w(x)dx� 4
(b�a)2

bZ
a+b
2

w(x)f(x)dx:

15



Puisque w(x) est symétrique par rapport à a+b
2
, on a

a+b
2Z
a

w(x)dx =

bZ
a+b
2

w(x)dx = 1
2

bZ
a

w(x)dx:

Ainsi, nous avons

b�a
4
(I1 + I2)

= 1
8(b�a)

�
f(a) + 6f

�
a+b
2

�
+ f(b)

� bZ
a

w(x)dx� 1
b�a

bZ
a

w(x)f(x)dx:

Ce qui complète la preuve.

Lemme 1.2 ([12]) Soit g : [a; b] ! R, a < b, une fonction telle que g 2 Cn ([a; b]). Si

g(n) est symétrique par rapport à a+b
2
, alors on a

(cD�
a+g) (b) = (�1)

n (cD�
b�g) (a) =

1
2
[(cD�

a+g) (b) + (�1)
n (cD�

b�g) (a)] :

Preuve. Par symétrie de g(n) on a g(n) (a+ b� x) = g(n) (x), où x 2 [a; b]. Ainsi on a

(cD�
a+g) (b) = 1

�(n��)

bZ
a

g(n)(x)

(b�x)��n+1dx

= 1
�(n��)

bZ
a

g(n)(a+b�x)
(x�a)��n+1 dx

= 1
�(n��)

bZ
a

g(n)(x)

(x�a)��n+1dx

= (�1)n (cD�
b�g) (a) :

D�où l�égalité requise.

Lemme 1.3 ([12]) Soit f : [a; b]! R, 0 � a < b, une fonction telle que f 2 Cn+1 ([a; b]),

16



et f (n+1) (x) > 0 pour tout x 2 [a; b]. Si f (n+1) est convexe, alors l�égalité suivante pour

les dérivées fractionnaires de Caputo est satisfaite

f (n)(a)+f (n)(b)
2

� �(n��+1)
2(b�a)n�� [(

cD�
a+f) (b) + (�1)

n (cD�
b�f) (a)]

= b�a
2

1R
0

�
(1� t)n�� � tn��

�
f (n+1) (ta+ (1� t) b) dt: (1.1)

Preuve. Il est clair que

b�a
2

1R
0

�
(1� t)n�� � tn��

�
f (n+1) (ta+ (1� t) b) dt

= b�a
2

1R
0

�
(1� t)n��

�
f (n+1) (ta+ (1� t) b) dt

� b�a
2

1R
0

tn��f (n+1) (ta+ (1� t) b) dt: (1.2)

Par un simple calcul, on a

b�a
2

1R
0

(1� t)n�� f (n+1) (ta+ (1� t) b) dt

= b�a
2

�
f (n)(b)
b�a � (n� �)

bR
a

�
x�a
b�a
�n���1 f (n)(x)

b�a dx

�
= f (n)(b)

2
� �(n��+1)

2(b�a)n�� (�1)
n (cD�

b�f) (a) : (1.3)

De même, on a

� b�a
2

1R
0

tn��f (n+1) (ta+ (1� t) b) dt

= b�a
2

�
f (n)(a)
b�a � (n� �)

bR
a

�
b�x
b�a
�n���1 f (n)(x)

b�a dx

�
= f (n)(a)

2
� �(n��+1)

2(b�a)n�� (
cD�

a+f) (b) : (1.4)

En substituant (1.3) et (1.4) dans (1.2) nous obtenons (1.1).

17



Chapitre 2

Inégalités intégrales de type

Hermite-Hadamard

Nous rappelons la fameuse inégalité d�Hermite-Hadamard pour les fonctions convexes,

puis nous énonçons quelques-unes de ses généralisations.

Théorème 2.1 ([14; 16]) Soit f : [a; b]! R, une fonction convexe, alors

f
�
a+b
2

�
� 1

b�a

bZ
a

f(x)dx � f(a)+f(b)
2

: (2.1)

Dragomir et Fitzpatrick, ont établi une généralisation de l�inégalité (2.1) pour les

fonctions s-convexes, comme suit

Théorème 2.2 ([7]) Supposons que f : [0;1[ ! [0;1[ est une fonction s-convexe au

second sens, où s 2 ]0; 1] et a; b 2 [0;1[ telle que a < b. Si f 2 L([a; b]), alors l�inégalité

suivante à lieu

2s�1f
�
a+b
2

�
� 1

b�a

bZ
a

f (x) dx � f(a)+f(b)
s+1

: (2.2)

Dragomir et Agarwal, ont donné l�inégalité suivante liée à l�inégalité (2.1), connue

sous le nom d�inégalité trapézoïdale (ou inégalité des trapèzes), donnée par le théorème

18



suivant

Théorème 2.3 ([6]) Soit f : I� � R! R une application di¤érentiable sur I�, a; b 2 I�

avec a < b. Si jf 0j est convexe sur [a; b], alors l�inégalité suivante est satisfaite

������f(a)+f(b)2
� 1

b�a

bZ
a

f (x) dx

������ � (b�a)(jf 0(a)j+jf 0(b)j)
8

: (2.3)

Barani et ses collaborateurs, ont établi l�analogue préinvexe de l�inégalité (2.3) comme

suit

Théorème 2.4 ([1]) Soit A � R un sous-ensemble invexe ouvert par rapport à � : A�

A ! R. Supposons que f : A ! R est une fonction di¤érentiable. Si jf 0j est préinvexe

sur A alors, pour tout a; b 2 A avec �(a; b) 6= 0 l�inégalité suivante est satisfaite

������f(b)+f(b+�(a;b))2
� 1

�(a;b)

b+�(a;b)Z
b

f (x) dx

������ � j�(a;b)j(jf 0(a)j+jf 0(b)j)
8

:

L�inégalité suivante est connue dans la littérature sous le nom d�inégalité de Simpson

Théorème 2.5 ([8]) Soit f est une fonction 4 fois continûment di¤érentiable sur ]a; b[

dont la dérivée quatrième est bornée, alors����16 �f (a) + 4f �a+b2 �+ f (b)�� 1
b�a

Z b

a

f (x) dx

���� � 1
2880

(b� a)4
f (4)1 ;

est satisfaite, où
f (4)1 = sup

x2]a;b[

��f (4) (x)��.
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2.1 Inégalités intégrales de type Simpson pondérées

pour les fonctions (�;m; h)-convexes

les résultats suivants ont été établis par Luo et ses collaborateurs (voir [19]), dans ce

qui suit nous notons par kwk[a;b];1 = sup
x2[a;b]

jw(x)j où w : [a; b] �! R est une fonction

continue.

Théorème 2.6 ([19]) Soit f : R0 = [0;1[ ! R une fonction di¤érentiable sur R0 telle

que f 0 2 L ([a; b]), et soit w : [a; b]! R une fonction continue et symétrique par rapport

à a+b
2
, où a; b 2 R0, a < b. Si jf 0jq pour q � 1 est (�;m; h)-convexe sur

�
0; b

m

�
pour des

certains nombres �xés (�;m) 2 ]0; 1]� ]0; 1], alors

������ 1
8(b�a)

�
f(a) + 6f

�
a+b
2

�
+ f(b)

� bZ
a

w(x)dx� 1
b�a

bZ
a

w(x)f(x)dx

������
� b�a

4
kwk[a;b];1

�
5
16

�1� 1
q

�
 �

1R
0

��3
4
� t
�� �h (t�) jf 0(a)jq + h (1� t�)m ��f 0 �a+b

2m

���q� dt� 1q
+

�
1R
0

��1
4
� t
�� �h (t�) ��f 0(a+b

2
)
��q + h (1� t�)m ��f 0 � b

m

���q� dt� 1q! : (2.4)

Preuve. En appliquant le Lemme 1.1 et en utilisant le fait que

kwk
[a;
a+b
2
];1
= kwk

[
a+b
2
;b];1

� kwk[a;b];1 ;

on obtient ������ 1
8(b�a)

�
f(a) + 6f

�
a+b
2

�
+ f(b)

� bZ
a

w(x)dx� 1
b�a

bZ
a

w(x)f(x)dx

������
� b�a

4

�
1R
0

����34 1R
0

w
�
sa+ (1� s) a+b

2

�
ds�

tR
0

w
�
sa+ (1� s) a+b

2

�
ds

����
�
��f 0 �ta+ (1� t) a+b

2

��� dt
20



+
1R
0

����14 1R
0

w
�
sa+b
2
+ (1� s) b

�
ds�

tR
0

w
�
sa+b
2
+ (1� s) b

�
ds

����
�
��f 0 �ta+b

2
+ (1� t) b

��� dt�
� b�a

4
kwk[a;b];1

�
1R
0

����34 1R
0

ds�
tR
0

ds

���� ��f 0 �ta+ (1� t) a+b2 ��� dt
+

1Z
0

������14
1Z
0

ds�
tZ
0

ds

������ ��f 0 �ta+b2 + (1� t) b
��� dt

1A
= b�a

4
kwk[a;b];1

�
1R
0

��3
4
� t
�� ��f 0 �ta+ (1� t) a+b

2

��� dt
+

1R
0

��1
4
� t
�� ��f 0 �ta+b

2
+ (1� t) b

��� dt� : (2.5)

En utilisant l�inégalité des moyennes de puissances, on obtient������ 1
8(b�a)

�
f(a) + 6f

�
a+b
2

�
+ f(b)

� bZ
a

w(x)dx� 1
b�a

bZ
a

w(x)f(x)dx

������
� b�a

4
kwk[a;b];1

�
 �

1R
0

��3
4
� t
�� dt�1� 1

q
�
1R
0

��3
4
� t
�� ��f 0 �ta+ (1� t) a+b

2

���q dt� 1
q

+

�
1R
0

��1
4
� t
�� dt�1� 1

q
�
1R
0

��1
4
� t
�� ��f 0 �ta+b

2
+ (1� t) b

���q dt� 1
q

!

= b�a
4

�
5
16

�1� 1
q kwk[a;b];1

 �
1R
0

��3
4
� t
�� ��f 0 �ta+ (1� t) a+b

2

���q dt� 1
q

+

�
1R
0

��1
4
� t
�� ��f 0 �ta+b

2
+ (1� t) b

���q dt� 1
q

!
; (2.6)

où, nous avons utilisé le fait que

1R
0

��1
4
� t
�� dt = 1R

0

��3
4
� t
�� dt = 5

16
: (2.7)
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De la (�;m; h)-convexité de jf 0jq sur
�
0; b

m

�
, on a

��f 0 �ta+ (1� t) a+b
2

���q � h (t�) jf 0(a)jq + h (1� t�)m ��f 0 �a+b
2m

���q ; (2.8)

et ��f 0 �ta+b
2
+ (1� t) b

���q � h (t�) ��f 0(a+b
2
)
��q + h (1� t�)m ��f 0 � b

m

���q : (2.9)

En remplaçant (2.8) et (2.9) dans (2.6), nous obtenons le résultat souhaité.

Corollaire 2.1 ([19]) Si on prend q = 1, le Théorème 2.6, devient

������ 1
8(b�a)

�
f(a) + 6f

�
a+b
2

�
+ f(b)

� bZ
a

w(x)dx� 1
b�a

bZ
a

w(x)f(x)dx

������
� b�a

4
kwk[a;b];1

�
1R
0

��3
4
� t
�� �h (t�) jf 0(a)j+ h (1� t�)m ��f 0 �a+b

2m

���� dt
+

1R
0

��1
4
� t
�� �h (t�) ��f 0(a+b

2
)
��+ h (1� t�)m ��f 0 � b

m

���� dt� :
Théorème 2.7 ([19]) Sous les hypothèses du Théorème 2.6, on a

������ 1
8(b�a)

�
f(a) + 6f

�
a+b
2

�
+ f(b)

� bZ
a

w(x)dx� 1
b�a

bZ
a

w(x)f(x)dx

������
� b�a

4
kwk[a;b];1

�
5
16

�1� 1
q

�
 �

1R
0

�
h
�
1�

�
1�t
2

���
m
��f 0 � a

m

���q + h ��1�t
2

��� jf 0 (b)jq� dt� 1q
+

�
1R
0

�
h
��

t
2

��� jf 0 (a)jq + h �1� � t
2

���
m
��f 0 � b

m

���q� dt� 1q! : (2.10)
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Preuve. En utilisant le fait que ta+(1� t) a+b
2
=
�
1� 1�t

2

�
a+ 1�t

2
b et de la (�;m; h)-

convexité de jf 0jq sur
�
0; b

m

�
, on a

��f 0 �ta+ (1� t) a+b
2

���q
=

��f 0 ��1� 1�t
2

�
a+ 1�t

2
b
���q

� h
�
1�

�
1�t
2

���
m
��f 0 � a

m

���q + h ��1�t
2

��� jf 0 (b)jq ; (2.11)

de même, on a

��f 0 �ta+b
2
+ (1� t) b

���q
� h

��
t
2

��� jf 0 (a)jq + h �1� � t
2

���
m
��f 0 � b

m

���q : (2.12)

En remplaçant (2.11) et (2.12) dans (2.6) nous obtenons l�inégalité requise.

Le résultat suivant traite le cas où jf 0jq est (�;m; h)-convexe où q > 1.

Théorème 2.8 ([19]) Soit f : R0 = [0;+1[! R une fonction di¤érentiable sur R0,telle

que f 0 2 L ([a; b]), et soit w : [a; b]! R une fonction continue et symétrique par rapport

à a+b
2
, où a; b 2 R0, a < b. Si jf 0jq pour q > 1 est (�;m; h)-convexe sur

�
0; b

m

�
pour des

certains nombres �xés (�;m) 2 ]0; 1]� ]0; 1], alors

������ 1
8(b�a)

�
f(a) + 6f

�
a+b
2

�
+ f(b)

� bZ
a

w(x)dx� 1
b�a

bZ
a

w(x)f(x)dx

������
� b�a

4
kwk[a;b];1Q

1� 1
q

 �
1R
0

�
h (t�) jf 0(a)jq + h (1� t�)m

��f 0 �a+b
2m

���q� dt� 1q
+

�
1R
0

�
h (t�)

��f 0(a+b
2
)
��q + h (1� t�)m ��f 0 � b

m

���q� dt� 1q! ; (2.13)

où

Q = (q�1)(3(2q�1)=(q�1)+1)
(2q�1)22(2q�1)=(q�1) :
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Preuve. En utilisant l�inégalité de Hölder pour (2.5), on obtient

1R
0

��3
4
� t
�� ��f 0 �ta+ (1� t) a+b

2

��� dt
+
1R
0

��1
4
� t
�� ��f 0 �ta+b

2
+ (1� t) b

��� dt
�

 �
1R
0

��3
4
� t
�� q
q�1 dt

�1� 1
q
�
1R
0

��f 0 �ta+ (1� t) a+b
2

���q dt� 1q
+

�
1R
0

��1
4
� t
�� q
q�1 dt

�1� 1
q
�
1R
0

��f 0 �ta+b
2
+ (1� t) b

���q dt� 1q! : (2.14)

Substituons (2.8) et (2.9) dans (2.14), et utilisons la quantité ci-dessous

1R
0

��3
4
� t
�� q
q�1 dt =

1R
0

��1
4
� t
�� q
q�1 dt = (q�1)(3(2q�1)=(q�1)+1)

(2q�1)22(2q�1)=(q�1) = Q

on obtient l�inégalité (2.13). La preuve est ainsi achevée.

Théorème 2.9 ([19]) Sous les hypothèses du Théorème 2.8, on a

������ 1
8(b�a)

�
f(a) + 6f

�
a+b
2

�
+ f(b)

� bZ
a

w(x)dx� 1
b�a

bZ
a

w(x)f(x)dx

������
� b�a

4
kwk[a;b];1Q

1� 1
q

�
 �

1R
0

�
h
�
1�

�
1�t
2

���
m
��f 0 � a

m

���q + h ��1�t
2

��� jf 0 (b)jq� dt� 1q
+

�
1R
0

�
h
��

t
2

��� jf 0 (a)jq + h �1� � t
2

���
m
��f 0 � b

m

���q� dt� 1q! : (2.15)

Preuve. La preuve du Théorème 2.9 est analogue à celle du Théorème 2.7 en rem-

plaçant ta+ (1� t) a+b
2
par 1+t

2
a+ 1�t

2
b et a+b

2
t+ (1� t) b par t

2
a+

�
1� t

2

�
b.

Théorème 2.10 ([19]) Soit f : R0 = [0;+1[ ! R une fonction di¤érentiable sur R0,

telle que f 0 2 L ([a; b]), et soit w : [a; b] ! R une fonction continue et symétrique par
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rapport à a+b
2
, où a; b 2 R0, a < b. Si jf 0jq est (�;m; s)-convexe sur

�
0; b

m

�
pour des

certains nombres �xés (�;m) 2 ]0; 1]� ]0; 1], q; p > 1 et p�1 + q�1 = 1, alors

������ 1
8(b�a)

�
f(a) + 6f

�
a+b
2

�
+ f(b)

� bZ
a

w(x)dx� 1
b�a

bZ
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w(x)f(x)dx

������
� b�a

4
kwk[a;b];1

�
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� 1
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�
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jf 0(a)jq +
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21�s � 1
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�
m
��f 0 �a+b

2m

���q� 1q
+
�

1
1+s�

��f 0(a+b
2
)
��q + �21�s � 1

1+s�

�
m
��f 0 � b

m

���q� 1q� : (2.16)

Preuve. Puisque jf 0jq est (�;m; s)-convexe sur
�
0; b

m

�
, et en utilisant l�inégalité de

Hölder pour (2.5), on obtient

������ 1
8(b�a)

�
f(a) + 6f

�
a+b
2

�
+ f(b)

� bZ
a

w(x)dx� 1
b�a

bZ
a

w(x)f(x)dx

������
� b�a

4
kwk[a;b];1

 �
1R
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��3
4
� t
��p dt� 1

p
�
1R
0

��f 0 �ta+ (1� t) a+b
2

���q dt� 1q
+

�
1R
0

��1
4
� t
��p dt� 1

p
�
1R
0

��f 0 �ta+b
2
+ (1� t) b

���q dt� 1q!

� b�a
4
kwk[a;b];1

�
1+3p+1

(p+1)4p+1

� 1
p

�
 �
jf 0(a)jq

1R
0

t�sdt+m
��f 0 �a+b

2m

���q 1R
0

(1� t�)s dt
� 1
q

+

���f 0(a+b
2
)
��q 1R

0

t�sdt+m
��f 0 � b

m

���q 1R
0

(1� t�)s dt
� 1
q

!
: (2.17)

En utilisant l�inégalité (1� t�)s � 21�s � ts� pour t 2 [0; 1] avec un certain nombre �xé

� 2]0; 1] et s 2 [0; 1], on a

1R
0

(1� t�)s dt �
1R
0

�
21�s � ts�

�
dt = 21�s � 1

1+s�
: (2.18)
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Aussi on a
1R
0

t�sdt = 1
1+s�

: (2.19)

Le résultat voulu découle par substitution de (2.18) et (2.19) dans (2.17). La preuve est

ainsi terminée.

Nous allons maintenant discuter le cas où la dérivée f 0 de la fonction considérée est

bornée.

Théorème 2.11 ([19]) Soit f : I � R ! R une fonction di¤érentiable sur I�, et soit

a; b 2 I�, tels que a < b et w : [a; b]! R une fonction continue et symétrique par rapport

à a+b
2
. On suppose que f 0 est intégrable sur [a; b] et qu�il existe deux constantes m < M

telles que �1 < m � f 0 (x) �M < +1 pour tout x 2 [a; b], alors

������ 1
8(b�a)

�
f(a) + 6f

�
a+b
2

�
+ f(b)

� bZ
a

w(x)dx� 1
b�a

bZ
a

w(x)f(x)dx

� (b�a)(m+M)
8

24 1Z
0

p1 (t) dt+

1Z
0

p2 (t) dt

35������
� 5(b�a)(M�m)

64
kwk[a;b];1 ; (2.20)

où p1 (t) et p2 (t) sont dé�nies dans le Lemme 1.1.
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Preuve. D�après le Lemme 1.1, on a

1
8(b�a)

�
f(a) + 6f

�
a+b
2

�
+ f(b)

� bZ
a

w(x)dx� 1
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= b�a
4

0@ 1Z
0

p1 (t)
�
f 0
�
ta+ (1� t) a+b

2

�
� m+M

2
+ m+M

2

�
dt

+

1Z
0

p2 (t)
�
f 0
�
ta+b
2
+ (1� t) b

�
� m+M

2
+ m+M

2

�
dt

1A
= b�a

4

0@ 1Z
0

p1 (t)
�
f 0
�
ta+ (1� t) a+b

2

�
� m+M

2

�
dt

+

1Z
0

p2 (t)
�
f 0
�
ta+b
2
+ (1� t) b

�
� m+M

2

�
dt

1A
+ (b�a)(m+M)

8

0@ 1Z
0
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p2 (t) dt
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Donc

T := 1
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2

�
+ f(b)
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�
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�
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2
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�
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2

�
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Par conséquent

jT j � b�a
4
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0

jp1 (t)j
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Puisque f 0 satisfait �1 < m � f 0 (x) �M < +1, on obtient

m� m+M
2

� f 0 (x)� m+M
2

�M � m+M
2
;

ce qui implique que ��f 0 (x)� m+M
2

�� � M�m
2
:

En utilisant la symétrie de w par rapport à a+b
2
, on obtient

jT j � (b�a)(M�m)
8
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ds�
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0

ds
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1A

� 5(b�a)(M�m)
64

kwk[a;b];1 :

La preuve est ainsi achevée.
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Le résultat ci-dessous traite le cas où la dérivée f 0 de la fonction considérée satisfait

à la condition de Lipschitz.

Théorème 2.12 ([19]) Soit f : I � R ! R une fonction di¤érentiable sur I�, et soit

a; b 2 I�, tels que a < b et w : [a; b]! R une fonction continue et symétrique par rapport

à a+b
2
. On suppose que f 0 est intégrable sur [a; b] et satisfait à la condition de Lipschitz

pour un certain L > 0, alors���� 1
8(b�a)

�
f(a) + 6f

�
a+b
2

�
+ f(b)

� bR
a

w(x)dx� 1
b�a

bR
a

w(x)f(x)dx

� b�a
4

�
f 0 (a)

1R
0

p1 (t) dt+ f
0 (b)

1R
0

p2 (t) dt

�����
� 41(b�a)2L

3:28
kwk[a;b];1 ; (2.21)

où p1 (t) et p2 (t) sont dé�nies dans le Lemme 1.1.

Preuve. D�après le Lemme 1.1, on a
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�
:
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Alors

R = 1
8(b�a)

�
f(a) + 6f

�
a+b
2

�
+ f(b)

� bZ
a

w(x)dx� 1
b�a

bZ
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4
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p2 (t)
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2
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1A :
Puisque f 0 satisfait à la condition de L-Lipschitzienne, on a

��f 0 �ta+ (1� t) a+b
2
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� f 0 (a)
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2
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2
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2
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8
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2
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��3
4
� t
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0

t
��1
4
� t
�� dt
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� 41(b�a)2L
3:28

kwk[a;b];1 :

La preuve est ainsi achevée.
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2.2 Inégalités de type trapèzes via les dérivées frac-

tionnaires de Caputo

Théorème 2.13 ([12]) Soit f : [a; b] ! R, 0 � a < b, une fonction telle que f 2

Cn+1 ([a; b]). Si
��f (n+1)�� est convexe sur [a; b], alors l�inégalité suivante pour les dérivées

fractionnaires de Caputo est satisfaite

���f (n)(a)+f (n)(b)2
� �(n��+1)

2(b�a)n�� [(
cD�

a+f) (b) + (�1)
n (cD�

b�f) (a)]
���

� b�a
2(n��+1)

�
1� 1

2n��

� ���f (n+1) (a)��+ ��f (n+1) (b)��� : (2.22)

Preuve. D�après le Lemme 1.3 et la convexité de
��f (n+1)��, on a
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= b�a
2

���f (n+1) (a)��+ ��f (n+1) (b)���
�

0@ 1
2R
0
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t (1� t)n�� � tn��+1
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dt+
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1
2

�
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�
1�

�
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�n��� ���f (n+1) (a)��+ ��f (n+1) (b)��� :
La preuve est ainsi achevée.
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Chapitre 3

Nouveaux résultats

Ce chapitre est entièrement consacré aux nouveaux résultats que nous avons dévelop-

pés et soumis pour une éventuelle publication. Dans la première section, nous traiterons

des inégalités pondérées de type Simpson pour des fonctions dont le module des dérivées

premières est quasi-convexe au moyen du Lemme 1.1 donné dans [19]. Cependant, dans

la deuxième section, nous traiterons des inégalités trapézoïdales fractionnaires pour les

fonctions s-préinvexes via des dérivées fractionnaires au sens de Caputo.

3.1 Inégalités pondérées de type Simpson pour les

fonctions quasi-convexes

Théorème 3.1 Soit f : [a; b] ! R une fonction di¤érentiable sur ]a; b[ telle que f 0 2

L ([a; b]) avec 0 � a < b, et soit w : [a; b] ! R une fonction continue et symétrique par

rapport à a+b
2
. Si jf 0j est quasi-convexe, alors on a

����18 �f (a) + 6f �a+b2 �+ f (b)�� bR
a

w (u) du

�
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w (u) f (u) du
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��� ; jf 0 (a)j	+max���f 0 �a+b
2

��� ; jf 0 (b)j	� :
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Preuve. En multipliant les deux membres de l�identité du Lemme 1.1 par (b� a), en

appliquant la valeur absolue aux deux membres de l�identité résultante, et en utilisant la

quasi-convexité de jf 0j, on a
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où nous avons utilisé le fait que

1R
0

��3
4
� t
�� dt = 1R

0

��1
4
� t
�� dt = 5

16
: (3.1)

La preuve est terminée.

Corollaire 3.1 Dans le Théorème 3.1, si on prend w(u) = 1
b�a , on obtient����18 �f (a) + 6f �a+b2 �+ f (b)�� 1

b�a

bR
a

f (u) du

����
� 5(b�a)

64

�
max

���f 0 �a+b
2

��� ; jf 0 (a)j	+max���f 0 �a+b
2

��� ; jf 0 (b)j	� :
Corollaire 3.2 Dans le Théorème 3.1, additionnellement si

1/ jf 0j est croissante, alors on a
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Théorème 3.2 Soit f : [a; b] ! R une fonction di¤érentiable sur ]a; b[ telle que f 0 2

L ([a; b]) avec 0 � a < b, et soit w : [a; b] ! R une fonction continue et symétrique par
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rapport à a+b
2
. Si jf 0jq est quasi-convexe où q > 1 avec p�1 + q�1 = 1, alors on a
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où nous avons utilisé le fait que
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�
1
4
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:

La preuve est terminée.

Corollaire 3.3 Dans le Théorème 3.2, si on prend w(u) = 1
b�a , on obtient����18 �f (a) + 6f �a+b2 �+ f (b)�� 1

b�a

bR
a

f (u) du
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� b�a
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2
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Corollaire 3.4 Dans le Théorème 3.2, additionnellement si

1/ jf 0j est croissante, alors on a

����18 �f (a) + 6f �a+b2 �+ f (b)�� bR
a

w (u) du

�
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a

w (u) f (u) du

����
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+
�
1
4

�p+1� 1
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���f 0 �a+b
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���+ jf 0 (b)j� :
2/ jf 0j est décroissante, alors on a
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jf 0 (a)j+

��f 0 �a+b
2

���� :
Théorème 3.3 Soit f : [a; b] ! R une fonction di¤érentiable sur ]a; b[ telle que f 0 2

L ([a; b]) avec 0 � a < b, et soit w : [a; b] ! R une fonction continue et symétrique par

rapport à a+b
2
. Si j f 0jq est quasi-convexe, où q � 1, alors on a

������18 �f (a) + 6f �a+b2 �+ f (b)�
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���q ; jf 0 (b)jq	� 1q� :
Preuve. D�après le Lemme 1.1, les propriétés de la valeur absolue, l�inégalité des

moyens d�ordre q, et la quasi-convexité de jf 0jq, on a

������18 �f (a) + 6f �a+b2 �+ f (b)�
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a
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2

���q ; jf 0 (b)jq	� 1q� ;
où nous avons utilisé (3.1). La preuve est terminée.

Corollaire 3.5 Dans le Théorème 3.3, si on prend w (u) = 1
b�a , on obtient����18 �f (a) + 6f �a+b2 �+ f (b)�� 1

b�a

bR
a

f (u) du
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� 5(b�a)
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Corollaire 3.6 Dans le Théorème 3.3, additionnellement si

1/ jf 0j est croissante, alors on a

������18 �f (a) + 6f �a+b2 �+ f (b)�
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2/ jf 0j est décroissante, alors on a

������18 �f (a) + 6f �a+b2 �+ f (b)�
0@ bZ
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a

w (u) f (u) du
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� 5(b�a)2
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Le résultat ci-dessous est vrai pour les fonctions hölderiennes

Théorème 3.4 Soit f : [a; b] ! R une fonction di¤érentiable sur ]a; b[ telle que f 0 2

L ([a; b]) avec 0 � a < b, et soit w : [a; b] ! R une fonction continue et symétrique par

rapport à a+b
2
. S�il existe H > 0 et 0 < r � 1 tel que jf 0 (x)� f 0 (y)j � H jx� yjr, alors

on a

j�j � H
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où
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Preuve. D�après le Lemme 1.1, on a
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Donc, d�après (3.3), on a
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où � est dé�nie par (3.2). En appliquant la valeur absolue aux deux côtés de (3.4), et en

utilisant le fait que f 0 est une fonction hölderienne, on a
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où nous avons utilisé la quantité ci-dessous

1R
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4
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�� (1� t)r dt = 1R

0

��1
4
� t
�� trdt = 1

4(r+1)(r+2)

�
1

2�4r + 3r + 2
�
:

La preuve est terminée.
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Remarque 3.1 Le Théorème 3.4 sera réduit en Théorème 3.2 de [19], si on prend r = 1

et on remplace H par L.

3.1.1 Applications à des moyens spéciaux

Nous examinons les moyens des nombres réels arbitraire a; b.

Le moyen arithmétique : A (a; b) = a+b
2
.

Le moyen p-Logarithmique : Lp (a; b) =
�
bp+1�ap+1
(p+1)(b�a)

� 1
p
, a; b > 0; a 6= b et p 2 R8 f0;�1g.

Proposition 3.1 Soit a; b 2 R avec 0 < a < b, alors on a

��A �a4; b4�+ 3A4 (a; b)� 4L44 (a; b)�� � 5(b�a)
4

��
a+b
2

�3
+ b3

�
:

Preuve. L�a¢ rmation découle du Théorème 3.1 avec w (u) = 1 appliqué à la fonction

f (x) = x4.

Proposition 3.2 Soit a; b 2 R avec 0 < a < b, alors on a

���A�pa;pb�+ 3A 1
2 (a; b)� 4L

1
2
1
2

(a; b)
��� � (b�a)

p
7

8
p
3

�
1p
a
+
q

2
a+b

�
:

Preuve. L�a¢ rmation découle du Théorème 3.2 avec w (u) = 1
b�a et q = 2, appliqué

à la fonction f (x) = 2
p
x.

3.2 Inégalités de type trapèzes pour les fonctions s-

préinvexes via les dérivées fractionnaires de Ca-

puto

Lemme 3.1 Soit f : [a; a+ � (b; a)]! R une fonction telle que f 2 Cn+1 ([a; a+ � (b; a)])

et f (n+1) 2 L ([a; a+ � (b; a)]) avec � (b; a) > 0, alors l�égalité suivante pour les dérivées
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fractionnaires de Caputo est satisfaite

f (n)(a)+f (n)(a+�(b;a))
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Preuve. Posons
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où
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En intégrant par parties I1, on obtient

I1 = 1
�(b;a)

f (n) (a+ � (b; a))� n��
�(b;a)

1R
0

tn���1f (n) (a+ t� (b; a)) dt

= 1
�(b;a)

f (n) (a+ � (b; a))� n��
(�(b;a))2

a+�(b;a)R
a

�
u�a
�(b;a)

�n���1
f (n) (u) du

= 1
�(b;a)

f (n) (a+ � (b; a))� (n��)�(n��)
(�(b;a))n��+1

(�1)n
�
cD�

(a+�(b;a))�
f
�
(a) : (3.6)

D�une manière similaire, on obtient
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En Substituant (3.6) et (3.7) dans (3.5), ensuite multipliant l�égalité résultante par �(b;a)
2

on obtient le résultat souhaité.
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Théorème 3.5 Soit f : [a; a+ � (b; a)]! R une fonction telle que f 2 Cn+1 ([a; a+ � (b; a)])

et � (b; a) > 0. Si
��f (n+1)�� est s-préinvexe pour un certain nombre �xé s 2]0; 1], alors l�in-
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où B est la fonction bêta.

Preuve. D�après le Lemme 3.1, les propriétés de la valeur absolue, et la s-préinvexité

de
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� ���f (n+1) (a)��+ ��f (n+1) (b)��� :

La preuve est terminée.
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Corollaire 3.7 Dans le Théorème 3.5, si on prend s = 1, on obtient����f (n)(a)+f (n)(a+�(b;a))2
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Corollaire 3.8 Dans le Théorème 3.5, si on choisit � (b; a) = b� a, on obtient
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Théorème 3.6 Soit f : [a; a+ � (b; a)]! R une fonction telle que f 2 Cn+1 ([a; a+ � (b; a)])

et � (b; a) > 0. Si
��f (n+1)��q est s-préinvexe pour un certain nombre �xé s 2 (0; 1] où

p; q > 1 avec p�1 + q�1 = 1, alors l�inégalité suivante pour les dérivées fractionnaires de
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Preuve. D�après le Lemme 3.1, les propriétés de la valeur absolue, l�inégalité de
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Hölder, et la s-préinvexité de jf 0jq, on a
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La preuve est terminée.

Corollaire 3.9 Dans le Théorème 3.6, si on prend s = 1, on obtient����f (n)(a)+f (n)(a+�(b;a))2
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:

Corollaire 3.10 Dans le Théorème 3.6, si on choisit � (b; a) = b� a, on obtient
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:
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De plus, si on prend s = 1, on obtient
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:

Théorème 3.7 Soit f : [a; a+ � (b; a)]! R une fonction telle que f 2 Cn+1 ([a; a+ � (b; a)])

et � (b; a) > 0. Si
��f (n+1)��q est s-préinvexe où q � 1 , alors l�inégalité suivante pour les

dérivées fractionnaires de Caputo est satisfaite����f (n)(a)+f (n)(a+�(b;a))2
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où B est la fonction bêta.

Preuve. D�après le Lemme 3.1, les propriétés de la valeur absolue, l�inégalité des

moyens d�ordre q, et la s-préinvexité de jf 0jq, on a
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La preuve est terminée.

Corollaire 3.11 Dans le Théorème 3.7, si on prend s = 1, on obtient����f (n)(a)+f (n)(a+�(b;a))2
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Corollaire 3.12 Dans le Théorème 3.7, si on choisit � (b; a) = b� a, on obtient
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Conclusion

La problématique de ce mémoire était d�étudier les inégalités intégrales fractionnaires

de type Hermite-Hadamard, et d�autre part essayer d�établir de nouvelles estimations

concernant ce genre d�inégalités.

Dans la première partie, nous avons rappelé certains types de convexité classique et

généralisée ainsi que certaines identités.

Dans la seconde partie nous avons étudié quelques inégalités de type Hermite-Hadamard

pondérées et fractionnaires.

Et dans la troisième partie nous avons discuté des nouveaux résultats concernant

les inégalités intégrales pondérées de type Simpson ainsi que les inégalités intégrales des

trapèzes via les dérivées fractionnaires au sens de Caputo. Ces résultats sont soumis pour

une éventuelle publication.
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