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Résumé en arabe



Résumé

Dans ce mémoire, nous appliquons la méthode de discrétisation de Rothe pour ’étude d’une
équation différentielle fractionnaire semi-linéaire. Aprés avoir construit le schéma d’approxima-
tion correspondant, nous utilisons quelques propriétés des semi-groupes pour démontrer les
estimations a priori nécessaires qui nous permettent d’établir ’existence et 'unicité de la solu-
tion forte. Par la suite, nous montrons la stabilité et la dépendance continue de la solution des
données initiales.

Mots clés : Méthode de Rothe, équation différentielle fractionnaire, estimations a priori,

solution forte.



Abstract

In this work, we apply Rothe’s discretization method for the study of a semi-linear fractional
differential equation. After having constructed the corresponding approximation scheme, we use
some properties of the semi-groups to prove the necessary a priori estimates which allow us to
establish the existence and the uniqueness of the strong solution. Thereafter, we show the
stability and the dependence of the solution on the initial data .

Keywords : Rothe’s method, fractional differential equation, a priori estimate, strong solu-

tion.



Chapitre 1

Introduction

La théorie des dérivées fractionnaires d’ordre non entier remonte & la fin de 'année 1695
quand L’Hospital a soulevé une question & Leibniz concernant le sens de la dérivée d’ordre un
demi. Depuis ce jour, plusieurs mathématiciens comme : Euler, Riemann, Liouville et d’autres,
ont montré leurs grand intérét pour ce nouveau domaine. La différenciation et I'intégration
fractionnaires sont la généralisation de la différenciation et l'intégration ordinaire & un ordre
non entier arbitraire. Ainsi, le calcul fractionnaire est devenu un outil puissant qui joue un
role important dans I’étude des oscillations non linéaires des tremblements de terre et dans la
modélisation de nombreux problémes. Les équations différentielles fractionnaires ont été ap-
pliquées & l’ingénierie, a la physique, aux problémes de traitement du signal et de dynamique
fractionnaire,...,. Récemment ils ont démontré que 'usage des nouveaux modeéles d’ordre frac-
tionnaire est plus adapté pour la description de la propriété de mémoire de plusieurs matériaux
et représente plus d’avantages par rapport aux modeéles classiques d’ordre entier dans lesquels
de tels effets sont en fait négligés [4,12].

Ce mémoire, est consacré a I’étude de ’existence et de 'unicité, d’une équation différentielle



fractionnaire semi-linéaire dans un espace de Banach X, définie par

DOu(t) + Au(t) = f(t,u(t)), t € (0,T], (1.1)

u(0) = wo, (1.2)

oi D0 < «a < 1) désigne la dérivée fractionnaire usuel de Riemann-Liouville d’ordre a, —
A : D(A) C X — X est le générateur infinitésimal d’'un Cj -semi-groupe de contractions
{S(t)}>0 dans X.

D(A) est le domaine de A et ug € D(A). f est une application continue de I x D(A) dans
X,oul=1[0,T], fo= f(0,up).

Les équations différentielles fractionnaires impliquant I'opérateur différentiel de Riemann-
Liouville d’ordre fractionnaire 0 < « < 1, sont d’une grande importance dans de nombreux
problémes physiques. Elles méritent donc une étude indépendante paralléle a la théorie bien
connue des équations différentielles ordinaires [8].

Zhou [28] a utilisé le théoréme du point fixe de Schauder pour établir I'existence et 1'unicité

des solutions du systéme d’équations différentielles fractionnaires suivant

D x(t) = f(t,x(t)),

z(to) = wo,

ou D¥(0 < a < 1) deésigne la dérivée fractionnaire de Caputo.

Depuis 1948, la théorie des semi-groupes et ses applications ont fait un grand progrés dans



I’analyse fonctionnelle des opérateurs. Ces résultats fondamentaux ont été obtenus par le mathé-
maticien américain E. HILLE. Par la suite, cette théorie a été largement étudiée par plusieurs
mathématiciens (K. Yosida,W. Feller et P. S. Phillips) dans le but de la généraliser et de la dé-
velopper pour des objectifs plus élargis. Ainsi, la théorie des semi-groupes est devenue un outil
indispensable dans un grand nombre de domaines de ’analyse moderne di a son réle important
dans les problémes d’évolution. La motivation essentielle de la théorie des semi-groupes réside
dans le fait qu’elle permet de généraliser le concept de la matrice de transition, connu dans le
cas des systémes de dimension finie, & des opérateurs défini sur des espaces de dimension infinie
[3,26].

Wang et Zhou [17] ont prouvé l'existence et 1'unicité d’une solution faible et ils ont établi
le controle optimal dans la a- norme en utilisant le calcul fractionnaire, la version singuliére
de l'inégalité de Gronwall et le théoréme du point fixe de Leray-Schauder pour les équations

d’évolution fractionnaires semi-linéaires suivantes

Dix(t) = —Axz(t) + f(t,z(t)), t € [0,T],

z(0) = o,

ot D7 est la dérivée fractionnaire de Caputo d’ordre 0 < ¢ < 1 —A : D(A) — X est le générateur

infinitésimal d’un semi-groupe analytique compact d’opérateurs linéaires uniformément bornés.
f:J x X4 — X est nue fonction localement Lipschitzienne continue dans X,. Ici X, =

D(A*)(0 < a < 1) est un espace de Banach de norme || z ||o=| A%z || pour =z € X,,.
L’approximation de dérivées fractionnaires est traitée dans la référence [12].

Dans ce mémoire, notre objectif est d’utiliser la méthode de Rothe, connue sous le nom de



méthode de semi-discrétisation en temps ou la méthode des lignes, pour prouver l'existence et
I'unicité de la solution forte d’une équation différentielle fractionnaire semi-linéaire et d’étudier
la dépendance continue de la solution des données initiales ainsi que la stabilité de la solution.

Depuis 1930, divers types classiques de probléme de valeur limite ont été étudiés par de
nombreux auteurs en utilisant la méthode de discrétisation en temps ou méthode de Rothe
comme en [14] et [20].

La méthode de discrétisation en temps est un outil trés efficace pour I’étude d’une solution
approximative et sa convergence vers la solution du probléme. Cette méthode a été utilisée par
de nombreux auteurs pour étudier les solutions des problémes de Cauchy abstraits avec des
conditions classiques. On trouve plus d’applications de la méthode de Rothe aux problémes aux
limites paraboliques, dans les références (7,11, 15,19, 22].

Dans la méthode de Rothe, nous remplacons la dérivée en temps par les quotients de dif-
férences correspondants et nous obtenons un systéme d’équations indépendant du temps. En
utilisant les propriétés des semi-groupes en particulier la m-accrétivité de 'opérateur, ces sys-
témes sont garantis d’avoir des solutions uniques. En utilisant ces solutions approximatives,
nous définissons les suites de Rothe. Aprés avoir prouvé quelques estimations a priori pour les
solutions approchées, nous prouvons la convergence de la suite de Rothe vers la solution unique
du probléme donné.

Ce mémoire est composé de quatre chapitres.

Nous commencons par une introduction générale.

Dans le second chapitre, nous rappelons quelques notions d’analyse fonctionnelle, calcul
fractionnaire ainsi que quelques lemmes et théorémes utiles.

Au troisiéme chapitre, nous donnons quelques définitions, théorémes et lemmes concernant



les semi-groupes qui ont été utilisé dans ce mémoire.

Dans le dernier chapitre, nous étudions I’existence et 'unicité de la solution forte de I’équa-
tion différentielle fractionnaire donnée. On commence par faire les hypothéses nécessaires, on
donne le concept précis de la solution forte et on traite la discrétisation de ’équation différen-
tielle fractionnaire semi-linéaire en utilisant la méthode de Rothe. Ensuite, on déduit quelques
estimations a priori des approximations et nous prouvons le résultat principal de ce travail.

Finalement, nous montrons 'unicité de la solution ainsi que la stabilité et la dépendance

continue de la solution des données initiales.
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Chapitre 2

Préliminaires

Le contenu de ce chapitre s’appuie sur quelques notions de bases fondamentales d’analyse
fonctionnelle, définitions élémentaires et théorémes essentiels. Le choix étant réduit aux défini-
tions et aux propriétés introduites dans ce mémoire.

La majorité des rappels énoncés dans ce chapitre sont tirés des références [10, 12, 24 et 25].

2.1 Espaces de Banach

Définition 2.1 Une application ||.| : X — Ry est une norme si elle vérifie les conditions

sutvantes :

|lul =0 < u=0,YVu e X.

Iull = A Jull, VA € R,u € X.

| Vv € Xt flutof| < luf| +[lof| -

Le couple (X, ||.||) est alors appelé un espace vectoriel normé.

Définition 2.2 (suite de Cauchy) On dit qu’une suite (uy) d’éléments d’un espace normé X

11



est une suite de Cauchy si elle vérifie la propriété suivante

Ve>0, ANEN; V(p,q) €N?, p>Net q> N = |lu, —uy| <e.

Remarque 2.1 Toute suite convergente est de Cauchy.

Définition 2.3 L’espace vectoriel normé (X, |.||) est dit complet si toute suite de Cauchy dans

X est convergente.

Définition 2.4 On appelle espace de Banach tout espace vectoriel normé et complet.

Définition 2.5 Soit X un espace vectoriel normé .L (.) est une forme linéaire continue sur X,
c’est a dire que u — L (u) est linéaire de X dans R et il existe C > 0 tel que |L (u)| < C ||ul|

pour tout u € X.

Définition 2.6 Soit X un espace vectoriel normé sur R. On appelle forme bilinéaire sur X
toute application

a: X xX—=R

(u,v) — a(u,v)

linéaire par rapport a chaque variable, de plus a(.,.) est continue, s’il existe M > 0 tel que

la (u,v)| < M ||u||||v|| pour tout u,v € X..

Définition 2.7 Soit X un espace de Banach et soit X* son dual(l’espace des formes linéaires

et continues sur X ).

12



Pour tout x € X on définit Uapplication de dualité J par
J(x) = {az* 12" € Xet{z",x) =|| = |*=| «* ||},

ot (z*,x) désigne la valeur de =* on .

Définition 2.8 Soit u une fonction définie d’un ensemble X dans un ensemble Y .

(u est continue en a) < (Ve > 0,30 > 0,Vz € X ||z —al y <6 : [Ju(z) —u(a)ly <e).

Définition 2.9 Soit u une fonction de X dans'Y .On dit que u est Lipschizienne par rapport

a k>0 si pour tout x,y de X.

lu(z) —u@)lly <klz—ylx)-

2.2 Inégalité de Gronwall

Lemme 2.1 (Inégalité de Gronwall (forme continue)) Soient ¢, ¢ et y trois fonctions

continues sur un segment [a,b], & valeurs positives et vérifiant ’inégalité

t

WGMM,Mﬂﬁw@+/@@w®W&

a

alors
t

WEMM,ym§¢w+/¢@w@mw /wwmads

s

t

Preuve. Posons F (t) = / ¥ (s)y (s)ds. En multipliant les deux membres de l'inégalité

a
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donnée par 1 (t), on obtient

Ce qui s’écrit aussi
t
G'(0) < pltyult)expl~ [ () ds),
t

avec G(t) = F(t) exp(—/w(s)ds). Comme G(a) = F(a) = 0, on en déduit, par intégration

a

G(t) < / o (5)0(s) exp(— / b (u)du)ds.

a

¢
Or, par hypothése, y(t) < ¢(t) + G(t) exp(/w(s)ds), d’ou le résultat en utilisant I'inégalité ci
a
dessus. m
On utilise parfois le lemme de Gronwall dans le cas particulier suivant :
Corollaire 2.1 Soient ¢ et y : [a,b] — RT deux fonctions continues et vérifiant
t
dc >0, Vt € [a,b], y(t) <c+ /w(s)y(s)ds,
a
alors

veelab  yt) < cexp(/w(s)ds), vt € [a,0].

Il s’agit du lemme de Gronwall dans le cas particulier ou ¢ est la fonction constante égale

14



a ¢, on a donc pour tout ¢ € [a,b],

t t t

y(t) <c+ /Cw(s) exp /tl/J(u)du ds=c+c|—exp /t¢(u)du = cexp /¢(s)ds

a a a

Lemme 2.2 (Inégalité de Gronwall (forme discréte))

n
Yo = 0,0m >0 1,8, >0 et v, <an+ > By n>0,
=1

alors

2.3 Intégrales et dérivées fractionnaires

Dans cette section, nous rappelons quelques notions qui jouent un réle important dans la
théorie du calcul fractionnaire. Nous allons définir les intégrales et les dérivées fractionnaires,

en particulier celles de Riemann-Liouville ainsi que quelques propriétés utiles.

2.3.1 Fonction gamma

L’une des fonctions de base du calcul fractionnaire est la fonction gamma d’Euler I" (z), qui

généralise le factoriel n! et permet & n de prendre des valeurs non entiers et méme complexes.

Définition 2.10 L’intégrale d’Euler du second type

I'(z) = / e 't*7ldt, Re(z) >0,
0

15



est appelée la fonction gamma, avec I' (1) =1, I'(04) = +o0.

La fonction gamma posséde les propriétés suivantes

1- I'(2) est une fonction monotone et strictement décroissante pour 0 < z < 1.

2- La fonction gamma converge pour tout z € C et Re(z) > 0.

3- L’une des propriétés de base de la fonction gamma est qu’elle vérifie I’équation sui-
vante : I'(z+ 1) =2 I'(2), Re (z) >0,

Pour z =n on obtient I'(n + 1) = n.I' (n) = n!
2.3.2 Fonction béta

Définition 2.11 L’intégrale d’Fuler du premier type

1

B(zw) = /O £1 (1 — ¥ L dt, Re(2) > 0, Re(w) > 0

est appelée la fonction béta.

La relation entre les fonctions géta et gamma est donnée par

I'(z)T(w)

B (zw) = I'(z+w)

, Re(z) >0, Re(w) > 0.

2.3.3 La fonction Mittag-LefHler

La fonction notée par

Fa ) = 2 Tars)

est appelée fonction Mittag-Leffler.

16



Cette fonction, est la généralisation & un seul parameétre de la fonction exponentielle e*, qui

joue un role trés important dans la théorie des équations différentielles d’ordre entier.

2.3.4 Intégrales fractionnaires de Riemann-Liouville

Soit f une fonction continue sur I'intervalle [a;b]. On considére 'intégrale

I<1>—/f )dr, /dtlftlf

d’aprés le théoréeme du Fubini on trouve

1Of) = g [ =P per

En faisant la méme opération n fois on obtient

/dh/%M/h /ﬂl P f(r)dr

= M/(t—T)n f(r)dr

pour tout entier n.
Cette formule est appelée formule de Cauchy et comme nous avons (n — 1)! = I'(n), la
derniére expression a un sens méme quand n prend des valeurs non-entiers, d’ou I'idée de la

définition d’intégration fractionnaire.

Définition 2.12 Soit f € L' ([a,b]) et a > 0. On appel intégrales fractionnaires de Riemann-

17



Liouwille, les intégrales

o _ L[t
Ia+f(t).—r(a)/a( —dr, t>a

b T
I8 (1) = F(la) /t G f(T))ladT t<b,

On peut définir 'intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville sur 'axe (0, 00) comme suit

Définition 2.13 Soit f : RT — R une fonction continue et a > 0, l'intégrale fractionnaire de

Riemann-Liouville est défini par

wpy._ L 1 f(D)
ISf(t) = (o) /0 = 7_)1_Oéd7'.

Quand o = 0, on pose : 1§ = I, Uopérateur d’identité c’est-a-dire I3f(t) = f(t). De plus,

IS F(0T) désigne la limite (si elle existe) de I f(t) quand t — 0T (cette limite peut étre infinie).

2.3.5 Dérivées fractionnaires de Riemann-Liouville

Définition 2.14 Soit f: [a,b] = R et 0 < a < 1. Chacune des expressions suivantes

) - 1 d [*"f(r)dr
Dg,f(t) = 1“(1_a)dt/a (t—7)"

X B 1 d [P f(r)dr
Dy f(t) = p(l_a)dt/t (t—=7)"

est appelée la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville ou dérivée fractionnaire d’ordre o.

On peut définir la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville sur I'axe (0, 00) comme suit

18



Définition 2.15 Soit f : RT — R et 0 < a < 1. La dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville

est définie par

appn_ L d f(7)
oD = T —a)dt/ G-l

On peut utiliser la notation

oDy f(t) = ITf (1)

19



Propriétés

Soit «, > 0. Soit f (¢) une fonction telle que I, g (¢) ,I(’f+g (t),Dg, et D5+ existent.

Les intégrales et les dérivées fractionnaires de Riemann-Liouville possédent les propriétés
suivantes

- Interpolation (continuité)

Wm I3 f (1) = I £ (1),

ot I"™ (n € N) est I'opérateur usuel de n-fois intégration.

- Propriété des semi groupes (loi des exposants)
L3 | 0] = i @),

pour tout ¢ € [a, b]

- Commutativité

LAID f(t) = I, 1 f(t),

pour tout ¢ € [a, b].
L’opérateur de la dérivation fractionnaire de Riemann-Liouville est 'inverse & gauche de

lopérateur d’intégration fractionnaire de Riemann-Liouville du méme ordre « i.e

Dy, (Ditg(t) =g (t).

20



Lemme 2.3 Soit T >0, f € C"([0,T]), v € (n—1,n),neN.

Alors pour t € [0,T], les propriétés suivantes sont vérifiées

d
Do f(t) = —I'™°f(t), n=1,

dt
re IS () = (1),

D%, f(t) = f(t)—zm(jnfaf)(nfk) (0),

IPDGLf (1) = f(6) == (1) (0), sin=1.

2.3.6 Dérivée fractionnaire de Caputo

La définition de la dérivée de Riemann-Liouville a joué un réle important dans le développe-
ment de la théorie du calcul fractionnaire. Les problémes appliqués nécessitent des définitions
de dérivées fractionnaires permettant I'utilisation des conditions initiales physiquement inter-
prétables, contenant g (a), g/ (a), etc. Alors M. Caputo a donné une nouvelle définition de la
dérivée fractionnaire qui vérifie plus de condition par rapport a celle de Riemann-Liouville, par
exemple : la dérivée de Caputo d’une constante est 0, tandis que dans le cas d’une valeur fini
de la borne inférieure a, la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville d’une constante ¢ n’est

pas égale a 0, D%, c = ng:aa) [12].

Définition 2.16 Soit o >0, n=[a] + 1. Si f: RT — R, alors l’expression

1 tog™ (s)ds
Cpeg(t) = / J >0,
g( ) 1—\ (n _ Od) 0 (t o S)a—n—i-l

est appelée la dérivée fractionnaire de Caputo d’ordre .
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Chapitre 3

Les semi-groupes d’opérateurs

linéaires

3.1 Opérateurs linéaires

Soit (X, .1]), (Y, |.]|) deux espaces de Banach.

Définition 3.1 Un opérateur linéaire A est une application linéaire définie sur un sous-espace
vectoriel D(A) C X dans Y.

D(A) est appelé le domaine de 'opérateur A.

Soit A: D(A) C X =Y, ou D(A) ={u € X, ||Au|| < 0)}.

On dit que A est & domaine dense (ou densément défini) si

22



i.e. pour tout u € X,il existe une suite (u,),,~, d’éléments de D(A) telle que

lim u, = u.
n—-+00

Notation 3.1 Soit A : X — Y un opérateur linéaire.

Le noyau de A, est l’ensemble ker (A), défini par

ker (A) := {u € D(A); A(u) =0} C X.

L’image de A, est l’ensemble R (A), défini par

Le graphe de A est l’ensemble G(A), défini par

G(A) :=={(u, Au);u € D(A)} C X x Y.

Définition 3.2 On dit qu’un opérateur A est borné de X dansY si D(A) = X et s’il existe C
>0 tq

|Aul| < C'|jul],Vu € X.

II‘I“‘T‘H

On pose ||Al| =  sup
ueX; [|ul[#0

. Dans le cas contraire on dit que A est non borné.

S

Définition 3.3 Soient X, Y deux espaces vectoriels normés, on désigne par L(X,Y") (resp. L(X))

Uespace des opérateurs linéaires continus de X dans'Y (resp. de X dans X ).
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Définition 3.4 On dit qu'un opérateur A est non borné, s’il existe une suite (uy),~, de D(A)

telle que |luy|| =1 et lim || Au,|| = +oc.
n—-4o00

Définition 3.5 Un opérateur A est fermé si et seulement si, pour toute suite (u,) de D(A)

telle que u, — u dans X et Au, — v dans Y, alors on a

u€ D(A) et Au=w.

3.2 Semi-groupe uniformément continue

Définition 3.6 Soit X un espace de Banach. {S (t)}+>0 une famille d’opérateurs linéaire de
X dans X. On dit que {S(t)}+>0 est un semi-groupe si
(i) S(0) =1 (I est l'opérateur d’identité sur X )

(1) S(t +7) = S(t) S(r) pour tout t, 7 > 0 (dite propriété de semi-groupe).

Définition 3.7 On dit que le semi-groupe {S(t)}+>0 est uniformément continu si

li S(t)—1] =0.
Jim |5(6) ~ 1]

3.3 Générateur infinitésimal d’un semi-groupe

Définition 3.8 On appelle générateur infinitésimale d’un semi-groupe (S(t))i>0 l'opérateur li-

néaire A : D(A) C X — X défini par

D(A) = {u eX : lim % existe dans X}

t—0t

Au = lim M,Vu eD (A)

t—0t
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ot D (A) est le domaine de A.

Remarque 3.1 Le générateur infinitésimale d’un semi-groupe {S(t))i>0} est la dérivé droite
de Uapplication t — S (t) u au point t = 0.

3.4 Propriétés

Théoréme 3.1 Un opérateur linéaire A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe uni-

formément continu si et seulement si A est un opérateur linéaire borné.

Théoréme 3.2 Soit {S(t))i>0} et {T'(t))t>0} deur semi-groupes d’opérateurs linéaires bornés

uniformément continus. Si

alors

S(t) =T(t) pour tout t > 0.

3.5 Semi-groupe fortement continu

Définition 3.9 Un semi groupe {S(t))i>0} est fortement continu (ou Cy -semi-groupe) si

lim S(t)u = u,Vu € X.

t—0t

Théoréme 3.3 ([3]) Soit {S(t))e=0} un Cy -semi-groupe alors

Jw>0et M>1tqg|SE)| < Me*t, vt >0.
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Si M = let w =0, on dit que {S(t) }+>0 un semi-groupe de contractions (Vt > 0, [|S(¢)|| < 1).

Théoréme 3.4 ([3]) Un opérateur linéaire non borné (A, D(A)) dans X est le générateur in-
finitésimal d’un semi-groupe de contractions sur X si et seulement si A est m-dissipatif et de

domaine dense dans X.

Lemme 3.1 Si A est le générateur infinitésimal d’un Cy -semi-groupe de contractions, alors

A est m-accrétif, c’est-a-dire,
(Au, J(u)) > 0, pour uw € D(A), ot J est la fonction de dualité et R(I + NA) = X pour

A >0, I est Uopérateur d’identité sur X et R(.) est l'image d’un opérateur.
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Chapitre 4

Etude d’une équation différentielle

fractionnaire semi-linéaire

4.1 Position du probléme

Soit (X,]|.||) un espace de Banach et I = [0,T].
On considére dans X ’équation différentielle fractionnaire semi-linéaire (1.1)-(1.2) définie
par

D%u(t) + Au(t) = f(t,u(t)),t € (0,77,
u(0) = wo,

ot D0 < a < 1) désigne la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre .
—A:D(A) C X — X est le générateur infinitésimal d’un Cp-semi-groupe de contractions
{S()}so dans X.

D(A) est le domaine de A, ug € D(A)
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f est une application continue de I x D(A) dans X.

4.2 Hypothéses et définitions

Dans ce chapitre, nous donnons quelques définitions et hypothéses de base utiles dans ce

mémoire.

Définition 4.1 Une solution forte du probléme (1.1)-(1.2) est une fonction inconnue u qui
satisfait les conditions suivantes

(i) ue C(I,X) etue D(A).

(ii) D* existe et continue sur I, ou 0 < a < 1.

(iii) u satisfait (1.1) presque par tout sur I avec la condition initiale u(0) = ug € D(A).

Définition 4.2 La solution de (1.1)-(1.2) est stable si pour tout € > 0, il existe un § > 0 tel

quel|| u(t) ||< € quand || uo ||< 0, Vt € [0,T7].

Pour prouver 'existence et 1'unicité de la solution, admettons I’hypotheése suivante

(H) I existe une constante k1 > 0 telle que

I f(tw) = fs,0) [[< Rallt = s[4 [ w = v [l], ¥t,s € [0,T],Vu,v € D(A).

4.3 Discrétisation et estimations a priori

Dans ce chapitre, on commence par discrétiser en temps le probléme continu (1.1)-(1.2) en
utilisant un schéma numérique qui correspond a la méthode de Rothe, puis nous établissons

quelques estimations a priori.
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Soit n un entier positif, divisons l'intervalle I = [0,7] en n sous-intervalles { ?—ptﬂ , ] =

1,.., n de longueur h, = % Notons : &7 = jhy, u] = u (t?), Aul = Au (t;‘) et f'(t) =

f( ?7“?71)'

Alors le probléme (1.1)-(1.2) est remplacé par les équations approximatives suivantes,

u? — au

1 .
S A = (), G =1, (4.1)
n

Uy = ug. (4.2)

existence d'un unique u} € D(A) qui satisfait (4.1) — (4.2)est assurée par la m-accrétivité de

A.

_ n
auy_y

Dans cette section, nous établissons quelques estimations a priori utiles de u;‘ et L5
n

Lemme 4.1 I existe une constante C (indépendante de n, j et hy,) telle que
| uf —wup [|<C.

Preuve. Montrons ce résultat par récurrence.
En remplagons dans la relation (4.1) par j = 1 et en utilisant (4.2), on obtient

uy — aug

ha

n

+ Aurll = f(t?vuo)‘

Par soustraction de h%uo + Aug, des deux cotés de I’équation précédente, on obtient

ul — aug
ha

n

1 1
+ Aul — h—auo — Aug = f(t7,up) — h—auo — Aug

n
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d’ou

ul — ug + hi (Aul — Aug) = h[f (], up) — Aug) — (1 — @)up.

En appliquant J (u} — ug)des deux cotés, on obtient

(ui = wo, J (uf — o)) + hyy ((Auf — Aug), J(uy —uo))

= (ha(f(t],u0) — Aug) — (1 — @)ug, J(uf — up))-

Comme (Au,J u ) > 0 (A est m-accrétive ), alors

(u — o, J(uy —up)) < (hy (f(t1,wo) — Aug) — (1 — @)ug, J(uy — up)).

En utilisant la définition de I'application de dualité J, on obtient

I ut —uo [[< gl F(#7,wo) | + [ Auo [ + (1 =) [l uo |

< Bl £ uo) = f(0,u0) [ + 11 f(0,uo) | + [ Auo [T+ (1 =) [l uo || -

En utilisant 'hypothése H, on obtient

I uf — o [|< hylka ey [+ 1] £(0,u0) || 4 || Auo [I] + (1 — ) || uo |

< T+ | foll + 1 Auo 1+ (1 = @) [l uo ||I= C.

Le résultat est vrai pour 7 = 1, supposons que

|| ult —up ||<C, Vi<j,
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et montrons que

I u’f —up [|< C.

Par soustraction de 7 (uo — aug) + Aug des deux cotés de (4.1), on obtient

(u] —uo) + hy(Auf — Aug) = a(uf_y —uo) + hy[f(], uj_q) — Aug] — (1 — a)uo.

En appliquant J (u? — up) des deux cotés et en utilisant la m-accrétivité de A, on obtient

no_

uo, J(uj —uo)) < aluj g —uo, J(uj —uo)) + hy(f(£],ufy), J(uf —uo))

—hipy (Aug, J(u] —uo)) — (1 — a)(uo, J(u] — uo)).

En utilisant la définition de I’application J, on obtient

I — o [|< e f|uj_y —wol| + kg [ £, uf o) ||+ | Auo ]+ (1 —a) [ uo | -

En utilisant H et I’hypothése de récurrence, nous obtenons

I wf —uo [|[< aC+ hylka([t7] + C)+ || fo | + [ Auo [[] + (1 = a) [[ uo ||

< aC+T (T + O || fo ll + [l Aug [+ (1 — ) [ u [I= C,

d’otl le résultat. m
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Lemme 4.2 [ existe une constante C (indépendante de n, j et hy,) telle que

ul —oul_y
| % <C

n

Preuve. Prenons j = 1 dans (4.1), on obtient

n n

hoz

n

+ Au = f(t7, ug)-

Par soustraction de aAug et par application de J(u} — aug) des deux cotés de 'équation

ci-dessus, on obtient

1 n n n n n n n n n n n n n
ﬁ<u1 —aUOvJ(Ul —au0)> + (Auy —QAUOaJ(Ul —au0)> = (f( 1aU0) _QAU07J(U1 _Oluo»‘

n

Comme 'opérateur A est m-accrétive , alors

1 n n n n n n n n n
ﬁ@h —aug, J(uy — aug)) < (f(t1,ug) — aAug, J(u] — aug)).

n

En utilisant la définition de I’application de dualité J, on obtient

n n
uy — «aug

= =l f(&, ug) || +e || Aug |-

En utilisant 'hypothése H, on obtient

ul — oug n
| == IS Bl I fo ]+ o [l Auo [|< ka[T+ 1] fo [ + e[| Auo [|= €.
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Maintenant, montrons par récurrence que

J J < (.
| =g s
La propriété est vraie pour j = 1, supposons que
ul — aul
=< OV < 4.

I

Multiplions ’équation (4.1) écrite pour j — 1 par a , puis on fait la soustraction de la méme

équation écrite pour j, on obtient

u? B au?—l u?—l B au?—2 n n n o, n n n
n n

En appliquant J (u;1 — au?ﬁl) des deux cotés et en utilisant la m-accrétivité de A, on obtient

n n
Q

h

u” — ou”
| e e et} 1< o

B 1@ Dl + el ui)]-

n

En utilisant H, on obtient

n __ n n _ n

ha

n

+ k(164 [ ufr —uo )

ok ([t 1+ | ufo—uo ) +A+a) [l fol-
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En utilisant le lemme 4.1 et '’hypothése de récurrence, on obtient

uy — oy
| L2 < aC + la(1+a)(T+O) + (1+a) | fo = C,

D’otu le résultat. m
Maintenant, Construisons la suite de Rothe {U ™(¢)} de fonctions de I dans D(A) définie

par

ug, te[-7,0],

n _ t—t"
UM = up 4+ 55> (uh —aul ), te () ,¢7), (4.3)
j=1,..n.

\

Montrons que la suite {U"} converge vers la solution unique du probléme quand n — oo.

Définissons une suite de fonctions d’état {X"(¢)} par

ugp, t — O,
X"(t) = (4.4)
u;-l, te (t;'l—lv t;l]

Remarque 4.1 Remarque 4.2 Remarque 4.3 Remarque 4.4 Dulemme 4.1 et du lemme
4.2, il s’ensuit que les fonctions U™(t) sont uniformément Lipchitziennes continues sur (0,T]
et UM(t) — X™(t) — 0 dans X quand n — oo sur (0,T]. De plus, les suites {U"(t)} et {X"(t)}

sont uniformément borneés dans X.

En utilisant (4.3) et (4.4) dans (4.1), on obtient

DOU™(t) + AX™M(t) = f* (1), (4.5)
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ot D® désigne la dérivée fractionnaire sur (0, 7).

En intégrant I’équation ci-dessus de 0 & ¢, on obtient

L g Ax () = w0 — 070 + = [ (= ) )
F(a)/o(t )4 AXT (s)ds = uo U(t)+r(a)/0(t )e=L g (s)ds. (4.6)

Lemme 4.3 I existe u € C([0,T],D(A)) tel que U™ — wu, quand n — oo. De plus u est

Lipschitzienne continue sur [0,T].

Preuve. Remplagons n par m dans I’équation (4.5) ensuite faisons la soustraction de la
méme équation écrite pour n, et appliquons J(X"(t) — X™(t)) des deux cotés, et utilisons la

m~accrétivité de A, on obtient
(DUU™(t) = DU™(¢), J(X"(t) = X™ (1)) < (f*(t) = f™ (1), J(X"(t) = X™(2))),

comine

D U™ (t) = U™(t) |*= (D*(U"(t) = U™ (1)), J(U" (t) = U™ (1)),

on obtient

D || Ut -U™@) [P< () — [ ), JUR () - U™(1))
+(DU"(t) — DU™(t), J(U™(t) — U™ (t)))
—(DU"(t) = DU™(1), J(X™(t) = X™(1)))

HE) = ), J(XT(E) = X))

(@) = "), JUT () = U™(1))-
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Maintenant, en utilisant la définition de ’application de dualité, on obtient

D (| U™t) = U™ (@) IP<I £ (@) = f™(@) 1 U™ () = U™ () || +enml(?), (4.7)

ou

enm () = [I| DX (&) = U™O) | + 1| £7(8) = F™(2) |l (8)

et

I

€ (1) =[| U™ (@) = X" (@) [ + [ U™ () = X™(#) || -

!
Selon la remarque 4.3, €nm, €, — 0 lorsque n, m — oo.

En utilisant I’hypothése H, on obtient

7@ = @) [I=0 F(#F ufn) = PO ) < RalEF =674 1wy —w™y []]-

En utilisant (4.3) et le lemme 4.2, on obtient

(@) = (@) < kallt} = 4"+ Chy + Chin] + k1 [| U™(@) = U™ () || -

En utilisant I'inégalité ci-dessus dans (4.7), on obtient

D (| U™(8) = U™ (1) P< e () + Ka || U™ (1) = U™(2) |17

ol

1

€nm(t) = ka[[t] — ][ + Chy + Ckp] || U™ () = U™(2) || +€nm(t).
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"
et €,,, — 0 quand n, m — oo.

En intégrant entre 0 et ¢, et en utilisant la définition 2.13, on obtient

1070 = U™0) 1P )+ 55 [ (6= 1076 = U™ | ds.

ou

t
olt) = F(1> /0 (t — 52 (t)ds.

a

En appliquant 'inégalité de Gronwall, nous concluons qu’il existe u € C([0,T], D(A)), tel que
Un — u quand n — oo. Comme chaque U™ est uniformément Lipschitzienne continue, u est

Lipschitzinne continue. Ceci compléte la preuve du lemme. =

Remarque 4.5 Selon la remarque 4.3 et le lemme 4.4, on conclue que X™(t) — u(t) quand
n — oo. De plus, selon la remarque 4.3 la suite {AX"(t)} est uniformément borné dans (0,T].
Alors, selon le lemme 2.5 du référence [26], nous avons AX"(t) — Au(t), ou (—) désigne la

convergence faible dans X.
4.4 Existence et unicité de la solution

Le résultat principal de ce travail est donné dans le théoréme suivant.

Théoréme 4.1 Supposons que H soit satisfaite et que A soit m-accrétif. Alors le probléme
(1.1)-(1.2) a une unique solution forte sur I. De plus les solutions u;(i = 1,2) correspondant

auz données initiales ufy(i = 1,2) satisfait aux estimations suivantes

T k
) = uatt) 1< b = o8 | o ( ety )



Si de plus, f satisfait la condition suivante

It u@®) 1< k2 [ u(®) |,

alors la solution de (1.1)-(1.2) est stable.

Preuve. Pour tout z* € X*,t € (0,7, de (4.6) on a

Lt—so‘_l "(s),x*)ds = (ug, z*) — (U"(t), " Lt_saqnsx*s
F(a)/o«t )YTTAX(s),x")d (ug, x*) — (U™(t), >+F(o¢)/0<(t a1 (s), 2V ds.

En utilisant le théoréme de convergence bornée et le lemme 4.4, on obtient

Lt—sa‘*lusx*szux*_u 2
r<a)/0<<t )* " Aus), z*)d (uo, ") — (u(t), ")
! t a=leig u(s),z*)ds
+F(a)/0<(t_s) f(7 ()’ >d

Comme Au(t) est intégrable au sens de Bochner sur (0, 7], de I’équation précédente, on obtient

D%+ Au(t) = f(t,u(t)), p.p. sur (0,T]. (4.8)

Onawu € C([0,T], X) et différentiable p.p sur (0, 7] avec u(t) € D(A) p.p. sur (0,7] et u(0) = ug
satisfait (4.8). Alors, u est une solution forte du probléme (1.1)-(1.2) sur [0,7]. Maintenant,
montrons 'unicité de cette solution. Supposons que u1 et us sont deux solutions fortes du

probléme (1.1)-(1.2). Soit u = u; — ug, alors de (4.8), on a

DU (t) + Aui(t) — Aus(t) = F(t,u1(t)) — f(t,ua(t)),t € (0,T].
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En appliquant J(u;(t) — ua(t)) des deux cotés et en utilisant la m-accrétivité de A, on obtient

D ((u(t)), J(u(t)) < (f(t,ui(t)) — f(E, ua(t)), J (u(t)).

En utilisant H, nous obtenons

D () IP< ko || u (t) |2

En intégrant entre 0 et ¢, on obtient

ky [ _
Il ult) 2< / (t =) [l u(s) ||* ds.
@) Jo
En appliquant 'inégalité de Gronwall, nous obtenons
u(t) =0,t € (0,T] = ui(t) = ua(t),Vt € (0,7,

ce qui donne 'unicité de la solution forte de (1.1)-(1.2). Maintenant, montrons la stabilité et la
dépendance continue de la solution du probléme (1.1)-(1.2) des données initiales. On a supposé
que uq et ug sont deux solutions fortes qui corresponds respectivement aux données initiales utl)

et u3 . De (4.8), nous avons

D*(ur(t) —uz(t)) + Aur(t) — Auz(t) = f(t,wa(t)) — f(E, u2(t)).
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En appliquant J(u;(t) — ua2(t)) et en utilisant la m-accrétivité de A, on obtient

D ((u1(t) = ua(t)), J (ua(t) — ua(t))) < (f(Eua(t)) — f(E ua(t)), J (ua(t) — ua(t))).

En utilisant la définition de I’application de dualité et H, nous obtenons

D || ur(t) — uz(t) *< ky || ua(t) — ua(t) [

En intégrant et en utilisant la définition 2.13, nous obtenons

r(8) = at) 2 = [ = 1P s [ 0= [aas) = ) | .

En appliquant 'inégalité de Gronwall, nous obtenons

| ua(t) — ug(t) <) uh — uf || exp <1“24)/0 (t— 5)a_1d8>

TCK
nmuwwmwﬁsw%—uaﬁwp( 1>.

o (o + 1)

A la fin, nous montrons la stabilité du probléme (1.1)-(1.2).

En appliquant J(u(t)) des deux cotés de (4.8), on obtient

D*(u(t), J(u(t)) + (Au (@), J (u (t)) < (f(t ult)), J (u(t))-
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En utilisant la m-accrétivité de A et la définition de 'application de dualité, nous obtenons :

D | u(t) [P<Il £t w(@®) I ult) 1< k2 || u@) |17

En intégrant et en utilisant la définition 2.13, nous obtenons

ko
I'(a)

Fu(®) <] w(0) |I* + /0 (t=5)""" [l u(s) |I* ds.

En appliquant 'inégalité de Gronwall, nous obtenons

2 2 ky [ —5) lds u 2ex _kaI®
) 1P ) 17 eap (%5 [ (=9 as ) <lto) P eon (2 ).

Cela implique que
koT™
| w(t) ||[< € quand || ug ||< € exp (_QF(ZH—l)) :

Ceci compléte la preuve du résultat principal. =
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons utilisé la méthode de Rothe pour I’étude d’une équation
différentielle fractionnaire semi-linéaire, nous avons établis les estimations a priori nécessaires,
sur la base des quelles la convergence du schéma d’approximation correspondant est démontrée.
Ensuite, nous avons montré ’existence et I'unicité de la solution forte du probléme donné. A la

fin, nous avons montré la stabilité et la dépendance continue de la solution des données initiales.
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