Républigue Algérienne Democratique et Populaire
Ministere de I’Enseignement Supérieur et de 1a Recherche
Scientifique

Université 8 Mai 1945 — Guelma

Faculté de Mathématiques et de I’Informatique et Sciences de
la Matiere
Département de Mathématiques

Polycopié du cours

Maths 1

Premiere année ST

Par : Dr SELLAMI NABIL

Année universitaire 2016/2017




Introduction

Ce cours du module "Maths 1" est destiné aux étudiants de la premiere année
licence LMD sciences et techniques. Il est conforme au nouveau programme
officiel. Il a été enseigné par l'auteur au sein du département ST a 1'université 8

Mai 1945 de Guelma depuis 1'année universitaire 2011/2012 jusqu'a nos jours.

Durant la préparation du cours, on a utilisé plusieurs références qu'on va citer

a la fin de ce polycopie.

On espére que ce modeste manuel sera utile pour les étudiants et les aidera a

la bonne compréhension du module.
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CHAPITRE

1 Méthodes du

raisonnement

mathématiques

1.1 Rappel de logique

Définition 1.1 Une proposition est une expression qui a du sens et qui peut étre vraie
ou fausse.

Exemple 1.1

1) «—2 est le carré d’'un nombre réel» est une proposition fausse.

2) «3 est un nombre impair» est une proposition vraie.

Remarque 1.1

e Une proposition ne peut pas étre vraie et fausse a la fois.

e Si une proposition n’est pas vraie, alors elle est fausse et si elle n’est pas fausse, alors

elle est vraie.



1.1. Rappel de logique

1.1.1 Opérations logiques

Définition 1.2. Soit P et () deux propositions, alors

1) La négation logique de P est 'opération «Non P», notée | P ou P. Elle est vraie si
P est fausse et fausse si P est vraie.

2) La conjonction logique de P et () est U'opération «P et ()», notée P A Q. Elle est
vraie si P est vraie et () est vraie. Elle est fausse sinon.

3) La disjonction logique de P et @) est 'opération «P ou @», notée PV Q. Elle est
vraie si I'une des propositions P ou () est vraie. Elle est fausse si les deux propositions P
et () sont fausses.

4) L’implication logique de P et Q est Popération « P implique @Q» ou encore «P ou
@», notée P = (). Elle est fausse si P est vraie et () est fausse. Sinon, elle est vraie.
5) L’équivalence logique de P et () est opération «P est équivalent & )» ou «P
équivaut & (@» ou encore « P = @) et ) = P>, notée P <= (). Elle est vraie si P et
() sont vraies ou si P et () sont fausses.

Remarque 1.2

e Une proposition est fausse si sa négation est vraie.

e On a

2 3
SRS
[
o B o TR o
> <
QI Qi

>3

1.1.2 Tableau de vérité

On a le tableau suivant, ot V' désigne vrai et F' désigne faux.

PlQ|PAQ|PVQ|P=Q|P=Q
vViv| v 1% v 1%
V|F| F 1% F F
F|V| F 1% 1% F
F|F| F F 1% 1%




1.1. Rappel de logique

1.1.3 Les implications

Lorsqu’on a deux propositions P et (), on écrit P = () pour dire que la proposition P
implique la proposition (). Dans ce cas, P est 'hypothése et () est la conclusion.

Il y a différentes facons de lire P = (), on peut dire

1) Si la proposition P est vraie, alors la proposition () est vraie.

2) La proposition @) est vraie si la proposition P est vraie.

3) La proposition P est vraie seulement si () est vraie.

Lorsque P n’implique pas (), on note P # (). C’est le cas ou () est fausse quand P est
vraie.

Exemple 1.2

«2x = 6 = x = 3» est une implication vraie.

«r = —1 = 22 = 1» est une implication vraie.

La réciproque d’une implication P = () est 'implication () = P. Lorsque la réciproque
n’est pas vraie, on écrit () & P.

La valeur de vérité de la réciproque d’une implication est indépendante de celle de
I'implication.

Exemple 1.3

e La réciproque de «2x = 6 => © = 3» est «x = 3 = 2x = 6», elle est aussi vraie.

e La réciproque de «z = —1 = 22 = 1» est «a? =1 = x = —1», elle est fausse.

1.1.4 Les équivalences

Lorsqu’on a deux propositions P et () telles que P = () et () = P, on écrit P <= ()
et on dit que P est équivalente a ().

Lorsque P n’est pas équivalente a (), on note P < (). C’est le cas lorsque P # () ou
Q=+ P.

Au lieu de dire P est équivalente a (), on peut aussi dire « P si et seulement si ()».
Exemple 1.4

e2r =6<= 1 =3.

er=—-1wr2=1.



1.2. Méthodes du raisonnement

1.1.5 Les quantificateurs

Soit £ un ensemble et P(z) une proposition ou une relation qui dépend de I’élément x de
E.
Si P(z) est vérifiee pour tous les éléments = de E, on écrit V = € E, P(z) et on lit
«quelque soit x appartenant & F, P(z)»
S’il existe au moins un élément xy de E qui vérifie P(x), on écrit 3 xy € E, P(x) et on lit
«il existe zo appartenant a E, P(x)»
S’il existe un élément unique =y de E qui vérifie P(z), on écrit 3! xy € E, P(x) et on lit
«il existe xop unique appartenant & F, P(z)»
Le symbole V est le quantificateur universel et le symbole 3 est le quantificateur existentiel.
La négation d'une proposition P contenant les quantificateurs s’obtient en remplagant P
par P et en échangeant les quantificateurs.
Exemple 1.5

VeeRVyeR IzeR:z—y=2=z. (P)

dJreR,yeRVz2ER: z—y # 2. (P)

1.2 Meéthodes du raisonnement

1.2.1 Meéthode directe

On veut montrer que la proposition P = () est vraie. On suppose que P est vraie et on
montre qu’alors () est vraie.

Exemple 1.6

Montrer que Va,b € Ry, a <b=a < 4L <.

Supposons que a < b et montrons que a < “TH’ < b.

eOnaa<beta>0 alorsa+a<b+aet L ng“.

Donc
a+b

a <

2
eOnaa<betb>0,alorsa+b<b+bet 2 <UL



1.2. Méthodes du raisonnement

Donc
a+b
<b 2
! )
De (1) et (2), on trouve
a< a—2|—b <b

1.2.2 Contraposée

Le raisonnement par contraposition est basé sur I’équivalence suivante
(P=Q)= (Q=P)

Donc si I’'on veut montrer la proposition « P = ()», on montre que si ) est vraie alors P
est vraie.

Exemple 1.7

Soit n € N. Montrer que si n? est pair alors n est pair (n? pair = n pair).

Solution

On suppose que n n’est pas pair et on veut montrer que n? n’est pas pair. Comme n n’est

pas pair, il est impair et donc il existe k € N tel que n = 2k + 1. Alors

n? = (2k+1)? =4k +4k+1 =2 (2k> +2k) + 1

— 941,

avec | = (2k* + 2k) € N et donc n? est impair. On a montré que n impair = n? impair,

ce qui est équivalent & n? pair = n pair.

1.2.3 Absurde

Le raisonnement par I’absurde pour montrer « P = ()» repose sur le principe suivant:
On suppose a la fois que P est vraie et que () est fausse et on cherche une contradiction.
Ainsi si P est vraie alors () doit étre vraie et donc « P = Q» est vraie.

Exemple 1.8

o — b jlorsa=0.

Solent a,b = 0. Montrer que si 17 = 774



1.2. Méthodes du raisonnement

Solution

On suppose que 95 = Fba et a #0b. On a 14 = HLa’ alors a(1+a) =b(140), dou
a+a? = b+ b donc a® — V> = b — a, ce qui implique que (a —b) (a+b) = —(a —b).
Comme a # b, alors a — b # 0. En divisant par a — b, on obtient a +b = —1, contradiction
car a,b > 0.

1.2.4 Contre-exemple

Si Pon veut montrer qu'une proposition du type «Vx € E, P(x)» est vraie alors pour
chaque z € E il faut montrer que P(z) est vraie. Par contre pour montrer que cette
proposition est fausse alors il suffit de trouver z € E tel que P(x) soit fausse (car la
négation de «Vo € E, P(z)» est «3x € E, P(z)»). Trouver z € E tel que P(x) soit

fausse c’est trouver un contre exemple a la proposition «Vz € E, P(x)».

Exemple 1.9
Montrer que la proposition suivante est fausse: Vo € R, 22 > x.

N s _1 2_1_1
Un contre exemple a cette proposition est x = 5 donc z° = 7 < 3.

1.2.5 Reécurrence

Le principe de récurrence permet de montrer qu'une proposition P(n), dépendant de n,
est vraie pour tout n € N. La démonstration par récurrence se déroule en trois étapes:
Initialisation: On prouve P(0).

Hérédité: On suppose que P(n) est vraie et on démontre que la proposition P(n + 1) au
rang suivant est vraie.

Conclusion: On rappelle que par le principe de récurrence P(n) est vraie pour tout n € N.
Exemple 1.10. Montrer que Vn € N : 2" > n.

Pour n =0,2°=1 > 0.

Fixons n € N. Supposons que P(n) est vraie et montrons que P(n + 1) est vraie. On a
2 =292" =2" 4+ 2" >+ 2" >n+ 1. (car 2" > 1).

Donc P(n + 1) est vraie. Alors P(n) est vraie pour tout n € N.



1.3. Exercices

1.3 Exercices

Exercice 1.1.

1) Montrer que si n est impair, alors n s’écrit sous la forme n = 4k + r, avec k € N et
re{l,3}.
2) Montrer que

VneN: (n2 — 1) n’est pas divisible par 8 = n est pair.

Exercice 1.2.
Montrer que V/2 est irrationnel.
Exercice 1.3.

Montrer par récurrence que

VneN, Ve>0:(1+xz)">1+nz.



CHAPITRE

Ensembles, applications

et relations

2.1 Théorie des ensembles

Définition 2.1

On définit un ensemble comme une collection d’objets rassemblés d’aprés une propriété
commune.

Les objets qui constituent un ensemble s’appellent des éléments.

On admet 'existence d’un ensemble unique qui ne contient aucun élément appelé ensemble
vide et noté ¢.

Exemple 2.1

L’ensemble des points d’un plan. L’ensemble des nombres entiers.

Remarque 2.1

La collection de tous les ensembles n’est pas un ensemble.

Définition 2.2

On dit que I'élément x appartient a I’ensemble E lorsque x fait partie des éléments qui
constituent I’ensemble E et on le note par x € E. La négation de cette relation s’écrit

xr & E :«x n'appartient pas & E».



2.1. Théorie des ensembles

2.1.1 Ensembles finis

Définition 2.3

On appelle ensemble fini tout ensemble E qui contient un nombre fini d’éléments qu’on
le note card(F) et on 'appelle cardinal de E.

Exemple 2.2

Soit ' = {x,y, z,u,v,w}, alors card(E) = 6.

Remarque 2.2

On a card(¢) = 0.

2.1.2 Opérations sur les ensembles
Inclusion

Définition 2.4

Un ensemble A est inclus dans un ensemble FE si tout élément de A appartient & E et on
écrit A C E. On dit aussi que A est une partie de E ou que A est un sous ensemble de
E. On a toujours £ C FE.

Mathématiquement, on écrit
ACE&SVe/re A=ax e E.

S’il existe au moins un élément de A qui n’appartient pas & E, alors A n’est pas inclus
dans E et on écrit AZE
AE & 3xjre Aetx ¢ E.

Exemple 2.3
OnaNcZcQcRcC.

L’ensemble vide est inclus dans n’importe quel ensemble F.



2.1. Théorie des ensembles

Egalité
Définition 2.5
Deux ensembles E et F' sont égaux si et seulement si chacun est inclus dans l'autre.

F=F&< FECFetFCE.

L’ensemble de toutes les parties d’un ensemble est noté P(E). On 'appelle aussi I’ensemble
de tous les sous-ensembles de E. On a toujours ¢ C P(E) et E C P(E). On a auusi
AeP(E)= ACE.

Proposition 2.1

Soit E un ensemble fini tel que card(E) = n, alors card(P(E)) = 2™.

Exemple 2.4

Soit £ = {a,b}, card(E) = 2. Alors

P(E) = {¢v {a} ) {b} ) {CZ, b}} )
Clairement, on a card(P(FE)) = 2? = 4.

Réunion

Définition 2.6
On appelle réunion de deux ensembles A et B, noté AU B, I’ensemble formé des éléments

x appartenant & A ou B. On a
re€(AUB)&reAourx € B.

Définition 2.7
On appelle intersection de deux ensembles A et B, noté A N B, 'ensemble formé des

éléments x appartenant & A et B. On a
re(ANB)<xeAeta € B.

Deux ensembles sont dits disjoints si leur intersection est égale a I’ensemble vide:

ANB = ¢.

10



2.1. Théorie des ensembles

Exemple 2.5

Soit A =1{1,2,3,4,5,6} et B=1{4,5,6,7,8,9}. Alorsona AN B = {4,5,6} et
AUB=1{1,2,3,4,5,6,7,8,9}.

Proposition 2.2

Soit A, B et C trois ensembles. Alors on a les propriétés suivantes

1) ANB=BNAet AUB=BUA.

2) AN(BNC)=(ANnB)NC=AnBnC.

3) AU(BUC)=(AUB)UC=AUBUC.

4) AN(BUC)=(ANB)UANC)et AU(BNC)=(AUB)N(AUC).
5) AUA=Aet ANA=A AUp=Aet AN = 0.

6) (ANB)C Aet (ANB)C B,AC(AUB)et BC (AUB).

2.1.3 Ensemble complémentaire

Définition 2.8
Soit EF un ensemble et A une partie de E. On appelle complémentaire de A dans E,

I’ensemble noté C'rA ou A° des éléments de E qui ne sont pas dans A.
CgA=A°={x e E/x ¢ A}.

Exemple 2.6

Soit F' = {1,2,3,4,5,6,7,8,9} et A={1,4,6,7,9}, donc CpA ={2,3,5,8}.
Proposition 2.3

Soit F' un ensemble, A et B deux parties de F (A C E et B C E), alors

1) AC B< (CgB) C (CrA).

2) Cg (CrA) = A.

3) Cr(ANB)=(CgA)U(CgB).

4) Cg (AU B) = (CgA)N(CgB).

11



2.1. Théorie des ensembles

2.1.4 Partition d’un ensemble

Définition 2.9
Soit E un ensemble, on appelle partition de E toute famille F = (Ei)1<z<n formée de
parties non vides de E qui vérifie les deux conditions suivantes

1) Les parties sont deux a deux disjointes
Vi<i,j<n:i#j:ENE =¢.

2) Leur réunion est égale a F

Exemple 2.7

1) Soit E un ensemble non vide et A C E. La famille 7 ={A, Cg A} est une partition de
E car AN (CgA) =¢p et AU (CpA) = E.

9) Soit E = {1,2,3,4,5,6,7,8,9}. La famille F = {{1,4},{2,3,6}, {5}, {8}, {7.9}} est

une partition de E.

2.1.5 Ensemble produit

Définition 2.10
On appelle ensemble produit cartésien de deux ensembles A et B, ’ensemble noté A x B

de tous les couples ordonnés (z,y) tels que x € Aet y € B

Ax B={(z,y)/x € Aety € B}

(,y) = (@) er=aety=y,
(z,y) # (y2)siz#y.

Exemple 2.8
Soient A = {1,2,3} et B ={x,y, 2}, alors

A X B = {(173:)7(]"y)7(17Z)7(27x>7(27y>7(272)7(37x)7(37y)7(372)}
BxA = {(z,1),(2),(3),1),42),3),(21),(22),(23)}.

12



2.2. Applications

Remarque 2.3
Ona(AxB)# (BxA)et AxB=BxA< A=B.
Proposition 2.4

On a

1) (AUB)xC=(AxC)U(Bx().

2) (ANB)xC=(AxC)Nn(BxC).

3) Si card(A) = n et card(B) = m, alors card (A x B) = n.m.

o C

2.1.6 Différence et différence symétrique

Soient A et B deux parties de F, on appelle différence de A et B ’ensemble des éléments

qui appartiennent & A et n’appartiennent pas a B. On écrit A\B.
AB={reE/reAetx ¢ B}.
On appelle différence symétrique de A et B ’ensemble noté AAB et défini par

AAB = (A\B) U (B\A).

2.2 Applications

Définition 2.11

On appelle application d’'un ensemble £ dans un ensemble F), toute correspondance notée
f entre les éléments de E et ceux de F' qui a tout élément x de F fait correspondre un
unique élément y de F noté f(x).

y = f(x) est appelé image de = par f et x est un antécédant de y. L’ensemble E est
I’ensemble de départ et F' est I’ensemble d’arrivée de 'application f.

Une application entre F et F' est représentée par

f  E—F

v — y=fl)

13



2.2. Applications

D’autre part, une correspondance f entre deux ensembles non vides E et F' est une

application si et seulement si
Ve,o' e E:x =2 = f(z) = f(2).

Exemple 2.9
1) L’application

Ildp, : FEF—F

x — y=Idg(z)==x

est appelée application identité sur E.

2) L’application

f : E—F

r — y=f(r)=a, a€F

est dite application constante.
Définition 2.12
On dit que deux applications f et g sont égales si
1) Elles ont un méme ensemble de départ F et un méme ensemble d’arrivée F.
2) Ve e E, f(x) = g(z).
Exemple 2.10
Les applications suivantes sont différentes (f # g # h # k)
fR—R g:R— R h:Rt — R k:Rt — R*

— [ — [ — [ —

Définition 2.13

On appelle graphe d’une application f : E — F, I’ensemble

Ly={(, f(x)), x € E}.

Le graphe I'; est un sous ensemble du produit £ x F.

14



2.2. Applications

2.2.1 Composition d’applications

Définition 2.14

Soient f: F — F et g: F — (G, on note g o f 'application de E dans G définie par

Ve € E, (gof)(x)=g(f(x)).

Cette application est appelée composée de f et g. On a

EL Fr %@
gof

En général, ona go f # fogmais ho(go f) = (hog)o f.

Exemple 2.11. Soient
f:R— R" tg:R+—>RJr
e

Y

2 1
xXr > x + ]. X $2+1

alors
f + g +
R— RT™ — R™.
gof

Donc
gof:R— R"

T g(f(m)) = g( z? + 1) = (\/12421)2+1 = :c2+11+l - :(:214-2'
2.2.2 Restriction et prolongement d’une application

Définition 2.15

Soit f : E — F une application et soient A et B deux ensembles tels que A C F C B.
1) On appelle restriction de f a A, Papplication g : A — F telleque Vx € A : g(z) = f(z).
On note g = f/a.

2) On appelle prolongement de f a B, toute application h : B — F telle que f est la
restriction de h a F.

Exemple 2.12. Soient

iRt —R g¢g:R—DR . h:R— R
, e :
r+—lnx xr +— In |z| x+—In(2|z| — x)
On a g et h sont deux prolongements différents de f & R et f est une restriction de g et

de h a RT.

15



2.2. Applications

2.2.3 Image directe et image réciproque

Définition 2.16
Soient f: ¥ — F, AC Eet BCF.
1) On appelle image directe de A par f, 'ensemble des images des éléments de A, noté
f(A) telle que
f(A) ={f(z)/x e A} C F.
2) On appelle image réciproque de B par f, 'ensemble des antécédants des éléments de

B noté f~(B) telle que

“YB)={re E/f(x) € B} CE.

VyeF,ye f(A)eJre A, y= f(x)

et
Vee E, rc f1(B) & f(z) € B.

Proposition 2.5
Soient f: ¥ — F,ACFE, BCFE,CCFetDCF,alorson a

6) ACB= f(A)C f(B)etC C D= f1(C)cC fYD).
) ACTHf(A) et f(fTH(C) CC.

1) f(AUB) = f(A) U f(B).

2) f(AnB) C (f(A)Nf(B)).
3) fA(CuD)=fYC)ufYD).
4) f~H(CNnD)=fHC)n f7Y(D).
5) f7HCr (D)) = Cr (fH(D)).

)

)

16



2.2. Applications

2.2.4 Applications injectives, surjectives et bijectives

Définition 2.17. Soient f : E — F une application, alors

1) f est injective si tout élément de F' posséde au plus un antécédant. C-a-d
[ injective & Vz, 2’ € E:x # 2’ = f(x) # f(2)

ou

/

f injective & Vz, 2’ € £ : f(x) = f(2') =z =2/
2) f est surjective si tout élément de F' posséde au moins un antécédant. C-a-d
f surjective & Vy € F, Jx € E/y = f(x).
3) f est bijective si tout élément de F' posséde exactement un seul antécédant. C-a-d
f bijective & Vy € F, 3z € E/y = f(x).

L’application f est bijective si elle est injective et surjective.

Exemple 2.13. L’application
f:R— R

ZEI—>I2

n’est pas injective ni surjective.

2.2.5 Application inverse

Si f est une application bijective alors elle posséde une application inverse ou réciproque

notée f~! telle que

et on a

On a aussi



2.3. Relations binaires

Proposition 2.6
Soient f: F — F et g: F — G deux applications
1) Si f et g sont injectives alors g o f est injective.
2) Si f et g sont surjectives alors g o f est surjective.
3) Si f et g sont bijectives alors g o f est bijective et on a (go f) ' = flog .
Proposition 2.7
Une application f : E — F est bijective si et seulement si il existe une application
unique g : ' — FE telle que fog=Idr et go f = Idg.
L’application g n’est que I’application réciproque de f (g = f~1).
Proposition 2.8
Soient f: F — F et g: F — G deux applications, alors
1) g o f injective = f injective.
2) g o f surjective = g surjective.
3) g o f injective et f surjective = ¢ injective.
)

2) g o f surjective et g injective = f surjective.

2.3 Relations binaires

Définition 2.18

On appelle relation R de E vers F toute partie du produit cartésien £ x F. Si £ = F,
on dit que R est une relation binaire sur E.

Définition 2.19

Soit £ un ensemble non vide et R une relation binaire entre les éléments de E, on dit que
1) R est réflezive < Vo € E : zRx.

2) R est symétrique < Vr,y € E: xRy = yRu.

3) R est transitive < Vx,y,z € E: 2Ry et yRz = zRz.

4) R est anti-symétrique < Vr,y € E: 2Ry et yRx = = = y.

18



2.3. Relations binaires

2.3.1 Relations d’équivalence

Définition 2.20

On dit qu’une relation binaire R est une relation d’équivalence si elle est réflerive,
symétrique et transitive.

On appelle classe d’équivalence d’un élément x € F, 'ensemble & = {y € F; 2Ry} .

On appelle ensemble quotient de E par la relation d’équivalence R, ’ensemble des classes
d’équivalence de tous les éléments de E. Cet ensemble est noté E/R.

Exemple 2.14

On définit sur R la relation binaire R suivante
Ve,ye R: 2Ry < x—y=0.

Montrons que R est une relation d’équivalence sur R.
1)OnaVreR:z—x=0=sRr= R est réflexive.
Q)Vr,ye R,z —y=0=y—x =0, alors 2Ry = yRz. Donc R est symétrique.
3) Va,y,z € R:
TRy x—y=0 (*)

et
YRz < y—2z=0. (**)

De (#x), on trouve y = z et on remplace dans (*), on obtient z — z = 0 = 2Rz = R est
transitive.

Alors, R est une relation d’équivalence.
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2.3. Relations binaires

2.3.2 Relations d’ordre

Définition 2.21

On dit qu’une relation binaire R est une relation d’ordre si elle est réflexive, anti-
symétrique et transitive.

Définition 2.22

Soit R une relation d’ordre sur un ensemble F.

1) On dit que deux éléments = et y de E sont comparables si xRy ou yRzx.

2) On dit que R est une relation d’ordre total ou que E est totalement ordonné par R si
tous les éléments de E sont comparables deux a deux. Sinon, on dit que la relation R est
une relation d’ordre partiel ou que E est partiellement ordonné par R.

Exemple 2.15

On définit sur R la relation binaire R suivante
Ve,ye R: 2Ry < x <y

Montrons que R est une relation d’ordre total sur R.
1)OnaVereR:z <z = 2Rz = R est réflexive.
2)Vx,y € R, on a

TRy r<yet yRr < y < .

Ceci implique que x = y. Donc R est anti-symétrique.
3) Va,y,z € R:

TRy r<yetyRz &y < 2.
On obtient

r<y<z=>r<z=>1rRz

= R est transitive.

Alors, R est une relation d’ordre.

OnaVz,y e R: 2z <youy <z, alors 2Ry ou yRx. Donc R est une relation d’ordre
total sur R.
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2.4. Exercices

2.4 Exercices

Exercice 2.1.

Soit X et Y deux ensembles. Montrer que

HDXCY<«~=XnY=X

)X CY <= XUuY=Y

Exercice 2.2.

Soit E un ensemble et soient A, B et C' trois parties de E. Montrer que
1) An(BUC)=(ANB)U(ANCQC)

1) Au(BNC)=(AuB)N(AUCQC)

2) Cp(AUB)=CprANCEgB

3) Ce(AUB)=CgANCEgB

Exercice 2.3.

1) Montrer que AAB = (AU B)\(AN B)

2) Calculer AAA et AA®. Que peut-on déduire.

Exercice 2.4.

Etudier 'injectivité, la surjectivité et la bijectivité des applications suivantes
1) f:R—R, f(z)=¢"

2) g:R — R*, g(z) = 22

3) h:R— R, h(z) =3z —1

Exercice 2.5.

On consideére 'application

f o R\{2}—=F
r+5

€T —
Tr— 2

ou F' est un sous ensemble de R.

Déterminer F' pour que 'application f soit bijective et donner f~!.
Exercice 2.6.

Soit f: E — F une application, A C E et B C F. Montrer que

1) f(f7Y(B)) C B et que si f est surjective alors on a égalité.
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2.4. Exercices

2) AC f7Y(f(A)) et que si [ est injective alors on a égalité.
Exercice 2.7. (Proposition 2.8)

Soient f: F — F et g: F — G deux applications. Montrer que
1) g o f injective = f injective.

2) g o f surjective => g surjective.

3) g o f injective et f surjective = ¢ injective.

4) g o f surjective et g injective = f surjective.

Exercice 2.8.

On définit la relation R dans R par
Ve, y e R: Ry <= 22 —1=19>— 1.

Montrer que R est une relation d’équivalence et donner ’ensemble quotient R/R.
Exercice 2.9.

Dans N*, on définit la relation binaire de divisibilité notée / par
a/b<= Jqg € N*":aq =0b.

Montrer que / est une relation d’ordre partiel.
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CHAPITRE

Fonctions réelles d’une

variable réelle

3.1 Généralités

Définition 3.1
Soient E et F' deux ensembles non vides. Une fonction f de E dans F' est une correspon-

dance qui associe a tout élément x de £ un élément y = f(x) € F. On la note

f + E—F
x — y=f(z)

L’ensemble E est le domaine de définition de f, on le note par Dy.

Si E et F' sont deux sous ensembles de R, la fonction f est appelée fonction réelle d’une
variable réelle.

Définition 3.2. Une fonction réelle f : Dy — R est dite

o Paire si f(—x) = f(z), Vx € Dy.

o Impaire si f(—z) = —f(x), Vo € Dy.

e Périodique de période T si f(x +T) = f(x), Vx € Dy.

e Bornée sim < f(x) < M pour m, M € R et Va € Dy.

e Croissante (resp strictement croissante) si Va,y € Dy 1z <y = f(x) < f(y)

(resp f(z) < f(y)).
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3.1. Généralités

e Décroissante (resp strictement décroissante) siVr,y € Dy:x <y = f(z) > f(y)

(resp f(z) > f(y))-
e Monotone (resp strictement monotone) si elle est croissante ou décroissante

(resp strictement croissante ou strictement décroissante).
Proposition 3.1
La composée de deux fonctions monotones est une fonction monotone. Plus précisément:
La composée de deux fonctions ayant le méme sens de variation est une fonction croissante
et la composée de deux fonctions ayant des sens de variation différents est une fonction

décroissante. C-a-d

DAf ety /} = (gof)/
) {f\etgN\}p = (gof)/
) Af /1 etgN\}y = (gof)\
HhA{f N etg t = (gof)\

Théoréme 3.1

Toute fonction strictement monotone sur un intervalle A est une bijection de A sur f(A).
De plus, la fonction réciproque f~! est strictement monotone sur f(A) et varie dans le
méme sens que f.

Proposition 3.2

Toute fonction f : Dy — R peut s’écrir de maniére unique comme somme d’une fonction

paire et une fonction impaire. On a

telles que g est une fonction paire et h est une fonction impaire.

Proposition 3.3

Si f et g ont méme parité alors f.g est paire. Si elles sont de parité contraires alors f.g
est impaire.

La fonction % est de méme parité que f.

Si f et g sont paires (resp impaires) alors Vo, § € R : af + Bg est paire (resp impaire).
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3.2. Limite d’une fonction

Proposition 3.4

Si f est T'—périodique, alors Vn € N, f est nT—périodique.

Si f et g sont T'—périodiques alors Vo, 5 € R : af + Bg et f.g sont T —périodiques.
Si f est T'—périodique, alors % est T'—périodique.

Si f est T'—périodique, alors Vg : g o f est T—périodique.

3.2 Limite d’une fonction

Définition 3.3. Une partie V' C R est un wvoisinage de xy € R s’il contient un intervalle
ouvert contenant x.

Définition 3.4

On dit qu’une fonction f définie au voisinage de g, sauf peut étre en xy, a une limite [

au point Tq, si
Ve >0,3n > 0,Ve #xo: |z —xo] <n=|f(x) =1 <e.

On écrit alors

lim f(x) =1lou f — [ quand x — x

T—x0
Exemple 3.1
La limite de f(z) =3z — 2 quand x — 1 est égale 4 1. On a
f(z)—1) =3z — 3| <& |z — 1 <§.
D’ou
Ve > 0, an:§>o, Vx%1:|x—1|<§:>|f(x)—1|<5.
Remarque 3.1

Pour prouver que f n’admet pas pour limite le nombre [ quand x — x(, on prend la

négation logique de la définition.

lim f(z) #1l< 3 >0, Vn>0, Jz: |z —zo| <net |f(z)—1I >e.

T—xQ
Théoréme 3.2 (Unicité de la limite):

Si f admet une limite au point xg, cette limite est unique.
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3.2. Limite d’une fonction

3.2.1 Limite a droite, limite & gauche

Définition 3.5

On dit que f a une limite a droite (resp & gauche) au point g si
Ve>0, In>0, Ve £ xg:a0 <z <x0+7n (resp xog —n <z < x9) = |f(x) =] <e.

Si la limite existe, alors la limite a droite et la limite & gauche existent et sont égales &
cette limite.

Si la limite & droite et la limite & gauche existent et sont égales, la limite existe.

3.2.2 Limite a ’infini

Définition 3.6
On a

lim f(x)=1(l€R)eVe>0,3A>0,Ve:a>A=|f(z)—-I <e.

T——400

et
lim f(z)=1(l€eR)&Ve>0,3dJA>0, Vo< —-A=|f(zx) -] <e.

Tr——00

3.2.3 Limite infinie

Sizg€R,ona

lim f(z) =400 < VA >0, In>0, Vo: |z —a0 <n= f(z) > A

T—T0o

et

lim f(z) = -0 VA>0, In>0, Vo: |z —xo <n= f(zr)<—-A

r—T0

Si zg = +00, on a

lim f(z) =400 VA>0, 3B>0, Vx:2 > B = f(x) > A.

T— 00

et
lim f(z)=—-c0<VA>0,3dB>0,Vr:x>B= f(r) < —A.

Tr— 400

26



3.2. Limite d’une fonction

Sixzg=—o00,0na

lim f(z) =400 VA>0, 3B>0, Vx:2 < —-B= f(z)> A.

r— —00

et
lim f(z)=—-0c0&VA>0,3B>0, Vz:2 < —-B= f(z) < —A.

T——00

3.2.4 Théorémes sur les limites

Théoréme 3.3

Soit f : [a,b] — R et zg € [a,b], alors

lim f(z) =1l V{z,},z, € [a,b] ©, # xo et lim x, =z, on a lim f(x,) = [. (I fini ou infini).

T—xo

Théoréme 3.4

Soit f : [a,b] — R. Pour que la limite finie lirré f(z) existe il faut et il suffit que
Ve >0, Jec € [a,b], Vo', 2" € [a,b]: 2" > cet 2" > c=|f(a') — f(a")| <e.

Théoréme 3.5 (des gendarmes)
Soient f, g et h trois fonctions réelles, ¢ un point fixé et § > 0.

Si pour tout x € Dy N D, N Dy, tel que |z — x| < 6, on a:

et si
lim g(x) = lim h(x) =1
T—T0 T—T0
alors
lim f(z) =1.
r—T0

Proposition 3.5
Supposons que f(z) = g(z)h(z). Si h(x) est bornée sur un voisinage de zg et si g(z) — 0

quand x — xg, alors f(x) — 0 quand = — x.

27



3.2. Limite d’une fonction

3.2.5 Opérations sur les limites

Théoréme 3.6

Soient f et g deux fonctions définies sur une méme partie de R telles que lim f(z) = [

T—T0

(finie) et lim g(m) = [’ (finie), alors on a

)hm(() glx)) =1+1.

2) hm( (x)g(x)) =1
4) lim |f(z)] = I].

5) leIE g(? =, sl 7& 0.
)

6) f(z) < ()

3.2.6 Formes indéterminées

On dit qu’on a une forme indéterminée si on rencontre 'une des cas suivants

1) lim f(z) = +o0 et lim g(x) = —o0, alors lim (f + ¢g) = 0o — 0.
r—x0 T—T0 T—T0
2) lim f(x) =0 et lim g(z) = o0, alors lim (f.g) = 0.c0.
T—x0 r—x0 T—T0
3) lim f(x) = lim g(z) = 0, alors lim <§> = %.
T—T0 T—xQ

o

+oo et lim g(x) = £oo, alors lim <§> =,

=~
S~— N~ SN— S~—
—_
g
~
L g g g P
S~— N— N—

T—T0 T—TQ T—x0
5) lim f(x) =1 et lim g(z) = +o0, alors lim f9 = 1*.
T—T0 T—T0 T—x0
6) lim f(x) = +o00 et lim g(z) = 0, alors lim f9 = 0c®.
T—T0 T—T0 T—T0
7) lim f(x) = lim g(z) = 0, alors lim f9 = 0°.
T—T0 T—T0 T—T0

Lever 'indétermination c’est chercher la limite dans les conditions considérées.
Pour les trois derniers cas, on peut les ramener & la forme 0.00 par passage au logarithme.

En effet, si y = (f(2))?™“ , alors

Iny =In(f(2))"" = g(z)In f(2),

puis on cherche la limite, si

lim lny = k, 400, —00,

Tr—X0
alors

lim y = e*, 400, 0.

T—T0
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3.2. Limite d’une fonction

Soit f et g deux fonctions telles que lim f(z) =1 et lim g(z) = +o0. Si

T—X0 T—T0

lim (f(z) —1)g(z) =X €R

T—T0

alors

En effet: on pose

et on applique la relation

lim (1+ X)% =e.
X—0

3.2.7 Comparaison des fonctions au voisinage d’un point, nota-

tion de Landau

Soient f et g deux fonctions définies dans un voisinage du point xg, sauf peut étre en z;.
Définition 3.7

On dit que f est négligeable devant g quand = — z (ou en xg) si
Ve > 0,30 > 0,Ve #xo: |z — 20| <6 = |f(2)] <elg(z)].

On note alors f = o(g).
Définition 3.8

On dit que f est dominée par g quand x — xy (ou en zy) si
3k >0,30 >0,Ve#£xo: |z —a0] <= |f(z) < Ek|g(x)].

On note alors f = O(g).
Les symboles o et O s’appelent notation de Landau.
Proposition 3.6

On suppose que g ne s’annule pas au voisinage de x, alors

1) f =o(g) & lim L2 — .

o= 9(T)
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3.2. Limite d’une fonction

2) f=0(g) & g est bornée au voisinage de xy.
3) Si g =1, alors
f=o(1) < lim f(z)=0.

T—XT(
et

f=0(1) < f est bornée au voisinage de x.

Proposition 3.7

On a les propriétés suivantes

1) f=o(g) = f=0(g).

2) f=o(h)etg=o(h)= f+g=0(h) et Va e R, af = o(h).
3) f=0(h)et g=0O(h) = f+g=0(h) et Va € R, af = O(h).
4) f=o(h) et g=0(h) = f+g=0(h).

5) f =o(g9) & f=g.h, h=0(1).

6) f=0(9) & f=g.h, h=0(1).

7) f=olgh) & f=g.o(h)

8) f = O(gh) & f = g.O(h).

9) f=o(h) et g=o0(k) = f.g =o(h.k).

10) f =O(h) et g = O(k) = f.g = O(h.k).
11) f =o(h) = f* = o(h*), Va > 0.

Fonctions équivalentes

Définition 3.9

Soient f et g deux fonctions définies dans un voisinage de xg, sauf peut étre en xy. on dit
que f est équivalente & g lorsque x — o (ou en xg) si f — g = o(f), z — xy. On note
fr~goufrg g

Remarque 3.2

S’il existe un voisinage V' de xq tel que f et g ne s’annulent pas dans V'\xzq alors

f (=)

f~genzxy<s lim —= =1.
22, 9(@)
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3.2. Limite d’une fonction

Proposition 3.8

On a les propriétés suivantes

1) f~get g=o(h)= f=o(h).

2) f~getg=0(h)= f=0(h).
f

3) f~getg~h= f~h.

Tr—X0
5

~geth~k= fh~glk.
6

7

8) f~hetg=o(f)=(f+g)~h
Proposition 3.9

f
fregethmk=L~9 hk+#0.
f~g=VYa€eZ, f*~ g~ (SiagéZ,onsupposequef,g>0),%N

Q |

)
)
)
4) f ~ay g = lim f(z) = Tim g(a).
)
)
)
)

Soient o, 3,7 € R}, on a

1) ZEIJPOO 2Pem® = 0. (2% = o(e*®) en + 00)

2) IEIEIOO zP e = 0. (e™ = o(|z| ") en — 0).
3) xEToo "y = 0.(In"2 =o(2”) en + c0).

4) iiir(l):cﬁ In”z| = 0. (|In"z| = o(z™?) en 0)

Proposition 3.10

En 0 on asine ~ z, tgr ~ z, In(l+z) ~z, ¢ -1~z (1+2)" =1 ~ mzx et
1132

I —cosx ~ 5.

Si P(2) = amx™ + apmy12™ 4+ 4 ap_ 12" + a, 2" est un polynome de degré n. (a, # 0,

am # 0 et n > m), alors

1) Au voisinage de 0, P(x) ~ a,,z™. (monéme de plus bas degré).

2) Au voisinage de +00, P(z) ~ a,z". (mondme de plus haut degré).

31



3.3. Fonctions continues

3.3 Fonctions continues

3.3.1 Continuité en un point

Définitions 3.10
1) Soit f : I — R une fonction, I étant un intervalle quelconque de R, z¢ € I. On dit que

f est continue en xq si lim f(x) = f(zo). C-a-d
r—T0
Ve>0,3n >0,V €l:|x—xo] <n=|f(x)— fxo)] <e.

2) f est continue & droite en zo si lim f(z) = f(xg). C-a-d

$—>$O

Ve>0,3n>0Ve el :zg<z<zo+n=|f(x)— fzo)| <e.

3) f est continue & gauche en xy si lim f(x) = f(zo). C-a-d

T—T)

Ve>0,In>0Ve el :xg—n<z<zo=|f(x)— flzo)| <&

f est continue a droite et & gauche en o = f est continue en x.
[ est continue en zy < V{z,}, .y € I tq lim z, =29 = lim f(x,) = f(zo).
n—-+00

n—-+o00

3.3.2 Continuité sur un intervalle

Définition 3.11

Une fonction définie sur un intervalle I est dite continue sur I si elle est continue en tout
point de [.

L’ensemble des fonctions continues sur I se note C(1).

Exemple 3.2

1) Toute fonction constante est continue sur R.

2) Les fonctions f(x) = x et f(x) = |z| sont continues sur R.

Proposition 3.11

Soient f et g deux fonctions continues sur 7, alors

1) Va,B € R: (af + Bg) est continue sur I.

2) f.g, % et g sont continues sur /. (¢ ne s’annule pas sur I).
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3.3. Fonctions continues

3.3.3 Continuité uniforme

Définition 3.12

Une fonction définie sur un intervalle I est dite uniformément continue sur I si
Ve>0,3n>0,Ve,yel:|jz—y|l<n=|f(zr)— fly)| <e.

Remarques 3.3

1) La continuité uniforme est une propriété de la fonction sur tout l'intervalle alors que
la continuité peut étre définie en un point.

2) Dans la définition de la continuité uniforme, le nombre 1 dépend seulement de ¢, alors
que pour la continuité en xy, 7 dépend de € et xy.

3) f uniformément continue = f continue.

4) Pour montrer qu’une fonction f n’est pas uniformément continue, on doit montrer que
de > 0,Vn > 0,3,y € [ : |z —y| < pmais |f(z) — f(y)| >e.

Théoréme 3.7

Soit f : [a,b] — R une fonction continue alors f est uniformément continue sur [a, b].

3.3.4 Fonctions lipschitziennes

Définition 3.13

Soit f: I — R, on dit que f est lipschitzienne s’il existe une constante k£ > 0 telle que

Va,y € L:|f(z) = f(y)l < kle—yl.

f est dite k—Ulipschitzienne.
Proposition 3.12
1) f est k—lipschitzienne = f est uniformément continue.

2) Si f est k—lipschitzienne sur I, alors VA > k, f est A—lipschitzienne sur I.

4) Si f est k—lipschitzienne sur [a, c] et sur [c,b], alors f est k—lipschitzienne sur [a, b] .

)

)

3) Si f est k—lipschitzienne sur I avec k < 1, on dit que f est contractante sur I.

)

5) Si f et g sont k—lipschitziennes sur I, alors (f + g) est k—lipschitzienne sur /.
)

6) Si f est k—lipschitzienne sur I, alors af est (|a|.k) —lipschitzienne sur I.
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3.3. Fonctions continues

3.3.5 Théorémes sur les fonctions continues

Théoréme 3.8

Soit f: I —1',g:I' >R, I CRetI'" CR. Sif estcontinue en 2y € I et g est continue
en yo = f(xg), alors (g o f) est continue en z.

Preuve

On a g est continue en yo = f(zo), alors
Ve>0,3' >0,Yy € I": [y —yol <n' = |9(y) — 9(yo)| <e,
mais [ est continue en xg, alors on peut associer a ce ' un nombre 1 > 0 tel que
pour ' >0,In>0,Ve €I :|x— x| <n=|f(x)— fzo)| = |y — w0l <7
Comme x € I = f(z) € I, alors
Ve>0,an >0,V el |z —xol <n=|g(f(x) —g(f(x))| <e.

Donc (g o f) est continue en x.

Théoréme 3.9

Soit f une fonction continue sur [a,b]. Si f(a) et f(b) sont de signes contraires, alors il
existe au moins un point ¢ € la, b tel que f(c) = 0.

Théoréme 3.10

Soit f : I — R une fonction continue, I C R. Soit x1,25 € [ : x1 < x5, alors pour tout
réel ¢ compris entre f(x1) et f(x2), 3 xo € Jz1, 22| tel que f(xg) = c.

Preuve

Supposons que f(z1) < f(x2), soit ¢ tel que f(z1) < ¢ < f(x2). Considérons la fonction
g : [x1,22] — R définie par g(x) = f(z) —c. On a

1) g est continue sur [xy, T3] .

2) glan) = f(1) — ¢ < 0 et glas) = () — ¢ > 0.

Donc d’apres le théoréme 3.9, 3 g € |1, 2| tel que g(zg) = 0. Alors f(zg) = c.
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3.4. Fonctions dérivables

3.3.6 Prolongement par continuité

Définition 3.14. Soit f une fonction définie sur un intervalle I, sauf peut étre en x( € I.

Supposons que lim,_.,, f(z) = [ (finie). La fonction f définie par

Fla) fz)six e I\{zo}

[ six =xg

est continue en xy. On dit que f est le prolongement par continuité de f.
Exemple 3.3
Soit f(z) = #2% 7 #£0. On a lin%f(x) = 1. La fonction

T

f(x): Esix#0

1 sizx=0

est le prolongement par continuité de f au point xy = 0.

3.4 Fonctions dérivables

3.4.1 Dérivée d’une fonction en un point

Définition 3.15
Soit f: I — R, I CR,xzy€ . On dit que f est dérivable au point xy si

lim f(z) = f(@o)

T—T0 T — X
existe et est finie.
Cette limite est appelée dérivée de f au point g et notée f'(xo).
Remarques 3.4
1) La définition précédente permet d’écrire

@) = J(wo) = f'(z0) + (z), avec lim e(z) = 0.
T — Xo T—T0

2) Une définition équivalente est
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3.4. Fonctions dérivables

3) f dérivable en zq = f continue en x.
Preuve
3) Si f est dérivable en xy, alors

lim (f(z) — f(x)) = lim (z — o) f'(x0) + lim (2 — x¢)e(x) =0

T—T0 T—T0o T—T0

Donc f est continue en xg.
Exemple 3.4
Etudions la dérivabilité de la fonction f(z) = \/x au point zo = 1. On a

flx) = f(1) Ve-Dz+1) 1

lim = lim =1

1 /
N I ES T

Dérivée a droite, dérivée a gauche

Définition 3.16

Si
o 1) = fw)

z—ad T — Zg
existe et est finie, on 'appelle dérivée a droite de f au point xg.
Si

o 1) = fw)

T—T) T — X

existe et est finie, on 'appelle dérivée a gauche de f au point xg.

On a
f dérivable en g ¢ lim Jl@) = Jao) = lim Jl@) = Jo) = (o).
z—z] T — Zo T—x, T —Xo
Exemples 3.5
1) f(x) = [z], 2o = 0.
Siz >0, f(x) =z, dou
TG (C) Y

z—0t r—0
Siz <0, f(r) = —z, dou

i @) = F0)

e—0- x—0
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3.4. Fonctions dérivables

On a alors
o L@ =10 ) =

z—0t xr—0 z—0~ z—0

Donc f n’est pas dérivable en 7 = 0.
2) f(x) = ¥z, 20=0. On a

vx —0 1
lim Ve = lim — = +o0.
x—0 1 — 0 x—0 T3

Donc f n’est pas dérivable en xy = 0.

3) Soit

1

rsin, v #0
flz) =

0, x =

on a
— f(0 1 1 1

lir% M = lir% sin —, n’existe pas car si — — +00, sin — oscille entre — 1 et 1.
z— x — z— x x

Donc f n’est pas dérivable en g = 0.

X

3.4.2 Dérivée sur un intervalle, fonction dérivée

Définition 3.17

On dit que f est dérivable sur I si elle est dérivable en tout point de I.

L’application
o I—-R
v — (@)

est appelée fonction dérivée de f et notée f' ou Df ou %.

3.4.3 Opérations sur les fonctions dérivables

Soient f et g deux fonctions dérivables sur I'intervalle I, alors

1) Vo, B € R, (a.f 4+ 5.g) est dérivable sur [ et on a

(a.f +B.9) =a.f + 5.4
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3.4. Fonctions dérivables

2) (f.g) est dérivable sur I et on a

(f9)=f.9+fd

et Vn € N, f" est dérivable sur I et on a
(") = n.fr Ly

3) Si g ne s’annule pas sur [, alors

et
<j>' _fl9-1fg
g 92

Sif:I -Retg:J — R, f(I) C J sont deux fonctions dérivables, alors (g o f) est

dérivable sur [ et on a

(gof) =r-(d()
Si f: 1 — R est dérivable et strictement monotone donc f est bijective de I sur J C R.
Si f’ ne s’annule pas sur I, alors f~! est dérivable sur .J et on a

1

U =gop
Exemples 3.6
On a (cosz) = —sinx, (cosar) = —asinax, (e*) = e*, (ef(w))/ = f(z).e/®, (Inz) =1
(n|f@)) =28, (tana) = by =1+ tan’a, (a°) = a.2"", Va € R.

3.4.4 Dérivées d’ordre supérieur

Définition 3.18

Si la fonction f” admet une dérivée on I'appelle dérivée seconde de f et on la note
f(@) = (f'(2))".

On définit par récurrence les dérivées successives de f.

La dérivée n—iéme ou d’ordre n de f, notée f™ est la dérivée de la fonction

z— fOD(g): f) = (f(n—l))’_
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3.4. Fonctions dérivables

Exemple 3.7
f(z) =sinx = f'(z) =cosz = f"(z) = —sinz = fO)(z) = —cosx

= fW(z) =sinz...

3.4.5 Fonctions de classe C*

Définition 3.19
Soit f : I — R, On dit que f est de classe C* sur I et on note f € C*(I) si f est k fois

dérivable et si f*) est continue sur I (k € N). En particulier, on a
f € C°I) & f est continue

et

f € C*I) & [ existe et elle est continue.

On dit que f est de classe C* si elle est indéfiniment dérivable sur I.

Si feC"(I)et geC"(I),alors (f +g) € C*(I) et on a

(F+9)" =™+ g™,

Exemples 3.8
Onae®” € C* (R),Inz € C® (R]), cosz € C* (R), sinz € C* (R), tanz € C* (R\ {5 + km,k € Z}) .
3.4.6 Dérivée n—iéme d’un produit

Théoréme 3.11 (Formule de Leibnitz)
Si f et g sont deux fonctions qui admettent des dérivées n—iémes sur I, alors (f.g) admet

une dérivée n—iéme sur I donnée par

(f.g)(n) — Z Cs.f(k).g(”_k)
k=

ou

et
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3.4. Fonctions dérivables

3.4.7 Rolle et accroissements finis
Théoréme de Rolle

Théoréme 3.12 (Rolle). Soit f : [a,b] — R une fonction continue sur [a,b], dérivable
sur Ja, b[ et telle que f(a) = f(b). Alors il existe ¢ € |a, b] tel que f'(c) = 0.
Cas particulier. Si f(a) = f(b) = 0, le théoréme de Rolle s’énonce comme suit: entre

deux zéros de la fonction f, il existe un zéro de la dérivée f'.

Théoréme des accroissements finis

Théoréme 3.13 (Accroissements finis). Soit f : [a,b] — R une fonction continue sur

[a, b] et dérivable sur |a,b[. Alors il existe ¢ € |a, b] tel que

f(b) = f(a) = (b—a) f(c).

Interprétation géométrique

Sur la partie AB correspondant a I'intervalle [a, b] du graphe de f, il existe au moins un
point ¢ distinct de A et B, pour lequel
La tangente a la courbe est horizontale. (Rolle).

La tangente a la courbe est parallele & la droite AB. (Accroissements finis).

0 @ ¢ b 0| a -: b-

Rolle Accroissements finis

Figure 3.1: Interprétation géométrique des théoréemes de Rolle et d’accroissements finis
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3.4. Fonctions dérivables

3.4.8 Reégle de I’Hospital

Théoréme 3.14. Soient f et g deux fonctions dérivables sur I = |a, b| telles que pour

tout z € I, g(z) # 0 et ¢'(z) # 0. Supposons que

lim f(z) = lim g(z) = a, avec @« =0 ou a = 00

et
_ f'(@)
lim ——= = pu, avec p € RU{—o00, + o0}.
) { }
Alors
lim _f(x) =
r—a g({]])

Remarque 3.5
La regle reste valable si I’'on remplace a par b ou par 4o0.

Exemples 3.9

1)

iy S0 _ 0_ im (Sing/j)l _im ST
z—0 O x—0 (;p) z—0 1
2) 1 1 / 1
limmlnajzlimg:ﬁ:hm(nx? = lim ;1 =lim(—x)=0
r—0 r—0 P [ee) x—0 (%) x—0 —3 z—0
3)
2 2 2
lim x—zﬁzl —x—ﬂzhm—:()
r—+o0 €7 “+00 r—+o0 % “+00 r—-+o0 e
4)
. Inz . % ) z?Inz ) 1
m ————— =l = lim ——— = lim =
a—too In (28 Inw)  w—oo o (I—; +322Inz) e—toox? +3z%lnr aotoo 43

3.4.9 Formule de Taylor

1
3

Une fonction f continue sur un intervalle I et dérivable en xy € I peut s’écrire (au

voisinage de () comme

f(x) = f(xo) + f'(x0) (x — x0) + R(x),

avec R(z) = e(z) (x — x0) et lime(z) = 0.

T—x0
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3.4. Fonctions dérivables

Cela veut dire que f peut étre approximée par le polynome de degré 1

z = f(xo) 4+ f'(z0) (v — 20) .

La formule de Taylor généralise ce résultat en montrant que les fonctions n fois dérivables
peuvent étre approximées (dans un voisinage de xy) par des polyndmes de degré n comme

suit
f(n) (3;0)

n!

f(x) = f(zo) + —— (v — @) + -+ + (x —20)" + Rn(2),

ou le polynéme P, de degré n en (x — z) est donné par

f'(x0)

P(a) = fwo) + 1

(iL’—J?o)—i‘"""

R,.(x) est appelé reste d’ordre n.

Formule de Taylor-Lagrange

Théoréme 3.15 (Formule de Taylor-Lagrange)
Soit f: I — R telle que f € C"TY(I) et soit 2o € I, alors Vo € I, x # x¢, on a

(x — $0)n‘+1 f(”+1)(c),

(x — z9)
(n+1)

1!

(x — x)"

fx) = flzo) + Flwo) + -+ £ (@) +

n!

ol ¢ est un point strictement compris entre x( et x.
(x—z0)" !

) f Y (c) est appelé reste de Lagrange.

Le terme
Remarque 3.6
En posant x — zg = h et ¢ = o + 0 (x — x9) = xo + 0h avec 0 < 6 < 1, on obtient

P+ ) = Flao) + 251/ zn) - 20 ) 4 L
0 A TR nl Y+ 1)

FOHD (20 4 0n).

Formule de Maclaurin Lorsque xg = 0 dans la formule de Taylor-Lagrange, on ob-

tient la formule dite de Maclaurin (4 'ordre n + 1 avec reste de Lagrange)

n xn—i—l

(n+1)!

X

f(x) = f(0) + %f’(O) SRR Hf(")(o) + F (0, 6 €10, 1].
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3.4. Fonctions dérivables

Formule de Taylor-Young

Théoréme 3.16 (Formule de Taylor-Young)
Soit f: I — R telle que f € C™(I) et soit zq € I, alors Vx € I, x # xg, on a

F@) = Feo) + E=20 ) e T 0 () 1 (o — ) (), lim () = 0.

]_' n' T—x0

Le reste R, (zg,z) = (x — x0)" e(x) on lim e(z) = 0 est appelé reste de Young.
T—T0

On peut aussi écrire R, (zg,7) = o (x — x()", alors on a

lim M 0= lim e(z).
T—T0 (Qj — 1‘0) T—XT(

Formule de Maclaurin-Young En posant xq = 0 dans la formule de Taylor-Young,

on obtient la formule de Maclaurin & ’ordre n avec reste de Young.

F(#) = FO)+ 1 FO) + -+ 2 f(0) 4 a"e(e), Tim e(a) = 0.

Exemples 3.10
1) Soit f(x)=(1+2)* z €]-1,40], a € R.

Appliquons la formule de Maclaurin avec reste de Young

F() = FO) 4 5 £/0) - 2 fO0) + ofa").

f0) =1,
fll@) = al+2)*" = f(0) =aq,

@) = ala—D1+2)"2 = f/(0) = afa - 1),

f™2) = ala=1) - (a=n+1)1+2)* "= fM0)=a(fa—1)---(a —n+1).

Alors on trouve

1 e (o — 1
(1+x)°‘:1+%x+—a(a2' Jo2 4 2@ n,(a nt1)

" 4o (a").
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3.4. Fonctions dérivables

Le reste de Lagrange s’écrit

ala—1)---(a—n)

Ru(z) = CES (14 6z)* "D gntl 0 <9 < 1.
Si a = —1, alors la formule de Taylor en z( s’écrit (z > —1)
Lo l—a+2 4+ (=1)" 2" + ru(z),
1+
avec
() = (=)™ (1 + 02) "2 2™ (reste de Lagrange)
ou

rn(z) = o (z") (reste de Young).

On peut aussi écrire
1

=l+z+2>+ - +2" +r,(2),
1—=z

P2 gt (reste de Lagrange) ou 7, (2) = o (z") (reste de Young).

avec 1, (x) = (1 — 0x)
2) Soit f(z) = \/x. Trouvons la formule de Taylor pour f avec reste de Young en xy = 1
a l'ordre 3.

Onposey=z—1,onazy=1=1yy=0et

g(y) = f(z) = Ve =+/1+y.

N|=

Donc g(y) = (1+1y)2, yo = 0. D’aprés le premier exemple, on trouve

11 __q 11 _1)(L_-2
ST o el 20 BN G

3!

D’ou
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3.4. Fonctions dérivables

3) Soit f(z) =sinz, g =0. On a

sin0 = 0
(sinz) = cosx = sin (x + g) = f'(0) = sing =1,
(sinz)” = —sinz =sin(z+7) = f”(0) =sin7t = 0,
3 3
(sinz)® = —cosz =sin (x + g) = f®(0) = sin?7T = -1,
4 4
(sinz)® = sinz =sin (x + g) = fW0) = sin%T =0,
k k
(sinz)® = sin (x + ;) = f®(0) = sin ;
D’ou
) ZES 0 . x2n+1
Sln$:$—§+§++(—1) m+7'2n+1($),
avec
in O 22
Fona1(z) = (=1)" % (reste de Lagrange)
ou

2n+2) (

ront1(z) = o (z reste de Young).

De méme on a

$2 1.4 2n

cost =1— o + ) +- 4+ (=1)" o)l + 7. (),
avec

ron(z) = (—1)" % (reste de Lagrange)
ou

2n+1) (

Ton(T) = 0 (x reste de Young).
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3.5. Fonctions inverse des fonctions trigonométriques

3.5 Fonctions inverse des fonctions trigonométriques

3.5.1 Fonction arc sinus

Comme (sinz)’ = cosz > 0, Vz : |z| < Z, la restriction de la fonction sinus sur [-Z,Z] :
f= Sin/[_%’%] est croissante et bijective. f : [—g, g] — [-1,1].

Définition 3.20

La fonction arcsin = f~!: [-1,1] — [—g, g} s’appelle arc sinus.

Cette fonction est impaire, strictement croissante et bijective.

On a
) . T T
Yy =arcsinx < siny = x et 3 gygi.
. . / 1 . I !
De plus, (arcsinz) € C*° (]—1,1[), (arcsinzx) = = et (arcsin f) = 1f—f2'
v L y=r-
= | y=aresin(z)
I /’ y=sin(z)
? 1 % :
—1
Figure 3.2. Graphes des fonctions
sinus et arcsinus
3.5.2 Fonction arc cosinus
Comme (cosz)’ = —sinz < 0 pour 0 < z < 7, la restriction g = cos, [ - de la fonction

cosinus sur [0, 7] est strictement décroissante et bijective g : [0, 7] — [—1,1].
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3.5. Fonctions inverse des fonctions trigonométriques

Définition 3.21
La fonction arccos = g~! : [-1,1] — [0, 7| s’appelle arc cosinus.

Cette fonction est positive, strictement décroissante et bijective.

On a
y =arccosr < cosy =x et 0 <y <.
De plus, (arccosz) € C* (]—1,1[) et (arccos) = —ﬁ, lz| < 1.
v
y=x
y = arccos(r) _ ’
—1 % 1 L
-1+ y = cos(x)

Figure 3.3. Graphes des fonctions cosinus et

arccosinus

Théoréme 3.17

Vo € [—1,1] : arcsinz + arccosz = g

3.5.3 Fonction arc tangente

1
cos?

Comme (tanz)’ = > 0 pour —F < x < 7, la restriction de la fonction tangente sur

272 T 2072
Définition 3.22

}—1 E[ est strictement croissante et bijective h = tan N-z.z5] : ] T E[ — R.
272

La fonction arctan = h~! : R — } -5, %[ s’appelle arc tangente.

Cette fonction est impaire, strictement croissante et bijective.
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3.5. Fonctions inverse des fonctions trigonométriques

On a

T s
y = arctanx < tany = x et —§<y<§.

De plus, (arctanz) € C*® (R), (arctanz) = ﬁ et (arctan f) = #

y=tan(r)

y=r

[
+
S

y=arctan(z)

I
[=1E

IR S
H

4
|
[=IE]

Figure 3.4. Graphes des fonctions tan et

arctan

3.5.4 Fonction arc cotangente

Comme (cotz)" = —sinlgx < 0 pour 0 < z < 7, la restriction de de la fonction cotangente

sur ]0, 7| est strictement décroissante et bijective k = cot jo - : |0, 7[ — R.
Définition 3.23
La fonction arccot = k=1 : R — |0, [ s’appelle arc cotangente.
Cette fonction est strictement décroissante et bijective.
On a
y=arccotr & coty=zet 0 <y <.

De plus, (arccotz) € C* (R), (arccot )’ = — 5.
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Yy
_______________ o ____
1
m E
1 =X
1 1 72 i
1
-1 :
1
1
1
1
1
1

Figure 3.5. Graphes des fonctions

cotangente et arccotangente

Théoréme 3.18
On a

™
Vo € R : arctan z + arccot x = §

3.6 Fonctions hyperboliques

Définition 3.24
Les fonctions :

et +e " er —e® shx  e*—1 1
he = ——. shx = thx = = thy = — 0.
e 9 o R Y =T ML= e v

s’appellent respectivement : cosinus hyperbolique, sinus hyperbolique, tangente hyper-
bolique et cotangente hyperbolique.

On en déduit que :

sh0=0,ch0=1,th0=0.

ch(—x) = chz, sh(—x) = —shuz.

La fonction chx est paire et shx, thx et coth x sont impaires
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3.6. Fonctions hyperboliques

Proposition 3.13

1)

chx + shx = e* et chx — shx = e *.

ch’cz — sh’z =1, 1 —th’z =

ch?z’

ch(x +y) = chx.chy + shx.shy.

sh(z +vy) = shx.chy + shy.chx
thx 4 thy

1— tha.thy

4) (chz) € C*(R), (shx) € C*(R), (thz) € C*(R) et on a :

(chx)" = shx, (shx)! = chx, (thx) = - 1 —th?z.

th(rz +vy) =

ch?z
cothz € C®(R*) et (cothz) = -
5)
) +00, T — 400 ) +00, T — 400 ) 1, v — 400
lim chx = , limshx = , limthr =
+00, T — —00 —00, T — —0Q -1, x — —o0

P
B _}" = Ci.'l‘tl]_x

1
yZ? ........................... x

0 N
¥y =thx :
-1
y= shz
Graphes de ch et sh Graphes de th et coth

Figure 3.6. Graphes des fonctions hyperboliques
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3.7. Fonctions hyperboliques réciproques

3.7 Fonctions hyperboliques réciproques

3.7.1 Fonction argument sinus hyperbolique

La fonction sh est continue, strictement croissante dans R, 'application réciproque est
définie, continue et strictement croissante sur R, elle est appelée argument sinus hyper-
bolique et notée arg sh.

y = arg shx & x = shy

On a aussi arg shr = In(z + /1 + 22).

En effet, on a

ch®y =1+ sh?y, chy > 0= chy = /1 + sh?y = V1 + 22

et
shy + chy = e’ =z + V1+ 22 =y =arg shy = In(x + V1 + 22).
oo . — 1
(arg shz) € C*(R) et on a: (arg shz)' = ;.

y =shx

o

y =argshx

Figure 3.7. Graphes de sh et argsh
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3.7. Fonctions hyperboliques réciproques

3.7.2 Fonction argument cosinus hyperbolique

La fonction ch est continue, strictement décroissante sur |—oo, 0], strictement croissante
sur [0, 400, lapplication réciproque est définie, continue et strictement croissante sur

[1,4+00], elle est appelée argument cosinus hyperbolique et notée argch. On a

arg chz : [1,4+o00[ — [0, 00|

y = arg chx x = chy
=

rz =1 y=>0
On a aussi
argchx:ln(x+Vx2—1), x>1
(arg chz) € C*°(]1, +00[) et on a: (argchx) = \/;fl

y=argchx

0 1

Figure 3.8. Graphes de ch et argch

3.7.3 Fonction argument tangente hyperbolique

La fonction th est continue et strictement croissante de R sur |—1, 1. Elle admet une fonc-
tion réciproque continue et strictement croissante appelée argument tangente hyperbolique
et notée argthx. On a

argthx : |—1,1[ - R
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3.7. Fonctions hyperboliques réciproques

et

= argthx

Y & & x = thy.

lz| <1

On a aussi
1. 1+=x
thr = =1 1
argthe = o n1_$,|x| <
et (axg thr) € C(]=1,1]) et on a: (axg the) = s
y = argthx

—

B B e e

I

|

|

|

", |
" |

L |

", |
oo ————
|

|

|

|

|

|

Figure 3.9. Graphes de th et argth

3.7.4 Fonction argument cotangente hyperbolique

La fonction coth : R* — ]—o0, —1[ U |1, 4o00[ est continue et strictement décroissante,
elle admet une fonction réciproque continue et strictement décroissante appelée argument

cotangente hyperbolique et notée argcothx. On a

arg coth : ]|—oo, —1[U]1, +o0[ — R*

y = argcothx x = cothy
=

x € ]—00,—1[U]1, +o0[ y € R*
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3.7. Fonctions hyperboliques réciproques

On a aussi

1 1
Vo € |—o0, —1[U]1, +o0o[ : argcothx = §ln v

r—1

et (arg cothz) € C®(]—o0, —1[U]1,+00]) et on a: (argcothz) = ——.

Figure 3.10. Graphes de coth et argcoth
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3.8. Développement limité

3.8 Développement limité

Définition 3.25. Soit f: I - R, 2o € I, n € N.
On dit que f admet un développement limité & l’ordre n en xo (DLn (xg)) s'il existe des

coefficients réels ag, aq, ..., a, tels que
Ve e l: f(z)=ag+ay (x — o) + ag (. — 20)> 4 -+ -+ ap (x — x0)" + 0 ((x — )"

Le polynéme

ag + ay (x — x0) + as (x — 20)° + -+ - + an (x — 20)"
est appelé partie principale du développement limité.
Exemple 3.11. On a

1
1—=x

=l4+z+a>+- +a"+o(a")

Remarques 3.7.

1) L’existence du développement limité de f implique que ;}E? f(z) = ag. Pour que le
développement limité de f existe au voisinage de xg, il est donf: nécessaire que f tende
vers une limite finie quand x — z.

2) Si f admet un développement limité d’ordre n au voisinage de xq, ce développement
est unique.

3) On peut se ramener du voisinage de z & celui de 0 en posant = — xg = v.

Définition 3.26. (Développement limité a I’infini)

On dit que f : I — R admet un développement limité a I'ordre n en +oo, s’il existe des

constantes cg, c1, ..., ¢, telles que

n € .
f(x):co-kc—l—i—---—i—c——kﬂoﬁ lim e(z) =0.
T zn zn T—+00

Remarques 3.8.

1) On peut aussi dans ce cas se ramener a ’origine en posant y = %

2)Si feC™(I),xy € I, alors I'égalité de Taylor-Young prouve l'existence dun D Ln(x)
de f qui s’écrit

F(@) = Fzo) 4 f(w0) (2 — 1) + 1) (2 — )y

AR
2]

T (@ = o) o (2 = a0)")
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3.8. Développement limité

Proposition 3.14
Si f est une fonction paire (resp impaire) qui admet un DLn(x,), sa partie principale est

un polynéme pair (resp impair).

3.8.1 Développements limités usuels

La formule de Taylor-Young donne les développements limités des fonctions usuelles au

voisinage de 0. On a

N 2 28 z" . n gk "
e = 1+$+§+§+"'+H+O($):kzzoy—i—o($)
O B 201 n 21
i = T L 2n+2) _ _1)k 2n+2
sin & Tt )(2n+1)!+o(x ) k:O( )(2/<;+1)!+ (2"+2)
., R o 220 iy & Iy 2k -
cosr = —E—FE#—-”—F(—) <2n)!+0(a: )_kZ::o<_> (2k>!+o(x )
1 n
= 1o+ =2+ +(=D)"a"+o(@") = 3 (-1)F 2" +o(a").
1+ =
1 n
1 = l+az+2+2°+- +2"+o(2") = 2"+ 0o (")
-t k=0
o « a(la—1 ala—1 a—n+1
(1+2)" = 1+—x+¥x2+---+ ( )| )x"+o(x")
1! 2! n!
22 23 el T "
In(l4z) = 2——4+ =4+ (=1)"" 4 o@@") = 3 (-1 = 4o (z").
2 3 n P} k
1,3 ZL'5 $2n+1 .Z'2k+1
t = - — 4 — 4. = 2n+2) -1 n+2)
arctan T3 + 5 + 4 (=1) (2n+1)+o(x ) kZO( ) (2kr—l—1)+ ( )
123 132° 13527
arcsiny = $+§%+§Z%+516%+"'+O(x2n+2).

3.8.2 Opérations sur les développements limités
Soient f,g: I — R telles que
flx)=ap+a1x+ -+ ax” +o(z"), g(x) =by+ bz + -+ bx" + o (a").

Alors Vo, 8 € R : (af + Bg) () = (avag + Bbo) + (aay + Bby) x + - - - + (aa, + Bb,) " +
o(z").

f.g et g admettent des DLn(0), avec limg(z) # 0.

z—0
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3.8. Développement limité

Exemple 3.12. On a

2

1) sin (z + %) zg(sina:—l—cosx):%<1+x—§—!—§—?+%+0(x4).>
i) =l n(l+a)—In(l—2)=c+% +Z 4. 420 4o (22F2),

11—z 2n+1
3) On a
. 2 23 2t 4
e’ = 1+‘T+5+§+I+0(5€)’
1
: = l+az+2”+2°+2" +0o(z?).
— X
Donc

5 8 65
1_36:1+2x+§x2+§x3+ﬂx4+o(m4).

3.8.3 Développement limité et dérivation

Soit f une fonction de classe C™*! au voisinage de 0. Alors le développement limité de f’
en 0 & lordre n s’obtient en dérivant terme a terme le DL(n + 1)(0) de f.
Exemple 3.13. On sait que

1
1—2z

=l+a+a®+2°+-+2"+o(z").
Par dérivation, on trouve

ﬁ:1+2x+3952+---+(n+1)g;"+o(x”),
— X

ou encore
(n+2)(n+1)

2
s =1430+622 4+ 5

(1—x)

2"+ o (l‘n)

3.8.4 Développement limité et primitive

Soit f: 1 — R admet un DLn(0) :
flx) = apa® + o (a™).
k=0
Soit F' une primitive de f sur I (F' = f). Alors F a en 0 un DL(n + 1) obtenu par

intégration terme a terme de celui de f

n ay .
F(.I) = F(O)+];)]€—ka+l +o (.I‘ +1) .
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3.8. Développement limité

Exemples 3.14
1) f(x) = arctan =2, f'(z) = 15 =1 — 22 + 2* — 2% + o (27) . Alors

1-2z° T+a2
3 5 7
f(a:):arctan2+m—%+%—%+o(x8).
2) On a
1
f(z) = T =l—ao+2> -2+ -+ (=D"2" +o(z").
Alors
.132 LU3 xn-ﬁ-l
P@)=In(l+o) =z T+ 244 (21" 4o (") (F(0) = In1 = 0).

3.8.5 Composition de deux développements limités

Soient f,g: 1 — R telles que
f(x) = mx+ax®+---+a2" +o(a"),
g(x) = by + b+ byr?+ -+ b +o(a).
Alors g o f admet un DLn(0).
On pose X = f(z), alors
g(X) =by+ 01X + b X*+ -+ b, X" +0(X")

et on remplace X par le DL de f(x).
Exemple 3.15. Soit
f(z) =z —2*+22° + 2" + o (2%)

et
g(X)=1+X+3X* - X*— X" +0(X").
Posons
X=flx)=z—2>+22°+ 2" + 0 (2%),
on trouve

X? = 3:2—2:173+5:B4+0(x4),
X3 = a:3—3x4+o(x4),

Xt = x4+o(x4).

58



3.8. Développement limité

Alors
(gof)(z) = 1+X+3X%—X*—X*+0(X*)

= 1+x+2x2—5m3+18x4+0(x4).

3.8.6 Inverse d’un développement limité
Soit f: I — R, admet un DLn(0) :
f(z) = ap+ a1 + agz® + - + a,z™ + o (z").

On suppose que ag # 0, alors 'application = +— ﬁ posséde un DLn(0), on écrit donc

1 1

fl)  ag(1-g(x))

ou

1
g(m) = —a— (a1x+a2l’2 + e +anxn+o($”)) ’
0

1

on compose ensuite le DL de x — g(z) par celui de z — —.

Exemple 3.16. Trouvons DL7(0) de —

cosz’

On sait que

_ 2 ozt S .
CoOsST = —?—FI—E—FO(x),
on pose
(R
cosz 11— g(x)’
avec
2 ot S .
g(a:):?—z—kﬁ—i— (z)
On a aussi
1 2 3 3
On pose g(x) = X, on trouve
bt ab
X2 - - _ 7
el
6
X3 = x—+0<$7).
8
Donc
1 x2  bxt 61z
=14+ 4= 7
sz~ 1t ot g o)
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3.9. Exercices

3.8.7 Développement limité généralisé

Soit f une fonction définie au voisinage de 0, sauf peut étre en 0. Nous supposons que
f n’admet pas de développement limité au voisinage de 0, mais que la fonction x +—

z®f(z), (a > 0) en admet un. On peut alors écrire au voisinage de 0
xf(x) =ap+arx+ -+ a,z" +o(z").

D’ou
1
f(z) = x—a(a0+a1:c+-~—|—ana:”—|—o(x”)).

Cette expression s’appelle développement limité généralisé.
Exemple 3.17. Soit f(z) = —5, on a lin%f(x) = 00, elle n’admet pas de DL en 0.

T—x2)
On a
1

1—2z

rf(x) = =1l+ax+a>+ - +a"+o(a").

Alors
1
f(x)=5+1+a:+:c2+o(x2).

3.9 Exercices

Exercice 3.1.

Calculer les limites suivantes

- 1 2¢ + 3\ 1-2
1) lim = VT lim ——— lim =2 lim — =95
z—4oo lnxy + 2" z—0 14+ ez x—0 2¢ + 1 r—7 sm(x — %)
lim S 3x, lim xlflz“.
z—0 tg 2v " z—1
. V1+z—1 . sinzln(l+2?) . (1—e")sinx
2) lim ————, lim , lim
=0 Y1 +x—1 20 rtanx —0 a2+ 23

Exercice 3.2.
Soit f : [0,1] — [0, 1] continue. Montrer qu’il existe un point x¢ €0, 1] tel que f(zq) =
Zo-

Exercice 3.3.
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Trouver les nombres a, b pour que la fonction f

z—1 sirx<e
f(z) =

alnz+b siz>e

soit dérivable en xy = e.
Exercice 3.4.

Calculer les dérivées d’ordre n des fonctions suivantes

1—
f@) = 5 +i, g(z) = In(1 + 2).
Exercice 3.5.
Montrer que Vx > 0
1
T2 <In(l4+z)—lnz< —

Exercice 3.6.
Déterminer les développements limités suivants

a) DLs(%) de sinz, b) DLy(1) de ¢, ¢) DL5(0) de (1 + z)=.

8=

Exercice 3.7.

Calculer

1
x

11 —1n(1
0 lime( + ) =In(1+x)

z—0 2—+3+cosx
3
2) lim (\/x2+x— —3333—1—51:2—1—1):6“.

T—+00

Solution 3.7.

1) On a
Lyt = Lolinomn) L1 (lgrint) | (1r(m5r5 ()
(& e e
2
o oErEe) Ly (Lr Ty (e 2
oo {2 t3) a2 73
1_£+_2+£E_2+O( 2)
2 8 &
et
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Alors

1 1 x  x?  x? x  x? x?
l4a)i—~Im(l+a)~ (1242 42 AN (1-Z4% 2)) ~ L
(1+2)" ——In(1+2) ( +34—8+o@)) ( —%3+o@)) 3

e 2
22 22 22\ 2
2-V3+cosw ~ 2-4/341- -~ 2 4<1—§>~2—2(1—§)
2

2
NEPTIPY R DU
28 8

On a aussi

Donc )
y Li4a)s —1lm(l+a2) & )
1m = = =
z—0 2—+/3+cosx %

2) On a

1
1 1 1 1\?2 1/1 1 1/1
Vil+zr—-1 = s/l+-—==z|l+-—-= ] ~z|(l+-|(-—-5]|—-—<|-——
r oz r oz 2 \x a2 8 \z a2
1

Alors
3 5 1 1 1
Vait+o—1-j3+ -2+ 1~ |o+-——+o(—||-|z+;——+o| )] ~—=
2 8z T 2 4x T
Donc
3
lim (\/x2+x— -7 ZL‘3—|——IL‘2—|—1) 2 = lim ——2%= lim ——g~!
Tr—-+00 r—-400 €T r—-+400 8
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CHAPITRE

Lois de composition

internes

4.1 Définitions et propriétés

Définition 4.1. On appelle loi de composition interne sur un ensemble FE, toute appli-

cation

*x : ExFE—F

(z,y) — zxy.
Un sous ensemble F' de FE est dit stable par rapport a la loi * si
Va,b € F:(axb) € F.

Exemple 4.1. Soit A un ensemble et £ = P(A), alors l'intersection et la réunion
d’ensembles sont deux lois de composition internes dans F car VX,Y € P(A) on a

1) (XNY)C X CP(A),

)V, z € (XUY)=zeXouxeY =aecP(A). Donc (XUY) C P(A).

Exemple 4.2. Soit £ = {a,b,c} et F' = {{a,b},{a,c},{b,c}} C P(E).

F' n’est pas stable par rapport a l'intersection et la réunion car

)3 X =A{a,b} e F,3Y ={a,c} e F; XNY ={a} ¢ F.

23X ={a,b} € F,3Y ={a,c} € F; XUY ={a,b,c} ¢ F.
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4.1. Définitions et propriétés

Définitions 4.2. Soient * et e deux lois de composition internes sur F, on dit que

1) % est commutative siV a,b € E:axb="0bxa.

2) x est associative siV a,b,c € E: (a*xb)xc=ax (bxc).

3) * est distributive par rapport a e si V a,b,c € E : ax (bec) = (axb) e (axc) et
(bec)xa= (bxa)e(cxa).

4) e € E est un élément neutre a gauche (resp a droite) delaloixsiVa € E:exa=a
(resp a *x e = a).

Si e est un élément neutre a droite et & gauche de *, on dit que e est un élément neutre
de x.

Si * posseéde un élément neutre a droite €’ et un élément neutre & gauche e” alors ¢/ = ¢€”.
Donc I'élément neutre s’il existe il est unique.

Définition 4.3. Soit * une loi de composition interne sur un ensemble £ admettant un
élément neutre e. On dit qu'un élément a € E est inversible ou symétrisable o droite (resp
a gauche) de * si

dad' €eF:axd =e(resp:ad xa=¢e)

et a’ est dit un inverse ou un symétrique a droite (resp & gauche) de a.
S’il existe a’ € E tel que

axa =ad xa=e,

on dit que a est inversible ou symétrisable et que a’ est un inverse ou un symétrique de
a par rapport a .

Remarque 4.1.

1) a est inversible §'il est inversible a droite et a gauche de .

2) Le symétrique d’un élément n’est pas toujours unique.

Exemple 4.3. Soit £ = {a, b, c}, on définit une loi de composition interne dans E par

axa=a, axb=>b, axc=c

ou bxa=0b, bxb=c, bxc=a

cxa=c, cxb=a, cxc=a
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4.1. Définitions et propriétés

On remarque que
1) a est I’élément neutre de .
2) Tous les éléments de E sont inversibles avec
i) a est inverse de a.
i1) ¢ est I'inverse de b.
i1i) b et ¢ sont des inverses de c.
Proposition 4.1.
Soit * une loi de composition interne dans F, associative et admettant un élément neutre
e. Si un élément xr admet un inverse a droite x; et un inverse a gauche x5 alors x; = 5.
Preuve
Soient x; un inverse a droite de x et x5 un inverse & gauche de z, alors x x x; = e et

To x T = €. Donc
Ty =exx = (To*xT) %2y = Tox (TxT1) =Ty % e = To.

Alors, on déduit que 'associativité assure I'unicité du symétrique d’un élément s’il existe.
On déduit que la loi définie dans ’exemple 4.3 n’est pas associative car I’élément ¢ posséde

deux inverses b et c. En effet: on a
(bxb)xc=cxc=aetbx(bxc)=bxa=0.

Donc

(bxb)xc#bx(bxc).

Alors la loi * n’est pas associative.

Proposition 4.2.

Soit * une loi de composition interne dans un ensemble FE, associative et admettant un
élément neutre e, si a et b sont deux éléments inversibles alors a * b est aussi inversible et

on a
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4.1. Définitions et propriétés

Preuve

Soient a,b € F deux éléments inversibles, alors
(axb)x (b *xa)=(ax(bxb'))xa'=(axe)xa =axa ' =e¢

et

(b xa ) x(axb)= (b % (a " xa))xb=(b""xe)xb=b"xb=c.
Donc (a * b) est inversible et (a +b) ™' = b~ xa~".
Définition 4.4. Soit * une loi de composition interne dans un ensemble . On dit qu’un

élément x € FE est régulier o droite (resp: a gauche) de * si
Vabe E:axx=bxx=a=>(resp: cxa=x%xb=a="0).

Si x est régulier a droite et a gauche de *, on dit que x est un élément régulier de * dans
E.

Exemple 4.4.

Soit F' un ensemble et E = P(F), alors ¢ est un élément régulier pour la réunion dans £

et I’ est un élément régulier pour I'intersection dans £. OnaV X C FetVY C E:

XUp=Yué¢=X=Y ] XNF=YNF=X=Y
€
PUX =¢pUY = X =Y FNX=FNY=X=Y

Proposition 4.3.

Soit * une loi de composition interne dans un ensemble F, associative et admettant un
¢lément neutre e, alors tout élément symétrisable dans (F, x) est régulier.

Preuve

Soit x € E un élément symétrisable, alors 2! existe et V a,b € E, on a

-1 1

axr = bxx=(axz)xx " = (b*xx)*z”

= ax(zxax7') =bx (zxa") (car  est associative)
=

axe=bxe=a=>.

Alors x est régulier a droite de .
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4.2. Structure de groupe

On a aussi

rxa = xxb=a 'x(rxa)=a""%(xxD)
= (x_l*x)*a:(x_l*x)*b
= exag=exb=a=0>.

Alors x est régulier a gauche de x. Donc x est régulier.

4.2 Structure de groupe

Définition 4.5. On appelle groupe tout ensemble non vide G muni d’une loi de compo-
sition interne % telle que

1)  est associative

2) x posséde un élément neutre.

3) Tout élément de E est symétrisable.

Si de plus * est commutative, On dit que (G, *) est un groupe commutatif ou abélien.

Exemple 4.5. (Z,+) est un groupe abélien.

4.2.1 Sous groupe

Définition 4.6. Soit (G, *) un groupe, on appelle sous-groupe de G tout sous ensemble
non vide G’ de G tel que muni de la restriction de * & G’ est un groupe.
Proposition 4.4.

Soit (G, *) un groupe et G' C G, alors G’ est un sous-groupe de G si
1) G #¢

2)Va,beG, (axb)eG ou
J)Vae@, ated

1)G"#¢
2)Va,beG, (axbl)ed

Remarque 4.2.
Si e est I’élément neutre d’un groupe (G, *) , alors tout sous-groupe de G contient e.

On déduit la proposition suivante
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Proposition 4.5.

Soit (G, *) un groupe, e I’élément neutre de * et G’ un sous ensemble de G, alors

eed

G’ est un sous-groupe de G < .
2)Va,be G, (axb')ed

4.2.2 Homomorphismes de groupes

Dans ce paragraphe, on considére (G, e) et (H, *) deux groupes avec e et h leurs éléments
neutres respectifs.

Définition 4.7. Une application f : G — H est appelée homomorphisme de groupes de
G dans H si

VabeG: f(aeb) = f(a)* f(b).
Si de plus f est bijective, on dit que f est un endomorphisme de groupes de G dans H.
Si G = H, on dit que f est un endomorphisme de G et si de plus f est bijective, on dit
que f est un automorphisme de groupes de G.

Exemple 4.6. Etant données deux groupes (R, +) et (R*,.) et soient

f:R,+)— (R o) (R*,.) — (R, +)
T er x +— In|z|

On a
Vo,yeR: flr+y) ="V =c"¢e = f(x).f(y)

Alors f est un homomorphisme de groupes.

On a aussi
Va,y€eR :g(ry) =In(|z|.|y]) = In|z|+In|y| = g(z) + g(v).

Donc g est un homomorphisme de groupes.
Définition 4.8. Soit f : G — H un homomorphisme de groupes
1) On appelle noyau de f I’ensemble noté ker f tel que

ker f=f""({h}) ={a € G: f(a) = h}.
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2) On appelle image de f I'ensemble noté Im f tel que

Im f = f(G) = {f(a), a € G}.

Proposition 4.6. Soit f : G — H un homomorphisme de groupes, alors
1) f(e) = h.

2)Vaed, (fa) = fla™?).

Preuve

1) h étant 'élément neutre de (H, *) et e I’élément neutre de (G, @), alors on a

Mais f est un homomorphisme, donc

fleee) = fle)x f(e). (2)

De (1) et (2), on trouve
hx fe) = f(e) = f(e)

et comme tous les éléments du groupe (H, %) sont réguliers, alors

hix fle) = fle)* f(e) = h = f(e).

2) Soit a € G et montrons que f(a™!) est I'inverse de f(a) dans le groupe (H, *) .

On a f est un homomorphisme, alors

Fla)* f(a™) = flawa™) = fe) = h

et

Donc

Remarque 4.3.

De la proposition précédente on a f(e) = h donc e € ker f.
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Proposition 4.7. Soit f : G — H un homomorphisme de groupes, alors

1) L’image d’un sous-groupe de G est un sous-groupe de H.

2) L’image réciproque d’un sous-groupe de H est un sous-groupe de G.

Preuve

1) Soit G’ un sous-groupe de G et montrons que f(G’) est un sous-groupe de H.
i) Comme G’ est un sous-groupe de G, alors e € G’ donc f(e) € f(G'), alors f(G') # ¢.
i1) Soient a,b € f(G'), alors 3 z,y € G’ tels que a = f(z) et b= f(y), d’ou

axbt=f(z)x (f) ' = fl@) = fly™) = flzey™).

On a x,y € G' et G’ est un sous-groupe de G, alors (z e y~1) € G’. Donc on aura
) g

flrey™) € f(G') et (axb7') € f(G).

De i) et ii) on déduit que f(G’) est un sous-groupe de H.
2) Soit H' un sous-groupe de H et montrons que f~! (H’) est un sous-groupe de G.

i) H' est un sous-groupe de H, alors h € H' = f(e) € H = e € f~'(H'). Donc
fTHH') # 6.

i) Soient z,y € f~' (H'), alors f(x), f(y) € H' et comme H' est un sous-groupe de
H, on aura (f(x) * (f(y))_l) € H etona

flroy™) = f@) fly™) = (J@) = (Fy) 7)) € H".

Donc
(rey ') e fTH(H).

De i) et ii) on trouve que f~! (H') est un sous-groupe de G.

Remarque 4.4. Comme cas particuliers, on a

1) Im f est un sous-groupe de (H, ).

2) ker f est un sous-groupe de (G, e).

Proposition 4.8. Soit f : G — H un homomorphisme de groupes, alors
1) f est injective < ker f = {e}.

2) f est surjective < Im f = H.
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4.3 Structure d’anneaux

Définition 4.9. On appelle anneau tout ensemble A muni de deux lois de composition
internes + et e telles que

1) (A, +) est un groupe abélien. (On note 0 ou 04 1’élément neutre de la loi +).

2) La loi e est associative et distributive par rapport a +.

Si de plus, la loi e est commutative, on dit que (A, +, ®) est un anneau commutatif.

Si la loi @ posséde un élément neutre, on le note 1 ou 14 et on dit que 'anneau (A, +, o)
est unitaire ou unifére.

On note le symétrique d’un élément = € A par rapport a la loi + par —zx.

On dit qu’'un élément x dans 'anneau A est inversible s’il est inversible par rapport a la

loi e et l'inverse de z est noté x'.

4.3.1 Reégles de calcul dans un anneau

Soit (A, +, ) un anneau, alors on a
1)0pex =004 =04.
2)xe(—y)=(—x)ey=—(rey).
Jre(y—z)=(rey)—(rez).
4) (y—z)ex=(yex)—(z01).

4.3.2 Sous-anneaux

Définition 4.10. On appelle sous-anneau de (A, +,e), tout sous ensemble A’ de A tel
que muni des restrictions des lois + et e est un anneau.

Proposition 4.9. Un sous ensemble A’ de A est un sous-anneau si et seulement si

1) A" # ¢.

Q)Vao,ye A, (x—y)e A

) Vae,yec A, (rey)c A,
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4.3.3 Homomorphisme d’anneaux

Soient (A, +,e) et (B, ®,®) deux anneaux et f : A — B une application.

Définition 4.11. On dit que f est un homomorphisme d’anneaux si

Vre,ye A: flx+y) = f(2) @ fly) et f(roy) = f(z)® f(y).

Si A = B, on dit que f est un endomorphisme d’anneauzr de A.
Si f est bijective, on dit que f est un isomorphisme d’anneauz.
Si f est bijective et A = B, on dit que f est un automorphisme.
Définition 4.12. Soient A et B deux anneaux unitaires, on dit qu’un homomorphisme

d’anneaux f de A dans B est unitaire si f(14) = 1.

4.4 Corps

Définition 4.13. On dit qu’un anneau unitaire (K, +, ), est un corps si tout élément
non nul de K est inversible (par rapport a e).

Si de plus e est commutative, le corps K est dit corps commutatif.

4.4.1 Sous-corps

Définition 4.14. On appelle sous-corps de (K, +,e), tout sous ensemble K’ de K tel
que muni des restrictions des lois + et e est un corps.

Proposition 4.10. Un sous ensemble K' de K est un sous-corps de (K, 4, ) si et
seulement si

1) K # ¢.

2)Va,beK, (a—0b) e K.

I VabeK, (aeb!)eK.
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4.5 Exercices

Exercice 4.1.

On définit sur ’ensemble G = |—1, 1] une opération notée * par:

]
1+axy

Ve,yeG:axxy=

1) Montrer que * est une loi de composition interne.
2) Montrer que (G, *) est un groupe abélien.
Exercice 4.2.

Soit (G, *) un groupe et
G'={reGVyecGrxy=yxz}.

Montrer que G’ est un sous groupe de G.
Exercice 4.3.

On définit sur Z?2 deux lois de composition internes notées + et x par V (a,b), (c,d) € Z* :

(a,b) + (¢,d) = (a+c,b+d)
(a,b) X (¢,d) = (ac,ad+ be)

Montrer que (Z?2,+, x) est un anneau commutatif unitaire.
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Espaces vectoriels

Définition 5.1. Soient K un corps et £ un ensemble. L’application

o : KxFEF—F

(,x) — «aex

est appelée loi externe sur E.
Définition 5.2. Soient K un corps et £ un ensemble muni d’une loi interne notée + et
une loi externe notée e.
On dit que (E, +, ) est un espace vectoriel sur K ou un K—espace vectoriel si
i) (E,+) est un groupe commutatif.
ii) V (z,y) € E* et V (o, ) € K%, on a
Dae(w+y) = (aea)+(aey)
2) (a+8)ea=(aex)+(Boz)
3)ae(fer)=(aej) e
4) g e x = x.
Les éléments de E sont alors appelés vecteurs et ceux de K sont appelés scalaires.
Exemple 5.1.
1) C est un R—espace vectoriel.

2) R™ est un R—espace vectoriel.
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Proposition 5.1. Si F est un K—espace vectoriel, alors Va e Ket Vz,y € E, on a

1)Oxex=0g et « @0 = 0.

2)ae(—z)=(—a)exr=—(aex).
N ae(r—y)=(aex)— (vey).
4) aex =0 < a=0g ouz=0g.

5.1 Combinaisons linéaires

Définition 5.3. Soient E' un K—espace vectoriel et 1, ..., x,, des vecteurs de F.

On appelle combinaison linéaire des vecteurs x1, ..., x, tout vecteur de la forme

Z AiZi = MT1 + XoXo + -+ ATy, OU Ap, Ao, ..., A, € KL

=1
Exemple 5.2. Dans C, tout nombre complexe z est combinaison linéaire & coefficients
réels de 1 et 7 :

VzeC z=x+iy=z.14+yiouz,yecR.

5.2 Espace vectoriel produit

Soient Fj, Es, ..., E), une famille de n espaces vectoriels sur K. Soit F I’ensemble produit
E=F; x Ey x--- x E,. L’ensemble E muni des lois + et e définies par

Vu = (up,ug,....,u,) € B,V v=(v1,09,...,0,) € E,VAe€K:

+  utv=(uy+ v, U+ Ve, ..., Uy + V)
o : deu=(Auj, A\ug, ..., \.uy,)

est un espace vectoriel appelé espace vectoriel produit.
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5.3 Sous espaces vectoriels

Définition 5.4. Soient E un K—espace vectoriel et F' une partie de F, alors F' est un

sous espace vectoriel de E si

1) F# ¢. (0g € F)
Q)Vae,ye F:(v+y) eF ou
JIVIeK, VeeF:(lex) e F

1) F#£¢. (0peF)
Q)Vr,ye F,Va,feK: (awex+ feoy) € L.

5.3.1 Sous espace vectoriel engendré par une partie

Proposition 5.2. L’intersection d’une famille de sous espaces vectoriels de E est un sous
espace vectoriel de E.

Remarque 5.1. La réunion des sous espaces vectoriels de £ n’est pas en général un sous
espace vectoriel de F.

Définition 5.5. On appelle sous espace vectoriel engendré par une partie A de E, le plus
petit sous espace vectoriel de F qui contient A.

Proposition 5.3.

1) Le plus petit sous espace vectoriel de E qui contient une partie A de F est L’intersection
de tous les sous espaces vectoriels de E qui contiennent A.

2) Le sous espace vectoriel de E engendré par un vecteur x € F est F' = {a e x,a € K}.
3) Le sous espace vectoriel de E engendré par n vecteurs xq, Zs, ..., ,, € E est ’ensemble

de leurs combinaisons linéaires
F={aiz1 +aswy+ -+ apz,, a; € K, 1 <i<n}.

Exemple 5.3. Dans C, on a
1) Le sous espace vectoriel de engendré par {1} est R.
2) Le sous espace vectoriel de engendré par {i} est 'ensemble des imaginaires purs iR.

3) Le sous espace vectoriel de engendré par {1,i} est C.
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5.3.2 Sommes de sous espaces vectoriels

Définition 5.6. On appelle somme d’une famille (F;), de sous espaces vectoriels de

<i<n

E, 'ensemble S des sommes de vecteurs z; € F;, 1 <i<n:
S:{$1+I2+"'+In, IzEE}

et on note

=1

Proposition 5.4. La somme S = F} + F5 + --- + F,, d’'une famille de sous espaces

vectoriels de E' est un sous espace vectoriel de F.

5.3.3 Somme directe

Définition 5.7. Soient (F),_;, une famille de sous espaces vectoriels de E.
n

On dit que la somme S = ) F; est directe si tout vecteur  de F' s’écrit de maniére
i=1
unique comme

r=x14+To+- -+, eF, 1<i<n

et on écrit

=1

Proposition 5.5. Soient (F;), <i<n, une famille de sous espaces vectoriels de F, la somme

S =F,+ Fy+---+ F, est directe si

5.3.4 Sous espaces vectoriels supplémentaires

Définition 5.8. Deux sous espaces vectoriels F et Fy de E sont supplémentaires si et

seulement si £ = F| @ Fy et on a

1) E=F +F

E=Fe&oFkhs .
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5.4 Familles libres, génératrices, bases

5.4.1 Familles libres

Définition 5.9. Soit F un K—espace vectoriel et (z;), ,,, une famille de n vecteurs
de E. On dit que la famille (xi)Kign est libre ou que les vecteurs x; sont linéairement

mdépendants si
\V/)\i, 1<z<n)\1x1+/\2x2+—I—)\nxn:():>)\1:)\2::)\n:()

S’il existe une famille de scalaires non tous nuls telle que i Aiz; = 0, on dit que la famille
(Ti)1<i<n st liée ou que les vecteurs sont linéairement dg)lendants.

Une famille qui contient un seul vecteur x est libre si et seulement si x est non nul.

Une famille de vecteurs est liée si et seulement si I'un des vecteurs peut s’écrire comme
une combinaison linéaire des autres.

Proposition 5.6.

1) Toute sous famille d’une famille libre est libre.

2) Toute famille qui contient une famille liéé est liée.

En particulier, une famille qui contient le vecteur nul 0 est lice.

5.4.2 Familles génératrices

Définition 5.10. Soit £ un K—espace vectoriel.
On dit q'une famille d’éléments (;),_;., de E est génératrice ou que les vecteurs w;

engendrent E si tout élément x de E peut s’écrire comme combinaison linéaire des z;

VIEEE,H)\Z,lglgTLI‘: /\Zl’z:/\lIl—f—)\gfL‘z—l——l—)\nfL’n

n
=1

Remarque 5.2. Toute famille qui contient une famille génératrice est génératrice.

5.4.3 Bases

Définition 5.11. Soit £ un K-—espace vectoriel. On dit qu'une famille (z;), .,

d’éléments de F est une base de E si elle est libre et génératrice.
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Proposition 5.7. La famille (7;),, , est une base de E si et seulement si tout vecteur

xr de E peut s’écrir et de maniére unique comme combinaison linéaire des vecteurs z;.
= ()\1, )\2, ceey )\n)' L= )\11’1 -+ )\21’2 + -+ )\nxn

Les coefficients \; son appelés coordonnées de x dans la base (z;),_,_,, -

Exemple 5.4. Dans R"”, la famille
{e1 =(1,0,0,...,0), e = (0,1,0,...,0),...,e, = (0,0,...,0,1)}

est une base appelée base canonique de R".
Dans C, {1,i} est une base.

Remarque 5.3. La base n’est pas unique.

5.5 Espaces vectoriels de dimension finie

Définition 5.12. Soit £ un K—espace vectoriel. On dit que E est de dimension finie
s’il admet une famille génératrice finie.

Définition 5.13. Si F est un espace vectoriel de dimension finie, toutes les bases de F
ont le méme nombre n d"éléments. L’entier n est appelé dimension de E et noté dim F.
Proposition 5.8. Soit £ un espace vectoriel de dimension finie n.

Soit B = {x1, x3, ..., x,} une famille de n éléments de F, alors
B est une base de F < B est libre dans E < B est génératrice de E.

Proposition 5.9. Soit E un K—espace vectoriel et soit B = {z1,zs,...,x,} une partie

finie de F, alors

B est une base de ' < B est une partie libre maximale de E

& B est une partie génératrice minimale de E.
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Remarque 5.4. Soit £ un K—espace vectoriel de dimension finie n, alors
Toute famille libre est constituée d’au plus n vecteurs, ou encore toute famille de plus de
n vecteurs est [iée.
Toute famille génératrice est formée d’au moins n vecteurs, ou encore toute famille de
moins de n vecteurs n’est pas génératrice.
La dimension n de E est donc

Le nombre minimum d’éléments d’une famille génératrice.

Le nombre maximum d’éléments d’une famille libre.

5.5.1 Sous-espaces vectoriels de dimension finie

Proposition 5.10. Soit £ un K—espace vectoriel de dimension finie n. Soit F' un sous-

espace vectoriel de E, alors F' est de dimension finie et dim /' < dim £. On a

1) FCE
2) dim F =dim F

F=F&

Proposition 5.11. Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de E, alors on a

dim(F+G) =dim F +dim G — dim (F N G).

5.6 Exercices

Exercice 5.1.

Déterminer lesquels des ensembles suivants sont des sous-espaces vectoriels de F sur le
corps R

H)A={(z,y,2) eR3/r+y+2=a,a e R}, E=R3

2) B={(z,y) e R*/z > 0}, E = R?

3) C={(z,y,1)/(z,y) e R}, E =R

4) D ={(z,y) e R*/2* +y* < 1}, E =R

Exercice 5.2.

1) Montrer que la famille B = {(1,1,1),(—1,1,0),(1,0,—1)} est une base de R?.
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2) Trouver les coordonnées du vecteur v = (1,0, 1) dans cette base.
Exercice 5.3.

Soit F' le sous espace vectoriel de R? suivant
F={(z,y,2) eR*/z+y—2=0}

Trouver une base de F' puis déterminer sa dimension.

Exercice 5.4.

Dans I’espace vectoriel R?, on considére les deux sous espaces : F; engendré par (0,1, —1)
et (0,1,1) et F, engendré par (0,1,2) et (2,3,4).

1) Quelles sont les dimensions de Fy, Fy, F1 N Fy et Fy + Fy?

2) Est-ce que F} et F; sont supplémentaires.

81



CHAPITRE

6 Applications linéaires

Définition 6.1. Soient F et ' deux K—espaces vectoriels et soit f : £ — F une
application.

L’application f est dite linéaire siV x,y € E,V A € K

1) flz+y) = fz)+ f(y)

2) f(Az) = Af(x).

On dit aussi que f est un morphisme d’espaces vectoriels.

Remarques 6.1.

1) f est linéaire &V x,y € E,V o, € K, f(ax + By) = af(x) + 5f(y).

2) Si f est linéaire, alors f(0g) = Op.

L’ensemble des applications linéaires de £ dans F' est noté L (E, F).

Un endomorphisme de E est une application linéaire de E dans lui méme. On note L (F)
I’ensemble des endomorphismes de E.

Un isomorphisme est une application linéaire bijective.

Un automorphisme est un isomorphisme de £ dans lui méme.

Exemple 6.1

1) L’application nulle

E— F

r — Op

est linéaire.
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2) L’application

Idp, : E—FE

x — y=Idg(zr)==x

est un automorphisme de E.

6.1 Opérations sur les applications linéaires

Proposition 6.1.

Soient F et F' deux espaces vectoriels sur K. Soient f et g deux applications linéaires de
E dans F, alors V o, 8 € K, (af + [g) est linéaire de E dans F.

Soient F, F' et GG trois espaces vectoriels sur K. Si f : E — F et g : ' — G sont linéaires,
alors g o f est linéaire de F dans G.

Proposition 6.2.

Soient E et F' deux espaces vectoriels sur K. Soit f : £ — F’ linéaire, alors

1) Si E’ est un sous-espace vectoriel de F, alors f(E’) est un sous-espace vectoriel de F.
2) Si F” est un sous-espace vectoriel de F, alors f~1(F’) est un sous-espace vectoriel de

E.

6.2 Noyau et image

Définition 6.2. Soit f : ' — F une application linéaire.

1) L’ensemble
f(E) = {y = f(x)/z € E}

est appelé image de f et le note Im f.

2) L’ensemble
FH({0p}) ={z € E/f(x) = O}

est appelé noyau de f et on le note ker f.
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Proposition 6.3.

Im f est un sous-espace vectoriel de F' et ker f est un sous-espace vectoriel de E.
Proposition 6.4. Soit f : F — F une application linéaire, alors

1) f injective < ker f = {0} ©Vax € E: f(x) =0p = 2 =0p.

2) f surjective < Im f = F' < dimIm f = dim F.

Définition 6.3. On appelle rang de f la dimension de 'image de f.

rang f = dimIm f.
Théoréme 6.1. Soit f : £ — F une application linéaire, on a alors

dimF = dimIm f + dimker f

= rang [+ dimker f.

Proposition 6.5. On a
1) rang f < dim F et rang f = dim F < f injective.

2) rang f < dim F et rang f = dim F' < f surjective.

6.3 Exercices

Exercice 6.1.

Les applications suivantes sont-elles linéaires?

a) f:R® — R définie par f(x,y,2) =z +y + 2z,

b) f:R? — R définie par f(z,y) =z +y+ 1,

c¢) f:R? — R définie par f(x,y) = xy.

Exercice 6.2

Les applications linéaires suivantes sont-elles injectives, surjectives, biectives?
a) f:R? — R? définie par f(x,y) = (x +y,x —y),

b) g : R* — R3 définie par g(x,y, 2,t) = (v +y,x —y,z + 1),

¢) h: R — R* définie par h(z,y, 2) = (z,y,9, 2).
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