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 الملخص 

 

و  المطابقة  للأنظمة  تلعب  رياضية  نماذج  توفر  حيث  الأنظمة،  تحكم  في  مهمًا  دورًا  النمذجة 

يمكن الأخيرة   الحقيقية.  الفترة  في  تعقيداً.  أكثر  أنظمة  وكذلك  مفصلة  أنظمة  النماذج  هذه  تشمل  ،  أن 

وجدت   لقد  الحقيقي.  النظام  سلوكيات  نمذجة  في  تمامًا  واضحًا  الكسرية  المشتقات  تطبيق  أصبح 

الديناميكية الأنظمة  تحكم  في  واسعًا  تطبيقًا  الكسرية  والمشتقات  النظامالتكاملات  وصف  يتم  عندما   ،  

هذه  في  الجزئي.  الأس  ذات  التفاضلية  المعادلات  من  بمجموعة  التحكم  وحدة  أو   / و  به  المتحكم 

، ونقترح  ، نقترح استخدام الحساب الكسري لنمذجة خصائص وسلوكيات الأنظمة الديناميكيةالأطروحة 

 .أيضًا تقنيات مطابقة جديدة لتصميم وحدات تحكم فعالة للعمليات الحقيقية 

 .، تحسين الأدلة العلياالتحكم المتين  ،النمذجة  ،، المطابقة : الأنظمة الجزئية الكلمات المفتاحية

 



 

 

Abstract 

 

The identification and the modelling play an important role in the control of systems. It 

provides mathematical models of real systems. These models can include detailed systems as well 

as more complicated systems. In the recent period, the application of fractional derivatives has 

become quite evident in the modelling of real system behaviors. Fractional integrals and 

derivatives have found wide application in the control of dynamic systems, when the controlled 

system and / or the controller are described by a set of fractional order differential equations. In 

this thesis, we propose the use of fractional computing to model the characteristics and behaviors 

of dynamical systems. We also propose new identification techniques for the design of efficient 

controllers of real processes. In these techniques, we use commensurate and non-commensurate 

fractional transfer functions in parallel. 

Keywords: Fractional systems, Identification, Modelisation, Robust control, 

Metaheuristic optimization. 

  



 

 

 

Résumé 

 

L’identification et la modélisation jouent un rôle important dans la commande des 

systèmes. Il fournit des modèles mathématiques des systèmes réels. Ces modèles peuvent englober 

des systèmes détaillés, ainsi que des systèmes plus compliqués. Dans la période récente, 

l’application des dérivés fractionnaires est devenue tout à fait évidente dans la modélisation des 

comportements des systèmes réels. Les Intégrales et dérivés fractionnaires ont trouvés une large 

application dans la commande des systèmes dynamiques, lorsque le système contrôlé et / ou le 

contrôleur est décrit par un ensemble d'équations différentielles d'ordre fractionnaires.  Dans cette 

thèse, nous proposons l'utilisation du calcul fractionnaire pour modéliser les caractéristiques et les 

comportements des systèmes dynamiques, nous proposons aussi de nouvelles techniques 

d’identification pour la conception des contrôleurs efficaces des processus réels. Dans ces 

techniques, nous utilisons des fonctions de transfert fractionnaire commensurable et non 

commensurable parallèlement. 

 Mots clés: Systèmes fractionnaires, Identification, Modélisation, Commande Robuste, 

Optimisations, Métaheuristiques. 
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Introduction générale

De nos jours, le monde industriel a connu une amélioration technologique considérable,

amenée par la rivalité et des besoins de plus en plus exigeantes en terme de qualité, de

performance et de sécurité. Les systèmes industriels modernes s’appuient de plus en plus

sur des techniques de commande sophistiquées dont l’objectif est d’atteindre ces nouvelles

exigences.

Cette progression technologique et industriel est en important partie dû au grand saut

qualitatif qu’a connu l’outil informatique matériel et logiciel, spécialement depuis la création

des microprocesseurs et leur standardisation, ce qui a permis de rendre possible l’application

des stratégies et des technologies considérées jusqu’à présent comme purement théoriques.

Cela est dû encore au développement qu’a connu la recherche fondamentale dans différents

domaines comme l’analyse numérique et la théorie des systèmes, ce qui a permis de mettre

en œuvre des stratégies et des approches très complexes pour l’identification et la commande

des systèmes.

Le calcul fractionnaire est l’une des théorie les plus populaires, car il est peut apporter une

résultat efficace à la modélisation, l’identification et la commande des systèmes. La modéli-

sation consiste à trouver un modèle paramétré dont le comportement dynamique approche

celui du système, cette représentation est utilisée pour la simulation des systèmes dans le

but de la conception et la commande des systèmes. Toutefois, si les systèmes à commander

sont d’ordre fractionnaire, leurs modèles associés doivent être aussi d’ordre fractionnaire [1]

Principalement, on a deux grandes classes de modèles qui sont : le modèle de connais-

sance et le modèle de comportement (expérimental)[2]. Ce classement est établi à propos des
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informations qui sont utilisées pour leurs constructions.

La procédure de la conception des modèles à comportement, également appelée identifica-

tion, consiste à poser une structure mathématique paramétrique qui représente une relation

entre l’entrée et la sortie. Pour identifier les paramètres de l’équation, on utilise les mesures

disponibles. On utilise alors des méthodes d’optimisation, afin d’estimer les paramètres du

modèle choisi [3].

La conception de la commande d’ordre fractionnaire est effectuée à l’aide d’un contrôleur

en se basant dans leur synthèse sur des modèles non entiers : soit par l’équation différen-

tielle fractionnaire généralisée, ou, par sa fonction de transfert fractionnaire ou bien, par

la représentation d’état fractionnaire, ce contrôleur permettait d’assurer la stabilité et les

performances de système, ainsi que la robustesse de la commande.

Les travaux présentés dans cette thèse s’inscrit dans le cadre de la modélisation des sys-

tèmes réel basés sur les équations d’ordre fractionnaire. L’objectif consiste à développer des

méthodes efficaces pour une meilleur description de comportement des systèmes en question.

Nous proposons aussi d’utiliser les modèles obtenus pour la conception et la synthèse des

contrôleurs d’ordre fractionnaire afin d’améliorer leurs performances pour satisfaire un cahier

de charges. Dans ce contexte, nous proposons des méthodes pour la détermination de lois de

commande, basées sur les équations d’ordre fractionnaire.

Cette thèse est organisée en quatre chapitres :

Dans le premier chapitre, un état de l’art sur les systèmes d’ordre fractionnaire est pré-

senté pour décrire les différentes définitions des opérateurs d’ordre fractionnaire, leurs pro-

priétés ainsi que leurs interprétations géométrique et physique, les techniques d’identification

et de commande d’ordre fractionnaire les plus utilisées dans la littérature sont présentées.

Dans le deuxième chapitre, on présente une méthode de synthèse de contrôleurs d’ordres

fractionnaire sous contraintes. L’objectif de synthèse est de garantir la robustesse aux varia-

tions du gain du système. une applications à la commande PIαDβ des systèmes à retard est

présentée pour montrer l’efficacité de la méthode présentée.
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Le troisième chapitre traite la commande d’ordre fractionnaire des systèmes non-linéaire

représentés par des modèles flous de Takagie-Sugeno (T-S). Ce chapitre comporte trois

parties. La première partie est dédié aux modèles T-S, leurs structures ainsi que les dif-

férentes méthodes de les obtenir. La deuxième partie est consacré à la commande d’ordre

fractionnaire. Cette partie commence par la définition de structure du contrôleur fraction-

naire PIαDβ, puis présente la technique de réglage de ce dernier, on terminera cette chapitre

par une application à la synchronisation des systèmes chaotiques.

Le quatrième et le dernier chapitre est dédié à la commande floue à modèle de référence

d’ordre fractionnaire d’une classe de systèmes non-linéaire. Cette commande a pour but de

résoudre le problème de poursuite de trajectoire, tout en assurant l’amélioration de la per-

formance et de la robustesse. L’efficacité de cette stratégie est montrée à l’aide d’application

à la commande d’une turbine éolienne utilisant une GSAP.

Finalement, on terminera cette thèse par une conclusion générale qui résume les résultats

obtenus et expose quelques perspectives pour les futurs travaux de recherche.
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Chapitre 1

État de l’art sur les systèmes d’ordre
fractionnaire

1.1 Introduction

Les systèmes d’ordre fractionnaire ont reçu un intérêt considérable dans divers domaines

des sciences de l’ingénierie et des sciences physiques. Ces systèmes sont généralement décrits

par des équations différentielles d’ordre non entier. La conception de la commande d’ordre

fractionnaire est effectuée à l’aide d’un contrôleur en se basant dans leur synthèse sur des

modèles non entiers, ce contrôleur permettait d’assurer la stabilité et les performances de

système, ainsi que la robustesse de la commande [4].

Dans ce chapitre, nous présentons un état de l’art sur les systèmes d’ordre fractionnaires,

ainsi que les différentes définitions des opérateurs d’ordre fractionnaire, leurs propriétés et

leurs transformés de Laplace. Ensuite, des interprétations géométriques et physiques de la

dérivation d’ordre non entier seront présentées. A la fin de ce chapitre, les techniques d’iden-

tification et de commande d’ordre fractionnaire les plus utilisées dans la littérature seront

exposées.
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1.2 Historique

Le calcul fractionnaire est le domaine l’aire de l’analyse mathématique, la recherche et

l’application des intégrales et des dérivées d’ordre fractionnaire. L’origine du calcul frac-

tionnaire commença par une question clé de Leibniz, à qui on doit l’idée de la dérivation

fractionnaire. Il introduisit le symbole dn

dxn
f(x) pour désigner la dérivé nième d’une fonction

f . Ce fut peut-être un jeu naïf des symboles qui poussa l’hôpital à s’interroger sur la possi-

bilité d’avoir n dans Q. Il posa la question : "Qu’est-ce que dn/dxnf(x) signifie si n = 1/2?

". En 1695, dans une lettre à l’hôpital, Leibniz écrivit prophétiquement : "Ainsi il s’ensuit

que d(1/2)x sera égal x2
√

(dx : x), un paradoxe apparent dont l’on tirera un jour d’utiles

conséquences".

Sur ces questions, nous retrouvons les contributions de grands mathématiciens tels qu’Eu-

ler ou Lagrange [5] au XVIIIe siècle, P.S. Laplace, J.B.J. Fourier, J. Liouville (1832,1837) ou

B. Riemann (1847) au XIXe siècle, A.K. Grünwald (1867) et A.V. Letnikov (1868) dans la

seconde moitié du même siècle, H. Laurent (1884), P.A. Nekrassov (1888), A. Krug (1890),

J. Hadamard (1892), O. Heaviside (1892-1912), S. Pincherle (1902), G.H. Hardy et J.E.

Littlewood (1917-1928), H. Weyl (1917), P. Lévy (1923), A. Marchaud (1927), H.T. Davis

(1924-1936), A. Zygmund (1935-1945), E.R. Love (1938-1996), A. Erdélyi (1939-1965), H.

Kober (1940), D.V. Widder (1941), M. Riesz (1949).

En 1974, B. Ross organisé la première conférence internationale sur le calcul fractionnaire

à l’université de New Haven. Mais de nos jours les conférences et les éditions consacrées entiè-

rement ou partiellement aux systèmes d’ordre fractionnaire et leurs applications se comptent

par dizaines chaque année.

1.3 Domaines d’applications du calcul fractionnaire

Les applications de la théorie des systèmes à dérivée non entier apparaissent de plus en

plus fréquemment dans les différents champs de recherche. Toutefois, l’intérêt progressif que

l’on porte à ces systèmes et les applications en sciences de l’ingénieur restent encore peu
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développés. On peut noter que pour les exemples de domaines présentés ci dessous, les opé-

rateurs fractionnaires sont utilisés soit comme un outil de modélisation, soit comme un outil

de commande. Par exemple, comme application des systèmes fractionnaires à l’automatique,

on peut évoquer Matignon et Andréa-Novel qui présentent une stabilisation basé sur un

observateur généralisant l’approche polynomiale des systèmes d’ordre entier, toutefois sans

discuter des difficultés de l’implantation d’un intégrateur fractionnaire [6, 7].

1.3.1 Automatique

En automatique, peu d’auteurs ont utilisé des lois de commande introduisant des dérivées

fractionnaires. Podlubny [8, 9], Chen et al. [10] et Caponetto et al. [11] ont montré que la

meilleure méthode pour assurer un contrôle efficace des systèmes fractionnaires, est l’utili-

sation de contrôleurs d’ordre fractionnaires. Ils proposent une généralisation des contrôleurs

traditionnels PID. Mbodje, Montseny et Matsuda et Fuji (1993) ont appliqué avec succès

des lois de commande fractionnaires à des systèmes à paramètres distribués [12].

En 1991, Alain Oustaloup introduit la commande CRONE (abréviation de Commande

Robuste d’Ordre Non Entier). Cette dernier permet la synthèse dans le domaine fréquen-

tiel de commandes dynamiques robustes par retour de sortie pour des systèmes linéaire de

temps invariant (LTI : Linear Time Invariant), incertains, mono-variables (SISO : Single

Input Single Output) ou multi-variables (MIMO : Multiple Input Multiple Output). La stra-

tégie CRONE a été appliquée à de nombreux systèmes industriels : spectroscope, suspension

d’automobile, robot-cueilleur, charrue éléctro-hydrolique, batterie pour voitures, etc.

Le contrôleur proposé par Oustaloup [13] est donné par la forme suivant :

Cm(s) = C0

(
1 + s/ωb
1 + s/ωh

)m
(1.1)

Avec C0, ωb > 0, ωh > 0, et m > 0 sont des paramètres du régulateur, m étant non entier.

Le schéma fonctionnel de contrôleur CRONE montré dans la figure 1.1
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Figure 1.1 – Boucle de commande par régulateur CRONE

Les performances obtenues sont intéressantes dans le cas de la commande CRONE puis-

qu’il ne s’agit pas seulement de maintenir la stabilité comme dans le cas de l’approche (robus-

tesse de la stabilité), mais encore mieux, de satisfaire des considérations de robustesse plus

sévères : il s’agit de la robustesse du degré de stabilité et du coup, l’objectif est le maintien

de la performance dynamique nominale fixée par le facteur d’amortissement nominal.

1.3.2 Génie électrique

La dérivée fractionnaire procure un excellent moyen pour la description des dispositifs

dont le fonctionnement repose sur la diffusion d’une grandeur (champ, température,...). à

titre d’exemple, grâce à des données expérimentales, Schmidt et Drumheller [14] montrent

que le courant qui traverse un condensateur est proportionnel à la dérivée non entière de la

tension. En effet, en utilisant un composé (LiN2H5S04) et en procédant à des mesures que

sur une large gamme de températures et de fréquences, ils constatent que les parties réelle et

imaginaire de la susceptibilité ou encore, de la fonction de diélectrique ε = ε
′
+ jε

′′ sont très

grandes ε′ ≈ ε
′′ ≈ 106 et varient en fonction de la fréquence suivant un ordre de puissance 1

2

(avec ε′ ∈ R et ε′′ ∈ R). Dans [14, 15], nous trouvons la relation suivante, valable pour un

composé :

ε = ε
′
ω
−1
2 (1− j) = ε

′√
2(jω)

−1
2 , avec j =

√
−1 (1.2)

En utilisant la relation entre la fonction diélectrique et l’impédance, on obtient la relation

suivante :
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Z =
1

jωCeε
(1.3)

Où Ce est une constante. En substituant la relation (1.2) dans (1.3), on a

Z =
1

jωCeε
′
√

2(jω)
−1
2

(1.4)

Qu’on peut éventuellement mettre sous la forme

Z =
1

(jω)
−1
2

, avec K =
1√

2Ceε
′ (1.5)

Où encore, en fonction de la variable de Laplace S

Z =
K

S
1
2

(1.6)

L’ équation (1.6) montre en effet que l’on peut bien définir une impédance fractionnaire

de capacité, qui peut être fabriquée à partir de composition de matériaux spécifiques et par

conséquent définir le terme de “Fractor”, par analogie au terme anglais “Capacitor”, pour

mettre l’accent sur le caractère fractionnaire de l’impédance. La réalisation d’une impédance

fractionnaire peut se faire par juxtaposition en série de cellules Résistance-Capacité (d’im-

pédance traditionnelle).

Modélisation des machines asynchrones et synchrones : Les machines électriques

sont des composants présents partout dans les systèmes et réseaux d’énergie électrique, que ce

soit pour la production (centrales électriques) ou pour les usages domestiques ou industriels

en incluant le transport. Avec l’électrification croissante des principaux domaines industriels,

on trouve des actionneurs électriques dans les réseaux de forte puissance comme ceux de taille

plus réduite (réseaux embarqués) [16].

L’idée principale consiste à insérer des impédances d’ordre non entier dans les schémas

équivalents classiques de machines en tenant compte de la localisation des courants induits

dans la machine. Dans [14], une étude analytique a permis de valider cette approche dans le
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cas de la machine asynchrone. Cette démarche permet de construire des modèles de connais-

sance et d’ordre réduit des machines électriques tournantes, fiables sur une large plage de

fréquences et avec un nombre minimal de paramètres.

1.3.3 Mécanique :Diffusion anormale

Les systèmes d’ordre fractionnaires sont tout particulièrement intéressants pour repré-

senter finement et avec un ordre réduit les milieux hétérogènes. Par conséquent, plusieurs

travaux ont été réalisés dans la littérature par divers chercheur. Nous pouvons citer par

exemple [17] et auparavant [18] ils ont remarqué que le milieu est capable de retenir une

certaine mémoire, de plus le transport de masse n’obéit pas à la loi de diffusion normale, la

dérivation fractionnaire est un moyen approprié pour modéliser la diffusion anormale dans

les milieux où les particules des fluides subissent des retards irréguliers. Par exemple pour

la modélisation du mouvement Brownien avec un champ des forces extérieures. Afin de dé-

crire le transport anormale, Metzler et Klafter [19]ont introduit une version fractionnaire en

temps.

∂tP (x, t) = D1−γ
t

(
∂xF (x) +

d

2
∂2
x

)
P (x, t) (1.7)

Où Dγ
t est la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville, P (x, t), d, F (x) sont

respectivement la densité, le coefficient de la diffusion, la force extérieure.

1.3.4 Thermique :Diffusion et équation de la chaleur

L’exemple le plus simple de système fractionnaire est l’équation de la chaleur à une

dimension spatiale, commandée aux bords. En opérant un bon choix de la variable de sortie,

nous obtenons un dérivateur d’ordre 1
2
. A partir de ce transfert, il n’est pas compliqué de

construire un système physique idéalisé qui représente un transfert fractionnaire propre, à

savoir un transfert d’ordre deux avec une dérivation d’ordre 3
2
. Cet exemple a été traité dans

[20] et repris dans [9, 21] On rappelle que l’équation de la chaleur est donnée par l’équation
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aux dérivées partielles :

∂v

∂t
(t, x) = c

∂2v

∂x2
(t, x), t > 0, −∞ < x < 0 (1.8)

Où t est une variable scalaire libre symbolisant le temps, x une variable libre scalaire

ou vectorielle, représentant l’espace et c une constante positive. Nous nous intéressons ici à

l’équation de la chaleur à une dimension spatiale ; où la variable libre x est scalaire. Nous

considérons les conditions initiales et aux limites suivantes :


v(0, x) = 0 pour x < 0

v(t, 0) = u(t) pour x = 0

limx→∞ v(0, x) = 0 pour t > 0

(1.9)

Nous supposons u que est une fonction de type exponentiel avec variation bornée presque

partout (ceci garanti l’existence de la transformée de Laplace de v et la validité de la formule

intégrale de la transformée inverse). Ainsi, le problème peut être résolu par passage dans le

plan opérationnel. En utilisant la transformée de Laplace nous obtenons :

∂2v̂(s, x)

∂x2
=
s

c
v̂(s, x), pour x > 0 (1.10)

v̂(s, 0) = û(s) (1.11)

La solution formelle de (1.1) est

v̂(s, x) = C1(S)exp(−x
√
s

c
) + C2(s)exp(x

√
s

c
) (1.12)

Pour des raisons de bornitude, et tenant compte de la condition aux limites v̂(S, 0) = v̂(S)

on obtient :
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v̂(s, x) = û(S)exp(x

√
s

c
) (1.13)

Pour x > 0

exp(x

√
s

c
) = L{ x

2
√
πc
t
−2
s exp(

x2

4ct
)} (1.14)

Soit :

v(t, x) =
x

2
√
πc

∫ t

0

τ
−2
s exp(

x2

4ct
u(t− τ)dτ) (1.15)

D’une part, on vérifie que (1.14) est bien une solution de l’équation (1.8), d’une autre

part, à partir de (1.13), on déduit que :

dv̂(S, x)

dx
=

1√
c
S

1
2 v̂(S, x) (1.16)

Et en particulier

dv(S, 0)

dx
=

1√
c
S

1
2 û(S, x) (1.17)

Si nous définissons comme variable de sortie :

y(t) =
√
c
dv(t, 0)

dx
(1.18)

Nous obtenons le transfert suivant :

ŷ(S) = S
1
2 û(S) (1.19)

Ce qui permet d’établir le constat suivant : l’équation de transfert de la chaleur avec

l’entrée u et la sortie y est donc un dérivateur d’ordre 1
2
.

Cet exemple peut être interprété physiquement comme le mouvement d’un fluide visqueux

sur la surface transversale d’une plaque rigide dont le rapport entre la viscosité µ et la masse

volumique ρ est égal à µ
ρ
( Figure 1.2).
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Figure 1.2 – Mouvement d’un fluide visqueux sur la surface transversale d’une plaque rigide

Le mouvement de la plaque est unidirectionnel suivant l’axe z . La direction normale

à la plaque est repérée par la coordonnée x. Les deux variables u(t) et v(t;x) désignent

respectivement, la vitesse de la plaque et la vitesse des particules du fluide situés à la distance

x de la plaque.

1.4 Opérateurs d’ordre fractionnaire

1.4.1 Définitions fondamentales

Il existe plusieurs définitions mathématiques pour la dérivation et l’intégration d’ordre

non entier. Mais, les trois définitions principales les plus utilisées sont ceux de Grünwald-

Leitnikov, de Riemann-Liouville et de Caputo.

1.4.1.1 Définition de Gründwald-Leitnikov (G-L)

La définition au sens de Grünwald-Letnikov est basée sur la généralisation de la dérivée

classique d’une fonction f(t) d’ordre α . La dérivée fractionnaire au sens de G-L est donnée

par l’équation suivante [9, 22] :

aD
α
t f(t) = lim

h→0
h−α

[t− ah ]∑
j=0

(−1)j

 α

j

 f(t− jh) (1.20)
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Où,
[
t− a

h

]
désigne la partie entier.

1.4.1.2 Définition de Riemann-Liouville (R-L)

Soient α ∈ R+, a ∈ R, n un entier positif, et une fonction localement intégrable définie

sur l’intervalle [a,∞[. La dérivée d’ordre α de f de borne inférieure est définie par [9, 22] :

aD
α
t f(t) =

1

Γ(n− α)

dn

dtn

∫ t

a

f(φ)

(t− φ)α−n+1
dφ (1.21)

Où, n− 1 < α < n et Γ(x) :c’est la fonction Gamma d’Euler.

1.4.1.3 Définition de Caputo

Caputo a reformulé la définition de la dérivée d’ordre fractionnaire comme suit, [23] :

aD
α
t f(t) =

1

Γ(n− α)

∫ t

a

(t− τ)n−α−1fn(τ)dτ (1.22)

Avec n est un entier positif vérifiant l’inégalité : (n− 1) < α < n

fn(τ), étant la dérivée d’ordre entier n par rapport à τ , de la fonction f(τ).

L’avantage principal de l’approche Caputo est que les conditions initiales de la dérivée

fractionnaire au sens de Caputo des équations différentielles fractionnaires prennent la même

forme que dans le cas des équations différentielles d’ordre entier.

1.5 Propriétés des opérateurs d’ordre fractionnaire

Les principales propriétés des dérivées et intégrales d’ordre fractionnaire sont les suivantes

[24] :

1. Si f(z) est une fonction analytique de z, alors sa dérivée d’ordre fractionnaire Dαf(z)

est une fonction analytique de z et α .

2. Pour α = n où n est un entier, l’opération Dαf(t) donne le même résultat que la

différentiation classique d’ordre entier n.
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3. Pour α = 0 l’opération Dαf(z) est l’opérateur identité :

Dαf(t) = f(t) (1.23)

4. La différentiation et l’intégration d’ordres fractionnaires ont des opérations linéaires :

Dα(a.f(t) + b.g(t)) = a.Dαf(t) + b.Dαg(t) (1.24)

5. La loi additive d’index :

DαDβf(t) = DβDαf(t) = Dα+βf(t) (1.25)

Avec α et β deux nombres réels.

1.6 Interprétations géométrique et physique

L’intégration et la différenciation d’ordre fractionnaire n’ont aucune interprétation phy-

sique et géométrique claire pour plus de 300 années. Et également ils sont une généralisa-

tion des notions de la différentiation et de L’intégration d’ordre entier, il serait alors idéal

d’avoir des telles interprétations physiques et géométriques d’opérateurs d’ordre fractionnaire

qui fourniront aussi un lien aux interprétations classiques de différentiation et d’intégration

d’ordre entier connues.

L’absence de ces interprétations à été fortement aborder à la première conférence inter-

nationale sur le calcul fractionnaire en 1974 où la question a été classée parmi les problèmes

ouverts et est restée sans réponse, et ce malgré les conférences internationales qui ont suivi,

notamment en 1984, 1989 et en 1996.

Récemment, en raison de la nécessité d’une interprétation physique et géométrique de

l’intégration et de la différentiation fractionnaires, beaucoup d’efforts ont été dédiés à cette

question. Par conséquent, plusieurs approches ont été développes dans la littérature par

divers chercheur. Nous pouvons citer par exemple pour l’interprétation physique [25, 26] et

pour l’interprétation géométrique [27, 28, 29].
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1.7 Méthodes opérationnelles fractionnaires

1.7.1 Éléments de base de la Transformée de Laplace

Soit F (S) la fonction de la variable complexe s est la transformée de Laplace de f(t)

définie comme suit :

F (S) = L[f(t)] =

∫ ∞
0

e−stf(t)dt, (1.26)

La fonction originale f(t) peut être obtenue à partir de la transformée de Laplace inverse

f(t) = L−1[F (s)] =

∫ c+i∞

c−i∞
estF (S)ds, c = Re(s) > 0 (1.27)

La transformée de Laplace du produit de convolution des fonctions f et g peut s’écrire

sous la forme

L[f(t) ∗ g(t)] = L[

∫ t

0

f(t− τ) ∗ g(τ)dτ ] = L[

∫ t

0

g(t− τ) ∗ f(τ)dτ ] = F (s)G(s), (1.28)

Où f(t) et g(t) sont deux fonctions nulles pour t < 0, F (s) et G(S) leurs transformées.

Sous l’hypothèse que les fonctions F (s) et G(s) existent. On utilisera la propriété (1.28) pour

l’évaluation de la transformée de Laplace de l’intégrale d’ordre fractionnaire de Riemann-

Liouville.

La transformée de Laplace de la dérivée d’ordre entier n de la fonction f(t) peut s’écrire

L[fn(t)] = SnF (S)−
n−1∑
K=0

Skfn−K−1(0) (1.29)

1.7.2 Transformée de Laplace de l’intégrale d’ordre fractionnaire

Nous commencerons par la transformée de Laplace de l’intégrale d’ordre fractionnaire de

Riemann-Liouville d’ordre notamment s’écrire comme le produit de convolution des fonctions
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g(t) = tα−1

Γ(α)
et f(t)

Iα = D−αf(t) =
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− τ)α−1f(τ)dτ =
tα−1

Γ(α)
∗ f(t) (1.30)

La transformée de Laplace de la fonction tα−1est donnée par

G(S) = L[tα−1] = Γ(α)S−α (1.31)

En utilisant la formule de la transformée de Laplace de la convolution (1.28) on obtient la

transformée de Laplace de l’intégrale de Riemann-Liouville et celle de Gründwald-Leitnikov :

L[Iαf(t)] =
F (S)

Sα
, α > 0 (1.32)

1.7.3 Transformée de Laplace de la dérivée d’ordre fractionnaire

Nous citons dans ce qui suit la transformée de Laplace des différentes définitions de la

dérivée d’ordre non entier.

1.7.3.1 Définition de Riemann-Liouville (R-L)

L[Dαf(t)] = sαF (s)−
n−1∑
K=0

sK
[
RL
0 Dα−1−Kf(t)

]
t=0

(1.33)

Avec n− 1 < α < n cette transformée de Laplace de la dérivée de Riemann-Liouville est

bien connue. Mais son applicabilité en pratique est limitée à cause de l’absence d’interpré-

tation physique des valeurs limites des dérivées d’ordre fractionnaire pour t = 0.

1.7.3.2 Définition de Caputo

L[0D
α
t f(t)] = SαF (S)−

n−1∑
K=0

Sα−K−1f (K)(0), n− 1 < α < n (1.34)
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1.7.3.3 Définition de Grunwald-Letnikov (G-L)

L[0D
α
t f(t)] = SαF (S) (1.35)

1.8 Modélisation des systèmes d’ordre fractionnaire

Un système d’ordre fractionnaire, est généralement, représenté par des modèles d’ordre

non entiers. De ce fait, la dynamique réelle de celui-ci est souvent décrite par l’un des trois

modèles comme dans le cas entier : Soit par l’équation différentielle fractionnaire généralisée,

ou, par fonction de transfert fractionnaire ou bien, par représentation d’état fractionnaire.

1.8.1 Equation différentielle généralisé

Un système d’ordre non entier, peut être représenté par une équation différentielle géné-

ralisée de la forme :

n∑
i=0

aiD
αiy(t) =

m∑
j=0

bjD
βjy(t) (1.36)

Où :

Dαi , Dβj : Représentent respectivement les opérateurs des dérivées des ordres α et β.

u(t), y(t) : Représentent respectivement l’entrée et la sortie du système,

ai, bj : Représentent les coefficients de l’équation différentielle et αi, βj ∈ R+.

Quand les ordres de dérivées αi et βj et sont multiples du même nombre réel αi, le système

résultant est dit système fractionnaire commensurable. Dans ce cas, l’équation (1.36) s’écrit

sous forme :

n∑
i=0

aiD
i.αy(t) =

m∑
j=0

bjD
j.αu(t) (1.37)
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1.8.2 Fonction de transfert fractionnaire

En utilisant la transformation de Laplace de l’équation (1.37) et en considérant les condi-

tions initiales nulles, on obtient la fonction de transfert d’ordre non entier de la forme sui-

vante :

G(S) =
Y (S)

U(S)
=
bmS

βm + bm−1S
βm−1 + · · ·+ b0S

β0

anSαn + an−1Sαn−1 + · · ·+ a0Sα0
(1.38)

Dans le cas d’un système commensurable d’ordre αi, la fonction de transfert de l’équation

(1.38) s’écrit :

G(S) =
Y (S)

U(S)
=
bm(Sm)α + bm−1(S(m−1))α + · · ·+ b0

an(Sn)α + an−1(S(n−1))α + · · ·+ a0

(1.39)

1.8.3 Représentation d’état des systèmes fractionnaires

Les systèmes d’ordre fractionnaire commensurable sont définis par des représentations

d’état comme dans le cas entier, on remplace seulement la dérivée d’ordre entier par la

dérivée d’ordre fractionnaire.

Remarque :La représentation d’état d’un système fractionnaire est donnée selon le cas

de système (linéaire ou non linéaire). Pour un système linéaire, la représentation d’état est

donnée par


Dαx(t) = Ax(t) +Bu(t)

y(t) = Cx(t) +Du(t)

(1.40)

Où x(t) ∈ Rn est le vecteur d’état, Dαx(t) est le vecteur de la dérivée d’ordre α (avec

α ∈ R),u(t) ∈ Rn et u(t) ∈ Rq représentent respectivement le vecteur de commande et le

vecteur de sortie, Ai ∈ Rn×n est la matrice d’état, Bi ∈ Rn×m est la matrice d’entrée du

système et Ci ∈ Rq×n est la matrice de sortie.

En utilisant la représentation d’état (1.40), la transformation de Laplace et en considérant
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les conditions initiales nulles, la fonction de transfert correspondante peut être exprimée sous

la forme :

G(s) = C[(sαIn − A)−1]B (1.41)

Et pour un système non linéaire, la représentation d’état est donnée sous la forme suivante


Dαx(t) = f(x(t)) + g(x(t))u(t)

y(t) = Ψ(x(t))

(1.42)

Avec :

f(x(t)), g(x(t)) et Ψ sont des fonctions non linéaires de dimension appropriés

1.9 Propriétés structurelles des systèmes d’ordre frac-

tionnaire

1.9.1 Stabilité

Théorème 1 :[30, 31]Le système fractionnaire (1.37) est stable si et seulement si tous

les valeurs λi(1 ≤ i ≤ n) propres de la matrice A vérifient,

|arg(λi)| > α.
π

2
1 ≤ i ≤ n (1.43)

Remarque :Pour la représentation de la fonction de transfert (1.39), la condition de

stabilité (dans le sens entrée bornée/sortie bornée) est réalisée si et seulement si toutes les

racines ri de son dénominateur vérifient ;

|arg(ri)| > α.
π

2
1 ≤ i ≤ n (1.44)
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1.9.2 Commandabilité et Observabilité

Les deux résultats suivants peuvent être démontrés comme leurs similaires dans le cas

d’ordre entier [32].

Théorème 2 :Le système fractionnaire (1.40) est commandable si et seulement si la

matrice de commandabilité donnée par (1.45) est une matrice de rang plein,

C =

[
B AB . . . AI−1B

]
(1.45)

Où I est le nombre des états.

Théorème 3 :Le système fractionnaire (1.40) est observable si et seulement si la matrice

d’observabilité donnée par (1.46) est une matrice de rang plein,

O =



C

CA

...

...

CAI−1


(1.46)

Où I est le nombre des états.

1.10 Identification des systèmes d’ordre fractionnaires

L’identification des systèmes dynamique par des modèles non entiers est un sujet de re-

cherche très actif depuis le début des années 1990. Le rôle de l’identification de systèmes est à

rechercher un modèle mathématique d’un système physique à partir de données expérimen-

tales et de connaissance a priori. Plusieurs systèmes physiques sont connus pour présenter

une dynamique d’ordre non entier. Par conséquent, ils ont un comportement temporel régi

par des équations différentielles d’ordre fractionnaire. Cependant, un modèle entier n’est pas
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adéquat pour l’identification de ce type de système.[4] [33]

L’identification des systèmes d’ordre fractionnaire a attiré l’attention du plusieurs com-

munauté scientifique. Malgré que ce type de modèle pose un problème d’identification plus

difficile exigeant non seulement l’estimation des paramètres du modèle mais également la

détermination de ses ordres fractionnaires.

Des nombreux approches temporelles et fréquentielles ont été proposés dans la littérature

pour l’identification des systèmes d’ordre fractionnaire[34, 35, 36, 37, 38] .

1.11 Méthodes de la Commande d’ordre fractionnaire

La commande d’ordre fractionnaire est une généralisation de la théorie de la commande

d’ordre entier classique. Son but principal est d’améliorer les performances du système en

boucle fermée. De toute évidence, pour l’application du calcul fractionnaire à la la commande

des systèmes, il existe 3 formes : (1) système de commande d’ordre entier avec un contrôleur

d’ordre fractionnaire, (2) système fractionnaire avec un contrôleur d’ordre entier, et (3)

Système d’ordre non entier avec un contrôleur d’ordre fractionnaire.

La structure de commande d’ordre fractionnaire consiste à utiliser un contrôleur en se ba-

sant dans leur synthèse sur des modèles non entiers (Équation différentielle fractionnaire gé-

néralisée, fonction de transfert fractionnaire et représentation d’état fractionnaire), ce contrô-

leur permettait d’assurer la stabilité et les performances de système, ainsi que la robustesse

de la commande.

Des nombreuses méthodes ont été développés pour la synthèse des contrôleurs d’ordre

non entier tel que la commande CRONE [13], Oustaloup a proposé un régulateur CRONE

pour assure la robustesse du degré de stabilité et de maintenir les performances dynamique

nominale. La réussite de cette approche fut énorme, plusieurs travaux ont été publiés uti-

lisant cette commande. A titre d’exemple, celle de [39] qui propose la généralisation de la

commande CRONE pour les systèmes multivariables avec retard. Podlubny [8] a proposé

le contrôleur d’ordre fractionnaire PIαDβ, une généralisation du régulateur PID classique,
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comprenant une intégration fractionnaire d’ordre α et une dérivation fractionnaire d’ordre

β. Une méthode de synthèse du régulateur FOPID à deux degrés de liberté (2DDL) a été

proposée dans [40]. D’autre part, la commande intelligente au cas fractionnaire est un axe

de recherche très important [33, 41, 42, 43, 44], car elle peut apporter une solution efficace

pour la modélisation, l’identification et la commande des systèmes.

Dans le même contexte, on cité la méthode proposée dans [45] pour la conception d’un

contrôleur adaptatif flou par mode glissant, ce dernier est utilisée pour synchroniser deux

systèmes chaotiques d’ordre fractionnaire. Une méthode d’identification par réseaux de neu-

rones est proposée dans [46] pour obtenir le modèle d’ordre fractionnaire de la machine

synchrone à aimants permanents.

1.12 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté un état de l’art sur les systèmes d’ordre fraction-

naire. Nous avons donné les différentes définitions des opérateurs d’ordre fractionnaire, leurs

propriétés ainsi que leurs transformées de Laplace. Ensuite, nous avons également présenté

les interprétations géométrique et physique de la dérivation d’ordre non entier. Enfin, les

techniques d’identification et de commande d’ordre fractionnaire les plus utilisées dans la

littérature sont exposées.
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Chapitre 2

Synthèse des contrôleurs d’ordres
fractionnaire

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, on présente une méthode semi-analytique de synthèse des contrôleurs

d’ordre fractionnaire pour garantir la robustesse aux variations du gain. Ces contrôleurs sont

synthétisées pour satisfaire une fréquence de coupure donné, une marge de phase et que la

dérivée de la phase par rapport à la fréquence est zéro, c’est à dire que la phase du système

en boucle ouverte est plate autour de la fréquence de coupure. Les principaux résultats de

ce chapitre est de montrer l’efficacité de cette approche à la commande PIαDβ des systèmes

à retard.

2.2 Présentation de la méthode

2.2.1 Structure du contrôleur

Le contrôleur PID est la structure de commande la plus utilisée dans les boucles de

régulations dans le monde industriel en raison de sa simplicité et de sa faible coût. Toutefois,

ses performances deviennent insuffisante en raison par exemple de la présence d’un retard

non négligeable dans le modèle du procédé ou lorsque les paramètres du procédé varient.
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Afin de remédier à ces problèmes, de nombreuses algorithmes de réglage ont été proposées

tels que le réglage par retour d’état, le réglage par modèle interne et le réglage par régime

glissant. Mais, les principaux problèmes de la plupart de ces techniques de réglage sont liés

à la robustesse. Le régulateur PIαDβ fractionnaire est une extension du régulateur PID,

ce dernier permettait d’assurer la stabilité de système et la robustesse de la commande.

L’équation de sortie du régulateur PIαDβ d’ordre fractionnaire dans le domaine de temporel,

est donnée par :

u(t) = Kp(e(t) +
1

Ti
D−α (e(t)) + TdD

β (e(t))) (2.1)

Où Kp est le gain proportionnel, Ti est la constante d’intégration, Td est la constante de

différentiation, α est l’ordre fractionnaire de l’action d’intégration et β est l’ordre fraction-

naire de l’action de différentiation.

En appliquant la transformée de Laplace à l’équation (2.1) avec les conditions initiales

nulles, on obtient la fonction de transfert suivante :

C(s) = Kp(1 +
1

Tisα
+ Tds

β) (2.2)

Une expression équivalente, où les paramètres apparaissent de manière linéaire, est souvent

plus appréciée pour les calculs analytiques est donnée par la forme parallèle :

C(s) = Kp +
Ki

sα
+Kds

β (2.3)

Les gains d’intégration Ki et de dérivation Kd sont liés aux paramètres de la forme standard

par les relations suivantes :

Ki =
Kp

Ti
(2.4)

Kd = KpTd (2.5)

La disposition du contrôleur d’ordre fractionnaire PIαDβ dans le plan (α, β) est illustrée

sur la figure (2.1), il est clair que tous les types de contrôleurs classiques P , PI, PD et PID

sont des cas spéciaux du contrôleur d’ordre fractionnaire. De tout évidence, en choisissant ,
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un contrôleur PID classique peut être récupéré et en utilisant (α, β) = (1, 0) et (α, β) = (0, 1),

nous obtenons des contrôleurs PI et PD classiques, respectivement.

Figure 2.1 – Disposition du contrôleur PIαDβ dans le plan (α, β)

2.2.2 Méthode de réglage

L’approche présentée est une technique de synthèse pratique et systématique qui garantit

l’exigence de robustesse et satisfaire les spécifications de performances. Le schéma du système

de commande à retour unitaire est représenté dans la figure suivantes :

Figure 2.2 – système de commande à retour unitaire

Où C(s) et F (s) sont, respectivement, les fonctions de transfert du contrôleur et du

processus. Dans ce chapitre, le contrôleur C(s) du système asservi de la figure (2.2) est un

contrôleur d’ordre fractionnaire. La fonction de transfert de ce contrôleur d’ordre fraction-

naire est donnée , par la fonction suivante :

C(s) = Ks +
Ki

sα
+Kds

β (2.6)
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Cette technique de réglage consiste à déterminer un contrôleur de structure donnée en res-

pectant des contraintes. l’avantage de cette méthode est d’aboutir à des formules analytiques,

ces formules sont ensuite représentées graphiquement en fonction de l’ordre fractionnaire α

ou β. En effet, à l’aide de la représentation graphique, nous pouvons identifier les paramètres

de contrôleur fractionnaire.

2.2.3 Contraintes de synthèse

pour la conception d’un contrôleur fractionnaire, trois contraintes de réglage sont impo-

sées comme suit :

A. La marge de phase :

Arg[G(jωc)] = Arg[C(jωc)F (jωc)] = −π + φm (2.7)

Où φm est la marge désirée de phase.

B. La marge du gain :

|G(jωc)|db = |C(jωc)F (jωc)|db = 0 (2.8)

C. La robustesse aux variations du gain :(
dG(jω)

dω

)
ω=ωc

= 0 (2.9)

À la condition que la dérivée de phase par rapport à la fréquence est zéro, c’est-à-dire

la phase du système en boucle ouverte est plate autour de la fréquence de coupure de gain

ωc de sorte que la réponse indicielle du système en boucle fermée exhibe un dépassement

constant dite propriété d’iso-amortissement.
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2.3 Application : Commande PIαDβ des systèmes à re-

tard

2.3.1 Introduction

Le temps de retard (ou le temps mort) est le plus mauvais ennemi de la commande, parce

qu’il ajoute un déphasage qui affecte la stabilité de la boucle fermée. Pour cette raison, il est

très difficile de commander les systèmes qui détiennent un temps de retard. Néanmoins, les

contrôleurs classiques, et principalement le régulateur proportionnel intégral dérivé (PID)

reste impuissant de garantir tous les besoins de performance dans le cas des processus in-

dustriels [47, 48]

Dans ce chapitre nous présentent une stratégie de synthèse de contrôleur fractionnaire

PIαDβ pour garantir la stabilité et la robustesse aux variations du gain des systèmes qui

possèdent un temps de retard.

2.3.2 Définition

Les systèmes à retards sont des systèmes décrits par des équations différentielles ou

différences, dont la dynamique dépend non seulement de la valeur de l’état en temps courant

t, mais aussi des valeurs passées de la commande et/ou de l’état prises sur un certain horizon

temporel. Pour un retard donné avec une valeur de L ≥ 0, la sortie y(t) correspondante à

l’entrée u(t) est comme suit :

y(t) = u(t− L) (2.10)

Par conséquent, la fonction de transfert d’un élément de retard est donnée par :

F (s) =
Y (s)

U(s)
= e−Ls (2.11)
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2.3.3 Différents types des systèmes à retards

Il existe trois types des systèmes à retards, à savoir les systèmes retardés (DS :Delayed

Systems), les systèmes neutres (NS : Neutral Systems), et les systèmes à retards discrets

(DDS :Delayed Discrete Systems).

2.3.3.1 Systèmes à retard de type retardé (DS)

Les systèmes retardés sont des systèmes dynamiques régis par des équations différentielles

fonctionnelles portant à la fois sur des valeurs présentes et passées du temps [49]. Ce modèle

est de la forme suivante :


ẋ(t) = f(t, xt, ut)

xt0 = ϕ(θ) pour θ ∈ [t0 − τ, t0]

ut0 = ζ(θ) pour θ ∈ [t0 − τ, t0]

(2.12)

τ étant positif, ϕ et ζ représentent les conditions initiales. Il s’agit de fonctions continues

par morceaux, application de [t0 − τ, t0] dans Rn.

Les fonctions xt et ut sont définies par :

xt :


[−τ, 0]→ Rn,

θ → xt(θ) = x(t+ θ).

(2.13)

ut :


[−τ, 0]→ Rn,

θ → ut(θ) = u(t+ θ).

(2.14)

Soit C l’ensemble des fonctions continues de [−τ, 0] dans Rn. xt et ut ∈ C représentent

respectivement l’entrée et l’état du système à l’instant t.
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2.3.3.2 Systèmes à retard de type neutre (NS)

Les systèmes neutres sont une classe de systèmes plus générale que les systèmes retardés,

dans le sens ou il est décrit par un modèle dans lequel la dérivée de "l’état" au temps présent

est fonction non seulement des valeurs de "l’état passé", mais aussi de la dérivée de "l’état

passé" dans un intervalle [50]. Ils sont décrits par des équations différentielles de la forme

suivante : 
ẋ(t) = f(t, xt, ẋt, ut)

xt0 = ϕ(θ) pour θ ∈ [t0 − τ, t0]

ut0 = ζ(θ) pour θ ∈ [t0 − τ, t0]

(2.15)

2.3.3.3 Systèmes linéaires invariants à retards discrets

Les retards discrets correspondent au cas où le support de xt et ut a une mesure nulle et

peut se réduire à un nombre fini de point [51]. Ce modèle s’écrit de la façon suivante :
ẋ(t) =

q∑
i=1

Diẋ(t− ωi) +
r∑
j=0

Ajx(t− τj) +Bju(t− τj)

y(t) =
r∑
j=0

Cjx(t− τj)
(2.16)

Où le vecteur x ∈ Rn est le vecteur d’état instantané,u ∈ Rm est le vecteur de commande

et y ∈ Rp représente le vecteur de sortie du système. τj > 0 et ωi > 0 représentent des

retards discrets (ou "ponctuels"). Les matrices d’état Ai ∈ Rn×n, de commande Bi ∈ Rn×m,

de sortie Ci ∈ Rp×n et les termes neutres Di ∈ Rn×n sont des matrices constantes.

Dans le cas des systèmes de type retardé, le système (2.16) s’exprime par :


ẋ(t) =

r∑
i=0

Aix(t− τi) +Biu(t− τi)

y(t) =
r∑
i=0

Cix(t− τi)
(2.17)
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2.3.4 Commande par contrôleur PIα pour un système du premier

ordre à retard

On considère le schéma fonctionnel de la figure 2.3, dans lequel F (s) représente la fonction

du transfert du système retardé donnée par 2.18.

F (s) =
K

1 + Ts
e−Ls (2.18)

Où K est le gain statique du système, K sa constante de temps et L le retard de la chaîne

d’action. Ces trois paramètres sont supposés positifs.

Le contrôleur PIα est donné par la fonction de transfert suivante :

C(s) = KP +
Ki

sα
(2.19)

Figure 2.3 – Commande d’un système du premier ordre à retard

L’objectif est de déterminer les valeurs des paramètres KP , Ki et α du contrôleur C(s)

en respectant les trois contraintes imposées.

La fonction de transfert en boucle ouvert G(s) de la commande du système (2.18) par le

contrôleur fractionnaire PIα est donnée comme suit :

G(s) = C(s)F (s) (2.20)

Le gain et la phase du G(jω) sont donnés respectivement par

Arg[G(jω)] = Arg[C(jω)] + Arg[F (jω)] = −tan−1[
Kiω

−αsin(απ
2

)

1 +Kiω−αcos(
απ
2

)
]− tan−1(Tω)− Lω

(2.21)
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|G(jω)| = |C(jω)||F (jω)| =
Kp

√
(1 +Kiω−αcos(

απ
2

))2 + (Kiω−αsin(απ
2

))2√
(1 + (Tω)2)

(2.22)

Selon la contrainte (A) donnée par l’équation (2.7), la phase du G(jω) peut être réecrite

comme suit,

− tan−1[
Kiω

−αsin(απ
2

)

1 +Kiω−αcos(
απ
2

)
]− tan−1(Tω)− Lω = −π − φm (2.23)

En utilisant l’équation (2.23), le rapport entre Ki et α peut être établi comme suit,

Ki =
−tan[tan−1(Tω) + Lω + φm]

ω−αsin(απ
2

) + ω−αcos(απ
2

) [tan [tan−1(Tω) + Lω + φm]]
(2.24)

Selon la contrainte (B) donnée par l’équation (2.8), le gain du G(jω) devient :

Kp

√
(1 +Kiω−αcos(

απ
2

))2 + (Kiω−αsin(απ
2

))2√
(1 + (Tω)2)

= 1 (2.25)

D’après l’équation (2.25), on obtient

Kp =

√
1 + (Tω)2

(1 +Kiω−αcos(
απ
2

))2 + (Kiω−αsin(απ
2

))2
(2.26)

Selon la contrainte (C) donnée par l’équation (2.9) au sujet de la robustesse aux variations

du gain du système

d(Arg[G(jω)])

dω
|ω=ωc =

Kiω
−αsin(απ

2
)

ω2α + 2Kiω−αcos(
απ
2

) +K2
i

+
T

1 + (Tω)2
+ L = 0 (2.27)

D’après l’équation (2.27), on obtient une autre formule au sujet de Ki sous la forme

suivante,

Ki =
−F ±

√
F 2 − 4C2ω−2α

2Cω−2α
(2.28)

Avec :

F = 2Cω−αcos(
απ

2
)− αω−α−1sin(

απ

2
) et C =

T

1 + (Tω)2
+ L (2.29)
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2.3.4.1 Procédure de conception du Contrôleur PIα

Pour obtenir les trois paramètres du contrôleur PIα, une méthode graphique peut être

utilisée comme un outil simple et pratique. La procédure de conception est donc résumée

dans ce qui suit [52] :

1. Donné ωc, la fréquence de coupure de gain.

2. Donné φm, la marge désirée de phase.

3. Représentation de la courbe (1) de paramètre Ki en fonction de α, selon (2.24), et de

la courbe (2) du Ki en fonction de α, selon (2.28).

4. Détermination de la valeur du Ki et aussi de l’ordre fractionnaire α à partir du point

d’intersection des deux courbes.

5. Calcul du Kp selon (2.22).

Cette méthode de réglage est illustrée par simulation numérique, les résultats de simula-

tion du systeme (2.12) avec le contrôleur PIα sont montrés dans les Figures (2.4), (2.5) et

(2.6).

Figure 2.4 – Réponse indicielle en présence de perturbation pour différentes valeurs du K
(ωc = 10 rad/s et φm = 50◦)
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Figure 2.5 – Réponse indicielle en présence de perturbation pour différentes valeurs du K
(ωc = 15 rad/s et φm = 65◦)

Figure 2.6 – Diagramme de Bode de la fonction de transfert en boucle ouvert

Les paramètres du contrôleur PIα sont déterminés avec différentes valeurs du ωc et φm

(ωc = 10 rad/s et φm = 50◦, ωc = 15 rad/s et φm = 65◦)

Les expressions numériques du contrôleur fractionnaire PIα sont donnés respectivement

par :

C(s) = 2.9325 +
4.563

s0.6589
(2.30)
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C(s) = 4.5492 +
7.619

s0.7498
(2.31)

2.3.5 Commande par contrôleur PIα pour un système d’ordre frac-

tionnaire à retard

Dans cette partie, on considère que G(s) est une fonction du transfert du système retardé

d’ordre fractionnaire donnée par (2.32) :

F (s) =
K

Tsλ + 1
e−LS (2.32)

Le contrôleur PIα est donné par la fonction de transfert suivante :

C(s) = KP +
Ki

sα
(2.33)

En exploitant l’algorithme précédent, le gain et la phase du G(jω) sont donnés par :

Arg[G(jω)] = −tan−1[
Kiω

−αsin(απ
2

)

1 +Kiω−αcos(
απ
2

)
]− tan−1(

B0

A0

)− Lω (2.34)

Où A0 = 1 + Tωλcos(απ
2

) et B0 = Tωλsin(λπ
2

))

|G(jω)| =
Kp

√
(1 +Kiω−αcos(

απ
2

))2 + (Kiω−αsin(απ
2

))2√
A2

0 +B2
0

(2.35)

Selon la contrainte (A) donnée par l’équation (2.7),

− tan−1[
Kiω

−αsin(απ
2

)

1 +Kiω−αcos(
απ
2

)
]− tan−1(

B0

A0

)− Lω = −π − φm (2.36)

En utilisant l’équation (2.36), le rapport entre Ki et α peut être établi comme suit,

Ki =
−D

ω−αsin(απ
2

) + ω−αcos(απ
2

)D
(2.37)

Avec D = tan[tan−1(B0

A0
) + Lω + φm]

Selon la contrainte (B) donnée par l’équation (2.8),
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Kp

√
(1 +Kiω−αcos(

απ
2

))2 + (Kiω−αsin(απ
2

))2√
A2

0 +B2
0

= 1 (2.38)

D’après l’équation (2.38), on obtient

Kp =

√
A2

0 +B2
0

(1 +Kiω−αcos(
απ
2

))2 + (Kiω−αsin(απ
2

))2
(2.39)

Selon la contrainte (C),

d(Arg[G(jω)])

dω
|ω=ωc =

Kiω
−αsin(απ

2
)

ω2α + 2Kiω−αcos(
απ
2

) +K2
i

+ E = 0 (2.40)

Avec :

E =
λTωλ−1[A0sin(λπ

2
)−B0cos(

λπ
2

)]

A2
0 +B2

0

+ L (2.41)

D’après l’équation (2.40), on obtient

Ki =
−F ±

√
F 2 − 4E2ω−2α

2Eω−2α
(2.42)

Où

F = 2Eω−αcos(
απ

2
)− αω−α−1sin(

απ

2
) (2.43)

Clairement, nous pouvons résoudre les équations (2.37), (2.38) et (2.42) pour obtenir α,

Ki et Kp .

Les expressions numériques du contrôleur fractionnaire PIα sont donnés respectivement

par :

C(s) = 2.0925 +
16.74

s1.224
(2.44)

C(s) = 2.7323 +
36.84

s1.332
(2.45)

Les résultats de simulation du systeme (2.11) avec le contrôleur PIα sont montrés dans les

Figures (2.7), (2.8) et (2.9).
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Figure 2.7 – Réponse indicielle en présence de perturbation pour différentes valeurs du K
(ωc = 10 rad/s et φm = 50◦)

Figure 2.8 – Réponse indicielle en présence de perturbation pour différentes valeurs du K
(ωc = 15 rad/s et φm = 65◦)
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Figure 2.9 – Diagramme de Bode de la fonction de transfert en boucle ouvert

2.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté une méthode semi-analytique de synthèse des

contrôleurs d’ordre fractionnaire sous contraintes, ces contrôleurs sont synthétisées pour sa-

tisfaire une fréquence de coupure donné, une marge de phase et une dérivée nulle de la phase

par rapport à la fréquence de coupure de gain , c’est-à-dire la phase du système en boucle

ouverte est plate autour de la fréquence de croisement de gain de sorte que le système en

boucle fermée est robuste aux variations de gain et que la réponse échelon / rampe présente

la propriété d’iso-amortissement. L’avantage de cette méthode est d’aboutir à des formu-

lations analytiques qui permettent de déterminer les paramètres du contrôleur après une

représentation graphique.

Dans la fin de ce chapitre, nous avons montré l’efficacité de la technique présenté à travers

une application à la commande des systèmes à retard.
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Chapitre 3

Commande d’ordre fractionnaire des
systèmes non linéaires décrits par des
modèles flous de Takagi-Sugeno

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous montrons certains résultats obtenus sur la modélisation, la stabi-

lisation et la synchronisation des systèmes non linéaires décrits par les modèles flous de type

Takagi-Sugeno (T-S). Dans la première partie, nous présentons les modèles flous T-S ainsi

que les différentes approches qui permettent de transformer un système non linéaire en un

modèle T-S. Ensuite, nous faisons la conception et le synthèse d’un régulateur fractionnaire

PIαDβ, les paramètres de ce régulateur sont optimisés par un algorithme génétique. Enfin,

nous présentons une application à la synchronisation des systèmes chaotiques.

3.2 Définition des modèles flous T-S

Le modèle flou de Takagi-Sugeno (T-S) est une représentation mathématique des systèmes

non linéaires sous forme d’une interpolation entre des modèles linéaires locaux. Chaque

modèle local est un système dynamique LTI valide autour d’un point de fonctionnement

particulier de l’espace d’état.
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La ieme règle du modèle flou T-S s’écrit sous la forme :

Si s1(t) est F 1
i et . . .sP (t) est F P

i Alors
ẋ(t) = Aix(t) +Biu(t)

y(t) = Cix(t)

(3.1)

Où s1(t)→ sP (t) sont les variables de prémisses (dépendantes de l’entrée et/où de l’état

du système), F 1
i est l’ensemble flous et r est le nombre de règle, x(t) ∈ Rn, y(t) ∈ Rq et

u(t) ∈ Rn représentent respectivement le vecteur d’état, le vecteur de sortie et le vecteur

de commande. Ai ∈ Rn×n, Bi ∈ Rn×m et Ci ∈ Rq×n représentent respectivement la matrice

d’état, la matrice d’entrée du système et la matrice de sortie . Pour une paire ( y(t), u(t)).

ẋ(t) =

r∑
i=1

λi(s(t))(Aix(t) +Biu(t))

r∑
i=1

λi(s(t))

y(t) =

r∑
i=1

λi(s(t))Cix(t)

r∑
i=1

λi(s(t))

(3.2)

Où s(t) = [s1(t)s2(t) . . . sP (t)],λi(s(t)) =
∏P

j=1 F
j
i (sj(t)) i = 1, 2, . . . , r

F j
i (sj(t)) est la valeur de la fonction d’appartenance sj(t) dans l’ensemble flou F j

i , et

∀t > 0 on a : 
∑r

i=1 λi(s(t)) > 0

λi(s(t)) ≥ 0

(3.3)

En posant :

hi(s(t)) =
λi(s(t))
r∑
i=1

λi(s(t))

(3.4)

Le modèle flou T-S s’écrit : {
y(t) =

r∑
i=1

hi(s(t))Cix(t) (3.5)
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Les hi(s(t)) ≥ 0 possèdent la propriété de somme convexe :

∀t > 0 :
r∑
i=1

hi(s(t)) = 1 (3.6)

3.3 Méthodes d’obtention des modèles flous T-S

Pour construire un modèle flou T-S, trois approches distinctes peuvent être employées :

3.3.1 Obtention de modèle T-S par identification

Cette approche permet à partir des mesures acquises sur les entrées et les sorties du

système d’identifier les paramètres du modèle local correspondant aux différents points de

fonctionnement. Quel que soit le type de modèle choisi, cette identification requiert la re-

cherche d’une structure ”optimale”, l’estimation des paramètres et la validation du modèle

final [53, 54, 55].

3.3.2 Obtention de modèle T-S par linéarisation

La seconde approche consiste à linéariser le système non linéaire autour de différentes

points de fonctionnement judicieusement choisis [56, 57]. Considérons le système non linéaire

suivant : 
ẋ(t) = f(x(t), u(t))

y(t) = g(x(t), u(t))

(3.7)

Avec (f, g) ∈ R2n sont des fonctions non linéaires continues. La linéarisation du système

(3.7) autour d’un point de fonctionnement arbitraire (xi, ui) ∈ Rp ×Rm est :
ẋ(t) = Ai(x(t)− xi) +Bi(u(t)− ui) + f(xi, ui)

y(t) = Ci(x(t)− xi) + Ei(u(t)− ui) + g(xi, ui)

(3.8)
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Que l’on peut réécrire sous la forme :
ẋ(t) = Aix(t) +Biu(t) + di

y(t) = Cix(t) + Eiu(t) + vi

(3.9)

Avec

Ai =
∂f(x, u)

∂x
|x=xi
u=ui

Bi =
∂f(x, u)

∂x
|x=xi
u=ui

,


di = f(xi, ui)− Aixi −Biui

vi = g(xi, ui)− Cixi − Eiui
(3.10)

En supposant que les modèles locaux (dits aussi sous-modèles) sont issus d’une linéarisation

autour de n points de fonctionnement (xi, ui), la formulation multimodèle aboutit à
ẋ(t) =

r∑
i=1

hi(s(t))(Aixm(t) +Biu(t) + di)

y(t) =
r∑
i=1

hi(s(t))(Cixm(t) + Eiu(t) + vi)

(3.11)

Notons que dans ce cas, le nombre de modèles locaux (r) dépend de la précision de modé-

lisation souhaitée, de la complexité du système non linéaire et du choix de la structure des

fonctions d’activation.

3.3.3 Obtention de modèle T-S par secteur non linéaire

La troisième approche est basée directement sur la connaissance analytique du modèle

non linéaire . Elle permet d’obtenir un modèle T-S représentant de manière exacte le modèle

non linéaire dans un compact des variables d’état. Le travail présenté dans ce mémoire de

thèse utilise l’approche par secteurs non linéaires. Pour obtenir à partir de non linéarité des

fonctions d’appartenance associée à un modèle flou, on utilise le lemme suivant [58] :

Lemme 1 :

Si ∀x ∈ [−b a] , a, b ∈ R+, f(x) : R→ R borné sur [−b a] alors il existe deux fonctions

W1(x) et W2(x) ainsi que deux réels α et β tel que :
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f(x) = α.W1(x) + β.W2(x)

W1(x) +W2(x) = 1 W1(x) ≥ 0,W2(x) ≥ 0

(3.12)

Preuve : Considérons la fonction f(x) bornée tel que f ≥ f(x) ≥ f , on peut alors

toujours écrire :

f(x) = α.W1(x) + β.W2(x) α = f β = f W1 =
f(x)− f
f − f

W2 =
f − f(x)

f − f
(3.13)

Exemple :

Considérons le système non linéaire décrit par les équations suivantes :
ẋ1(t) = x2(t)

ẋ2(t) = x2
1(t) + x2

2(t) + u(t)

(3.14)

Pour la simplicité, nous supposons que x1 ∈ [0.5 3.5] et x2 ∈ [−1 4], le système (3.14)

peut être réécrit comme suit :

ẋ(t) =

 0 1

x1(t) x2(t)

x(t) +

 0

1

u(t) (3.15)

Où x(t) = [x1 x2] et x1, x2 sont les non linéaires du système, alors on défini les variables de

prémisse suivantes :

s1(t) = x1(t) et s2(t) = x2(t) (3.16)

On calcule les valeurs minimales et maximales de s1 et s2 :Max(s1) = 3.5,Min(s1) = 0.5,

Max(s2) = 4 et Max(s2) = −1. Par conséquent, les fonctions d’appartenance sont donnés

par : 
s1(t) = F 1

1 (s1(t)).3.5 + F 2
1 (s1(t)).0.5

s2(t) = F 1
2 (s2(t)).4 + F 2

2 (s2(t)).(−1)

(3.17)

F 1
1 (s1(t)) =

0.5 + s1(t)

4
et F 2

1 (s1(t)) =
3.5− s1(t)

4
(3.18)
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F 1
2 (s2(t)) =

1 + s2(t)

5
et F 2

2 (s2(t)) =
4− s2(t)

5
(3.19)

Le système non linéaire (3.15) peut être représenté par l’ensemble des règles floues sui-

vantes :

Si s1(t) est F 1
1 et s2(t) est F 1

2 Alors ẋ(t) = A1x(t) +B1u(t)

Si s1(t) est F 1
1 et s2(t) est F 2

2 Alors ẋ(t) = A2x(t) +B2u(t)

Si s1(t) est F 2
1 et s2(t) est F 1

2 Alors ẋ(t) = A3x(t) +B3u(t)

Si s1(t) est F 2
1 et s2(t) est F 2

2 Alors ẋ(t) = A4x(t) +B4u(t)

Avec :

A1 =

 0 1

3.5 4

 , A2 =

 0 1

3.5 −1

 , A3 =

 0 1

0.5 4

 , A4 =

 0 1

0.5 −1

 (3.20)

B1 = B2 = B3 = B4 =

 0

1

 (3.21)

A partir de cet exemple, nous avons montré que le nombre de règles d’un modèle T-S aug-

mente en fonction des non linéarités à prendre en compte dans le modèle non linéaire, ce qui

provoque plus de conservativité des résultats.

3.4 La commande d’ordre fractionnaire

3.4.1 Structure du contrôleur

La fonction de transfert du contrôleur fractionnaire PIαDβ est donnée par la forme

suivante :

C(s) = Kp +
Ki

sα
+Kds

β (3.22)
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Où α et β sont des nombres réels positifs ; Kp est le gain proportionnel, Ki la constante

d’intégration et Kd la constante de différentiation.

La figure suivante représente la structure parallèle interne du régulateur PIαDβ frac-

tionnaire, définie par des connexions en parallèle entre les parties proportionnelles, intégrale

d’ordre fractionnaire et dérivée d’ordre fractionnaire.

Figure 3.1 – Structure du PIαDβ d’ordre fractionnaire

Le contrôleur d’ordre fractionnaire PIαDβ est plus flexible que le contrôleur classique

PID, parce qu’il y a deux paramètres de réglage α et β de plus pour mieux ajuster les

propriétés dynamiques des systèmes de commande d’ordre fractionnaire [8].

3.4.2 Méthodes de réglage du Contrôleur PIαDβ

Les problèmes de retard, des non linéarités, et de l’ordre supérieur des beaucoup d’ins-

tallations et dispositifs industriels générant des difficultés pour déterminer les paramètres du

contrôleur PID optimale ou presque optimale avec les méthodes de réglages classique. Pour

ces raisons, plusieurs chercheurs ont mis au point des techniques différentes pour détermi-

ner les paramètres de ces régulateurs tels que le réglage par retour d’état et le réglage par

modèle interne, les chercheurs ne se sont pas arrêtés ici, ils ont cherché des idées nouvelles

et révolutionnaires pour l’identification des paramètres et la commande. Parmi ces idées ré-

volutionnaires en trouve l’utilisation des méta-heuristiques dans la modélisation ou dans la

conception des contrôleurs optimales [59]. Parmi ces méthodes, les algorithmes génétiques
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(GAs : Genetic Algorithms) qui sont devenue l’une des plus populaires, car elles sont des

excellentes méthodes pour résoudre les paramètres optimaux du régulateur PID.

Ces régulateurs doivent permettre de réaliser le meilleur compromis entre précision, stabi-

lité et rapidité du système étudié. Les contrôleurs classiques PID possèdent trois paramètres

Kp, Ki et Kd, ce nombre de paramètres augmente pour les contrôleurs fractionnaires. Les

paramètres qui doivent être ajustés pour un contrôleur fractionnaire sont Kp, Ki Kd, α et β.

3.4.2.1 Optimisation par algorithme génétique

- Les algorithmes génétiques (GAs) sont des méthodes d’optimisation aléatoires inspiré

des mécanismes de l’évolution naturelle (sélection, adaptation, reproduction, recombinaison,

mutation). Les GAs commence sans connaissance préalable de la bonne solution et dépend

entièrement de ses réponses environnementales et des facteurs d’évolution pour arriver à la

meilleure solution [60].

Récemment, les algorithmes génétiques occupent une place importante dans le domaine

du contrôle qui a connu un grand développement. Dans ce domaine, ces algorithmes ont

démontré la capacité d’explorer fortement pour identifier des régions à hautes performances

dans les domaines complexes sans faire face aux difficultés associées aux systèmes de grande

dimension. Les algorithmes génétiques de base comporte trois opérations simples : la sélec-

tion, le croisement et la mutation, comme montré sur l’organigramme suivant :
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Figure 3.2 – Organigramme de fonctionnement d’un algorithme génétique

La sélection

La sélection permet d’identifier statistiquement les meilleurs individus d’une population

et d’éliminer le mauvais. Plusieurs techniques de sélection ont été développées dans la litté-

rature, les deux principes les plus couramment utilisés sont la roulette et le tournoi.

Le croisement

L’opérateur de croisement a pour objectif de recombiner les chromosomes d’une paire

d’individus sélectionnés (parents), afin de créer une nouvelle paire d’individus (enfants) qui

héritent de certaines caractéristiques de leurs parents.

La mutation

Après le croisement, une opération de mutation permet de transformer au hasard le

codage d’un individu afin d’apporter une certaine diversité dans la population et empêcher

que celle-ci converge trop vite vers un seul type d’individu parfait, incapable de sortir d’un

minimum local.

Le principe de l’optimisation des paramètres du contrôleur fractionnaire par les algo-

rithmes génétiques est donné par la figure (3.3).
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Figure 3.3 – Principe de l’optimisation par algorithme génétique

Il s’agit de la recherche des cinq paramètres Kp, Ki, Kd, α et β dans la région de stabilité

et ceci en faisant le choix selon un critère d’optimisation J définie par :

J =



ISE =
∫ +∞

0
e2(t)dt

IAE =
∫ +∞

0
|e(t)|dt

ITSE = t
∫ +∞

0
e2(t)dt

ITAE = t
∫ +∞

0
|e(t)|dt

(3.23)

3.5 Application : Synchronisation des systèmes chaotiques

3.5.1 Introduction

L’origine du terme "synchronisation" est une racine grecque ("συγ" (syn) qui signifie «

avec », et "χρoυoς" (chronos) qui signifie « temps ») est un phénomène qui caractérise deux

systèmes se comportant de la même façon en même temps. De nos jours, plusieurs chercheurs

de la synchronisation se sont intéressés aux systèmes chaotiques. La synchronisation de ces

derniers est une manière d’expliquer la sensible dépendance aux conditions initiales.

La synchronisation des systèmes chaotiques a été généralisée par la découverte de plu-

sieurs types tels que la synchronisation complète ou identique (CS : Complete or Identical
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Synchronization) [61, 62], synchronisation en phase (PS : Phase Synchronization) [63, 64, 62]

et en décalage (LS : Lag Synchronization) [65], la synchronisation généralisée (GS : Generali-

zed Synchronization) [66], la synchronisation de latence intermittente (SLI : Intermittent Lag

Synchronization) [67], la synchronisation de phase imparfaite (IPS : Imperfect Phase Syn-

chronization) [68], Quasi synchronisation (QS : Quasi Synchronization) [69], mais tous ces

types sont englobés sous deux modes de synchronisation. Le premier mode repose sur un cou-

plage mutuel entre de deux ou plusieurs systèmes chaotiques. Le second est appelé couplage

unidirectionnel : Son principe est de choisir un système engendreur de chaos appelé "émet-

teur". Celui-ci est représenté par des équations récurrentes et caractérisé par ses variables

d’état composant le vecteur d’état. Quelque composantes de ce vecteur sont transférées à un

second système nommé "récepteur".

Dans ce chapitre nous proposons une stratégie de conception de contrôleur fractionnaire

PIαDβ basée sur les modèles flous T-S et les algorithme génétiques pour la commande et la

synchronisation de deux systèmes chaotiques.

3.5.2 Définition

Le chaos est un phénomène qui se produit copieusement dans les systèmes dynamiques

non linéaires, ou simplement linéaires par morceaux, peuvent faire preuve de comportements

complexes imprévisibles, qui peuvent même présenter hasardé.

Le comportement chaotique est à la base de nombreux systèmes naturels (les systèmes

météorologiques, le virus ou bactérie, le rythme cardiaque . . . ). Ce comportement peut être

étudié par une branche des mathématiques s’appelle la théorie du chaos. Cette branche

permet de décrit qualitativement les comportements de ces systèmes. Pour être chaotique,

le système doit être au minimum d’ordre 3 (3 états).
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3.5.3 Caractérisation du Chaos

Le système chaotique est un système déterministe présente plusieurs caractéristiques

parmi lesquelles on peut citer les deux principales montrés dans la figure 3.4

Figure 3.4 – Principales caractéristiques d’un système chaotique

Les représentations des trajectoires des systèmes chaotiques dans un espace de phases

sont généralement attirées par un attracteur étrange. Ce dernier est caractérisé par :

A) Un volume nul ;

B) Une séparation exponentiellement rapide de trajectoires initialement proches ;

C) Une dimension souvent fractionnaire (non entière) caractérisant le concept de système

chaotique fractionnaire.

Un exemple d’un attracteur étrange est monté dans la figure 3.5

Figure 3.5 – Représentation visuelle d’un attracteur étrange
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Le spectre de puissance de la transformée de Fourier de l’évolution temporelle d’une

des variables du système constitue encore un moyen facile pour caractériser le chaos.

En pratique, la vérification de quelques propriétés d’un système dynamique suffit pour

pouvoir le considérer comme chaotique :

- Vérification de la sensibilité aux conditions initiales.

- Trace des trajectoires des états et leur spectre de puissance.

- Trace des différents attracteurs.

- Trace du diagramme de bifurcation.

3.5.4 Domaines d’application du chaos

- Engineering : Stabilisation des circuits, contrôle de vibration, réactions chimiques ...

- Ordinateurs : Commutation des paquets dans des réseaux informatiques, Cryptage et

contrôle du chaos dans les systèmes robotiques...

-Communications : Conception et management des réseaux d’ordinateurs, compression

et stockage d’image....

- Médecine et biologie : Cardiologie et analyse du rythme du cœur (EEG)...

- Management et finance : Prévisions économiques et analyse financière....[70]

3.5.5 Système Chaotique de Lorenz

L’oscillateur de Lorenz, introduit en 1963 par E. Lorenz, est une modélisation simplifiée

de phénomènes météorologiques basée sur la mécanique des fluides [71]. Ce modèle est un

système dynamique non linéaire du troisième ordre définie comme suit :

dx1

dt
= a(x2 − x1)

dx2

dt
= cx1 − x2 + x1x3

dx3

dt
= x1x2 − bx3

(3.24)
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Où a, b et c : Nombres constantes.

Le modèle non linéaire du système chaotique de Lorenz peut être écrit sous la forme

suivante :

ẋ(t) = Ax(t) +B (3.25)

Avec :

x(t) =


x1

x2

x3

 , A =


−a a 0

c −1 x1

0 −x1 −b

 , B =


0

0

0

 (3.26)

L’attracteur de Lorenz est illustré à la figure (3.6), les paramètres étant fixés aux valeurs

suivantes : a = 10, b = 8/3 et c = 26, les conditions initiales sont x0 = (2,−2, 17).

Figure 3.6 – Attracteur de Lorenz

3.5.6 Modèle floue du système de Lorenz

Le système non linéaire de Lorenz peut être représenté par une approche floue de type

Takagie-Sugeno, en utilisant un certain nombre de règles floues Si-Alors

Nous avons choisi la variable de prémisse suivante :

s(t) = s1(t) = x1(t) (3.27)
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En supposant que la variable de prémisse est bornée comme suit :

− q ≤ x1(t) ≤ q (3.28)

Donc, les règles Si-Alors suivantes peuvent être considérées :

Règle flou 1 : Si s1(t) est F 1
1 Alors ẋ(t) = A1x(t) +B1

Règle flou 2 : Si s1(t) est F 2
1 Alors ẋ(t) = A2x(t) +B2

Avec :

A1 =


−a a 0

c −1 −q

0 q −b

 , A2 =


−a a 0

c −1 q

0 −q −b

B1 = B2 =


0

0

0

 (3.29)

Le modèle flou complet du système peut être exprimé par l’équation suivante :

ẋ(t) =
2∑
i=1

hi(s(t))(Aix(t) +Bi) (3.30)

Où

F 1
1 =

1

2
(1− x1(t)

q
), F 2

1 =
1

2
(1 +

x1(t)

q
) (3.31)

Pour faire valider l’étude qu’on a faite, nous avons simulé le modèle flou T-S du système

chaotique de Lorenz par l’outil simulink, et nous avons relevé les comportements des variables

d’état.
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Figure 3.7 – Trajectoire d’état x1(t)

Figure 3.8 – Trajectoire d’état x2(t)

Figure 3.9 – Trajectoire d’état x3(t)
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3.5.7 Synthèse de la loi de commande

Considérons le système maître et le système esclave respectivement sous la forme du

modèle flou T-S comme suit :

ẋ(t) =
2∑
i=1

hi(s(t))(Aix(t) +Bi) (3.32)

ẏ(t) =
2∑
i=1

hi(s(t))(Aiy(t) +Bi + u(t)) (3.33)

L’objectif est de concevoir un régulateur PIαDβ fractionnaire capable de conduire l’état

du système esclave y(t) à suivre l’état du système maitre x(t) et la synchronisation entre les

deux systèmes.

Soit e(t) = y(t) − x(t) défini comme l’erreur de synchronisation. La dérivée de e(t) est

donnée par :

ė(t) = ẏ(t)− ẋ(t) (3.34)

ė(t) =
2∑
i=1

hi(s(t))(Aie(t) + u(t)) (3.35)

Où u(t) est la loi de commande du régulateur PIαDβ fractionnaire et donnée comme

suit :

u(t) = Kp(e(t) +
1

Ti
D−α(e(t)) + TdD

β(e(t))) (3.36)

En utilisant la transformée de Laplace, la loi de commande (3.36) peut être réécrit comme

suit :

U(S) = (Kp +
Ki

Sα
+KdS

β)E(S) (3.37)

3.5.7.1 Résultats de simulation

Dans cette section, des test de simulation ont été effectués sur un système chaotique de

Lorenz pour faire vérifier l’efficacité de la méthode proposée. Pour stabiliser le système de

Lorenz avec les conditions initiales (2,−2, 17), nous utilisons une entrée comme perturbation

à t = 0.5s :
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Figure 3.10 – Trajectoire d’état x1(t)

Figure 3.11 – Trajectoire d’état x2(t)

Figure 3.12 – Trajectoire d’état x3(t)
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Les figures (3.10), (3.11) et (3.12) montrent que le système de Lorenz a bien été stabilisé

du fait que toutes les trajectoires convergent vers zéro.

Les résultats de simulation de synchronisation du système chaotique de Lorenz sont

montré sur les figures (3.13), (3.14) et (3.15) qui représente respectivement l’évolution de

x1(t) et y1(t) , l’évolution de x2(t) et y2(t) et l’évolution de x3(t) et y3(t).

Figure 3.13 – Trajectoire des états x1(t) et y1(t)

Figure 3.14 – Trajectoire des états x2(t) et y2(t)
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Figure 3.15 – Trajectoire des états x3(t) et y3(t)

Les figures (3.13), (3.14) et (3.15) montre que les états du système esclave y(t) =

[y1 y2 y3]T suivent les trajectoires du système maitre x(t) = [x1 x2 x3]T .

3.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étudié le problème de la commande d’ordre fractionnaire

d’une classe des systèmes non linéaires représentée par les modèles flous T-S. Premièrement,

nous avons montré les différentes techniques permettant l’obtention des modèles flous T-S,

notamment l’approche de secteurs non linéaire la plus utilisée dans la littérature. Ensuite,

nous avons également présenté la structure du régulateur PID fractionnaire ainsi que les

algorithmes génétiques pour la détermination optimale de ses paramètres. Enfin, nous avons

montré l’efficacité du régulateur PIαDβ à travers une application à la synchronisation des

systèmes chaotiques.
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Chapitre 4

Commande floue à modèle de référence
d’ordre fractionnaire

4.1 Introduction

La commande des systèmes non linéaires est l’un des domaines plus important en au-

tomatique qui peut être vu sous différentes formes tels que la stabilisation, le problème de

suivi de chemin (cas des robots mobiles) et les problèmes de suivi de trajectoires.

Ce chapitre est consacré à la poursuite d’une trajectoire produite par un modèle de

référence. Dans un premier temps, nous présentons les différents types de modèles de référence

pour les systèmes T-S. Dans un deuxième temps, nous traitons de la synthèse de commande

floue en poursuite de trajectoire d’un modèle de référence d’ordre fractionnaire. L’objectif de

l’utilisation du calcul fractionnaire ici est d’avoir un modèle de référence plus robuste pour

assurer une meilleure poursuite de trajectoires. Dans la dernière partie de ce chapitre, nous

présentons le résultat nécessaire de ce chapitre est de prouver l’efficacité de cette approche

à la commande d’un système éolienne.
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4.2 Problème de suivi de trajectoire

Considérons un système non linéaire représenté par la forme suivant :
ẋ(t) = f(x(t)) + g(x(t))u(t)

y(t) = Ψ(x(t))

(4.1)

Où x(t) ∈ Rn est le vecteur d’état, y(t) ∈ Rm est le vecteur de sortie mesurée,u(t) ∈ Rm est le

vecteur d’entrée, f(x), g(x), h(x) et φ(x) sont des fonctions non-linéaires avec des dimensions

appropriées.

Le système non linéaire (4.1) peut être exprimé par le modèle flou T-S sous la forme :

ẋ(t) =
r∑
i=1

hi(z(t))(Aix(t) +Biu(t)) (4.2)

Le problème de poursuite de trajectoire consiste à trouver une loi de commande permettant

au système flou (4.1) de suivi une trajectoire de référence désiré, afin de garantir les meilleures

performances.

4.2.1 Différents types des systèmes de référence

Il existe plusieurs types de modèle, à savoir les modèles linéaires (LRM : Linears Refe-

rences Models ) et non linéaires (NRM :Non-linears References Models [72].

4.2.1.1 Modèles de référence linéaires (LRM)

Le modèle de référence linéaire de type T-S est un modèle linéaire en représentation

d’état qui permet d’assurer un meilleur suivi de trajectoire.

La forme la plus utilisée pour la représentation des systèmes de références linéaires est la

suivante [73, 74] : 
ẋr(t) = Arx(t) +Brur(t)

yr(t) = Crxr

(4.3)
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Avec :

xr(t) ∈ Rn : Vecteur d’état du modèle de référence.

yr(t) : Vecteur de sortie du modèle de référence,

ur(t) : Vecteur d’entrée de commande

Ar, Br et Cr :Représentent des matrices de dimensions appropriées

Le système (4.3) est dit un modèle linéaire autonome si la matrice Br nulle, c’est-à-dire

que le système peut être exprimé sous la forme :
ẋ(t) = Arxr(t)

y(t) = Crxr(t)

(4.4)

Ce modèle est très adoptés pour les systèmes linéaires est définie par les pôles de la

matrice Ar et les conditions initiales xr(0).

Remarque :Pour les représentations d’états (4.3) et (4.4), la matrice Ar n’est pas for-

cement stable, ce qui peut amener des problèmes de faisabilité à la condition des calculs

LMI.

4.2.1.2 Modèles de référence non linéaires (NRM)

Parmi les formes les plus utilisés pour la représentation des systèmes de références non

linéaire est la suivante [75] :

ẋr(t) =
r∑
i=1

hi(z(t))Mixr(t) (4.5)

Avec Zr(t) est la variable de prémisse,hi représentent les fonctions d’appartenance et r

est le nombre de règle,les matrices Mi ne sont pas tous forcements stables.

Dans la suite de ce chapitre nous choisissons le modèle de référence non linéaire d’une

dérivation d’ordre fractionnaire pour l’obtention de bonnes performances et pour une bonne

poursuite de trajectoires.
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4.2.1.3 Synthèse de loi de commande

La conception de la loi de commande consiste à déterminer u(t) garantissant la pour-

suite parfaite du modèle de référence désiré et de calculer l’erreur entre l’état de système à

commander et le modèle de référence désiré comme suit :

e(t) = x(t)− xd(t) (4.6)

Avec :

- e(t) : l’erreur de poursuite.

- x(t) : l’état de système à commander.

- xd(t) : le signal de référence

La loi de commande utilisée dans ces approches est donnée par la forme suivant :

u(t) = −
r∑
i=1

hi(z(t))Ki[x(t)− xd(t)] (4.7)

Où Ki(t) ∈ Rm×n sont les matrices de gain de retour d’état

Figure 4.1 – Schéma globale de la commande floue T-S
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4.3 Application : Commande floue T-S d’une turbine éo-

lienne utilisant une GSAP

4.3.1 Introduction

De nos jours, la contribution des sources d’énergie renouvelables à la production d’éner-

gie électrique a été considérablement augmentée. L’énergie éolienne est une source d’énergie

renouvelable et propre à croissance la plus rapide. Le système de conversion de l’énergie

éolienne (SCEE) à vitesse variable basé sur une génératrice synchrone à aimants permanents

(GSAP) est l’un des systèmes les plus prometteurs en raison de son production d’éner-

gie économique et de son structure simple [76, 77]. Cependant, les caractéristiques d’haute

non-linéarité du modèle dynamique de TE-GSAP génèrent d’énormes difficultés de contrôle

spécifiques. Plusieurs approches de commande pour les TE-GSAP ont été développées dans

la la littérature pour maximiser la capture d’énergie. Les algorithmes les plus importants

sont proportionnelle intégrale (PI) [78] et perturber et observer (P&O) method [79]. Ces

algorithmes sont largement utilisés en raison de leur simplicité, de leur mise en œuvre facile

et de leur faible coût. Toutefois, ils souffrent en même temps d’inconvénients sérieux tels que

l’oscillation au point de puissance maximale (PPM) et le suivi extrêmement lent de PPM lors

d’une variation rapide de la vitesse du vent. Afin de remédier à ces problèmes, de nombreuses

techniques de commande ont été proposées tels que la commande neuronale (NN)[80, 81], la

commande prédictive [82, 83], la commande par mode glissant (CMG) [84] et la commande

par logique floue (CLF)[85, 86, 87, 88]. Mais, les principaux problèmes de la plupart de ces

techniques de commande sont liés à la complexité, et à la difficulté de mise en œuvre, en

particulier pour CMG. Le problème de suivi de trajectoire est également un autre inconvé-

nient certain. De plus, la stratégie de commande floue basée sur le modèle T-S a été très

populaire méthode en raison de sa fiabilité et de son efficacité. La principale prospérité de la

technique floue T-S est qu’elle contribue à une idée simple de construction de régulateur car

il est construit systématiquement basé sur la compensation parallèle distribuée (PDC) avec

la méthode d’inégalité matricielle linéaire (LMI). La commande floue T-S a pour objectif de
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garantir le suivi optimal entre la production de système non linéaire de SCEE et la référence.

Dans [89], un régulateur flou Takagi-Sugeno de courant est utilisé pour améliorer la capacité

de génération de GSAP.Dans [90], un régulateur de suivi flou T-S pour maximiser la capture

d’énergie du vent, la vitesse optimale et les courants statorique ont été calculés à l’aide d’un

modèle de référence optimal T-S pour capturer l’énergie éolienne maximale sur une large

gamme de conditions atmosphériques.

Récemment, l’utilisation des régulateurs d’ordre fractionnaire a été augmentée en raison

de leurs performances de conmmande améliorées par rapport aux régulateurs conventionnels

d’ordre entire [91, 4, 92, 93, 94]. L’objectif de l’application du calcul fractionnaire dans la

théorie de commande est de développer un modèle de système qui peut accepter les carac-

téristiques mathématiques provoquées par l’opérateur différentiel et integral [95]. Dans [96],

un régulateur PID d’ordre fractionnaire (FOPID) a été proposé pour produire un couple

approprié sur la partie mécanique d’une seule machine a un bus infini (SMIB), où les para-

mètres de FOPID sont optimisés par un algorithme bat. Pour régler la vitesse d’une MSAP,

un régulateur PID d’ordre fractionnaire a été combiné avec le controle à base de la logique

floue [97] . Dans [77], la Commande non-linéaire d’ordre fractionnaire par mode glissant

(FoNSMC) a été proposée pour extraire la puissance maximale du vent.

Dans cette section, un nouveau contrôleur flou d’un système éolienne basée sur les modèles

flous de T-S est développé pour optimiser la production d’une éolienne. La stratégie de la

commande floue est résumée comme suit : prémièrement, nous recherchons un modèle flou

T-S du système non linéaire TE-GSAP. Puis, le modèle de référence d’ordre fractionnaire

desiré (MRDF) est développé à l’aide du modèle T-S de système TE-GSAP obtenu. Enfin,

un contrôleur de poursuite non linéaire est développé à l’aide du MRDF et du contrôleur flou

T-S. Des tests de simulation sont éffectuées afin de vérifier l’éfficacité de l’approche proposée.

4.3.2 Modélisation du système étudie

Le système éolien a pour but de convertir d’une partie de l’énergie cinétique du vent en

énergie mécanique disponible sur un arbre de transmission puis en énergie électrique par
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l’intermédiaire d’une génératrice. La zone qui sera étudiée comprend d’une turbine éolienne,

génératrice et convertisseur d’électronique de puissance, comme montré sur la figure ci-

dessous.

Figure 4.2 – Système éolien

4.3.2.1 Modèle dynamique du système TE-GSAP

La turbine considérée est à axe horizontale comprenant des pales orientables possédant

des coefficients propres d’inertie, d’élasticité et de frottement par rapport à l’air et par

rapport au support de la turbine, Elles sont fixées sur un arbre d’entrainement tournant à

une vitesse ωturbine avec sa propre inertie et sa propre élasticité. Elle ne comporte pas de

multiplicateur de vitesse.

Figure 4.3 – Schéma simplifié de la turbine éolienne

La puissance mécanique récupérée par une turbine éolienne peut s’écrire sous la forme

[78, 77] :
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Pm =
1

2
CP (λ)ρπRtV

3
V (4.8)

Avec :

- ρ : la densité de l’air.

- Rt : le Rayon de la turbine.

-Vv : Vitesse du vent.

- Cp(λ, β) : Coefficient de puissance de l’éolienne.

- β : Angle de calage des pales.

- λ : Vitesse spécifique de la turbine (TSR : tip speed ratio), On peut également définir la

vitesse spécifique de la turbine par l’expression suivante :

λ =
Rtωm
VV

(4.9)

Où

ωm : La vitesse de rotation

La figure 4.4 montre la variation de la puissance mécanique extraite en fonction de la

vitesse de rotation pour une valeur constante du vent.

Figure 4.4 – Caractéristiques de la puissance éolienne en fonction de la vitesse de rotation
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La turbine étudiée est caractérisée par le coefficient de puissance Cp suivant :

Cp = −0.2121λ3 + 0.0856λ2 + 0.2539λ (4.10)

Figure 4.5 – Coefficient de puissance

On en déduit aisément l’expression du couple éolien à partir de l’équation (2.8)

Tm =
Pm
ωm

=
1

2

ρπR5
t

λ3
Cp(λ)ω2

m (4.11)

4.3.2.2 Modélisation de la génératrice synchrone à aimants permanents (GSAP)

La machine considérée comporte un stator et un rotor de constitution symétrique avec

paires de pôles. Les bobines constituant les enroulements statoriques sont décalées de 120

degrés et connectés en étoile et le rotor à pôles lisses.

La figure 4.6 illustre la structure générale d’un moteur synchrone à aimants permanents
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Figure 4.6 – Structure d’un moteur synchrone à aimants permanents

Le modèle de la GSAP peut être obtenu sous les hypothèses simplificatrices suivantes

[98, 99, 100] :

-L’entrefer est supposé d’épaisseur uniforme et l’effet d’encoches n’est pas prise en compte.

-La distribution des forces magnétomotrices (FMM) est sinusoïdale.

- La saturation magnétique, l’hystérésis et l’effet de peau sont négligeables.

-Les résistances des enroulements sont constantes et les courants de Foucault négligeable.

[udq] = [Rs][idq] + Ldq
d

dt
[idq]− ωr[ϕdq] (4.12)

Cette notation est l’écriture condensée de : ud

uq

 = [Rs]

 id

iq

+

 Ld

Lq

 d

dt

 id

iq

− ωr
 ϕq

ϕd

 (4.13)

Où :

- [ud uq]
T :Vecteur tension statorique d’axes d et q.

- [id iq]
T : Vecteur courants statorique d’axes d et q.

-[Ld Lq]
T : Vecteur inductances statorique d’axes d et q .

- [ϕd ϕq]
T : Vecteur des flux traversant les bobines statoriques.

- Rs : Résistance d’une phase statoriques.
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- ωr :Vitesse électrique de rotation du rotor tel que ωr = pΩm (Ωm :Vitesse mécanique).

Les flux ϕdq, sont exprimés par : 
ϕd = Ldid + ψf

ϕq = Lqiq

(4.14)

Avec :

ψf : Flux induit par les aimants.

La substitution de (4.14) dans (4.12) donne :


vd = Rsid + Ld

did
dt
− pΩmLqiq

vq = Rsiq + Lq
diq
dt

+ pΩmLdid + pΩmψf

(4.15)

L’expression du couple électromagnétique peut être donné par :

Cem =
3

2
p(ϕdiq − ϕqid) =

3

2
p[(Ld − Lq)idiq + ψf iq] (4.16)

En utilisant les modèles mathématiques de deux parties, le modèle dynamique de la tur-

bine éolienne et le système d’équation de la GSAP, le comportement dynamique de système

global peut être écrit sous la forme :


ẋ(t) = f(x(t)) +Bu(t) +MCm(t)

y(t) = Cx(t)

(4.17)

Tels que :

x(t) =


ωm

iq

id

 , f =


−f
J

3Pψf
2J

0

−Pψf
Lq

−RS
Lq

−Pωm

0 Pωm
−R
Ld

 , B =


0 0

1
Lq

0

0 1
Ld

 , u(t) =

 uq

ud

 (4.18)

M =


− 1
J

0

0

 , C =


1 0 0

0 1 0

0 0 1

 (4.19)
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4.3.3 Commande floue de système Turbine-GSAP

La structure générale de la commande floue d’une turbine éolienne à base d’une GSAP

est détaillée à la figure 4.7. L’objectif est de construire un contrôleur flou de type T-S qui

permet de maximiser la capture de l’énergie du vent et d’améliorer les performances du

système. Le rôle du contrôleur est donc de garantir que les états du système TE-GSAP

[ωm iq id]
T suivant une trajectoire désirée d’ordre fractionnaire [ωmd iqd idd]

T dans des

conditions climatique changeants.

Figure 4.7 – Schéma complet de commande floue T-S d’une turbine éolienne utilsant une
GSAP

4.3.3.1 Modèle flou T-S de système TE-GSAP

En écriture matricielle, le modèle dynamique de système TE-GSAP s’écrit sous la forme

suivante :
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ẋ(t) = A(ωm(t))x(t) +Bu(t) +MCm(t)

y(t) = Cx(t)

(4.20)


d
dt
ωm

d
dt
iq

d
dt
id

 =


−f
J

3Pψf
2J

0

−Pψf
Lq

−RS
Lq

−Pωm

0 Pωm
−R
Ld




ωm

iq

id

+


0 0

1
Lq

0

0 1
Ld


 uq

ud

+


− 1
J

0

0

 (4.21)

Avec :

C =


1 0 0

0 1 0

0 0 1

 (4.22)

A partir de l’équation 4.20, nous remarquons que la matriceB et la matrice C sont constantes.

Alors que la matrice d’états A est en fonction de la vitesse de rotation ωm. En supposant

que la variable ωm est bornée telle que : ωm ∈ [−q q].

Donc, le modèle non linéaire de système 4.20 peut être représenté par deux regèles T–S

floues suivant :

Si Ri inS1 est F i
1 . . . Sp est F i

P , alors :


ẋ(t) = Aix(t) +Biu(t) +MiCm(t)

y(t) = Cix(t)

(4.23)

Où Ri(i = 1, 2, . . . , r) représente la ieme règle floue et r est le nombre de règle. F i
J(j =

1, 2, . . . , P ) est l’ensembles flous, S1(t) est la première variable de prémisse et SP (t) est la

dernière variable de prémisse, x(t) ∈ Rn est le vecteur d’état et u(t) ∈ Rn est le vecteur de

commande.

Avec S(t) = ωm(t) , F 1
1 et F 2

1 sont les fonctions d’appartenance :

F 1
1 =

1

2
(1− ωm(t)

q
), F 2

1 =
1

2
(1 +

ωm(t)

q
) (4.24)
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Les sous-matrices sont données par :

A1 =


−f
J

3Pψf
2J

0

−Pψf
Lq

−RS
Lq

Pq

0 −Pq −RS
Ld

 (4.25)

,

A2 =


−f
J

3Pψf
2J

0

−Pψf
Lq

−RS
Lq

−Pq

0 Pq −RS
Ld

 (4.26)

B1 = B2 = B,M1 = M2 = M,C1 = C2 = C (4.27)

En utilisant le produit d’inférence, un fuzzificateur de type singleton et un un défuzzificateur

de type centre de gravité, la sortie globale du système peut être exprimée sous la forme :

ẋ(t) =
r∑
i=1

hi(s(t))(Aix(t) +Biu(t) +MiCm(t)) (4.28)

Où

hi(s(t)) =
λi(s(t))∑r
i=1 λi(s(t))

(4.29)

Avec λi(s(t)) =
∏P

j=1 F
i
j=1(sj(t)) i = 1, 2, . . . , r

∀t > 0 :
r∑
i=1

hi(s(t)) = 1 (4.30)

hi(s(t)) représente Si-Alors règle de poids normalisé.

4.3.3.2 Synthèse du contrôleur flou T-S

L’objectif est de construire un contrôleur flou T-S capable de piloter l’état de système

GSAP -TE à suivre un modèle de référence d’ordre fractionnaire. L’erreur de poursuite entre

le système TE-GSAP et le modèle de référence d’ordre fractionnaire est définie par :

e(t) = x(t)− xd(t) (4.31)
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La dérivée fractionnaire de e(t) est donnée par :

Dα
t e(t) = Dα

t x(t)−Dα
t xd(t) (4.32)

Sachant que l’état actuelle de système est connue, ce qui nous amène à remplace sa déri-

vée fractionnaire par sa dérivée d’ordre entier. Par conséquent, le comportement dynamique

fractionnaire dans le signal d’erreur dépendra uniquement de comportement dynamique frac-

tionnaire de modèle de référence désiré. La dérivée fractionnaire de e(t) sera approximée

comme suit :

Dα
t e(t) ≈ ẋ(t)−Dα

t xd(t) (4.33)

En remplaçant l’équation 4.28 dans Dα
t e(t), l’équation 4.33 devient :

Dα
t e(t) ≈

r∑
i=1

hi(s(t))(Aix(t) +Biu(t) +MiCm(t) + Aixd)−Dα
t xd(t) (4.34)

Pour plus de simplicité, l’équation (4.34) sera reformulée comme suit :

r∑
i=1

hi(s(t))Biτ(t) =
r∑
i=1

hi(s(t))(Biu(t) +MiCm(t) + Aixd)−Dα
t xd(t)) (4.35)

Où τ(t) est la loi de commande floue sont conçue via la stratégie PDC comme suit :

Contrôleur Ri :Si s(t) est F J
1 Alors τ(t) = −Kie(t), i = 1, 2, . . . , r

τ(t) = −Kie(t) (4.36)

Avec Ki est le gain du contrôleur. La sortie de contrôleur flou est donnée par la sommation

suivante :

τ(t) = −
r∑
i=1

hi(s(t))Kie(t) (4.37)

En remplaçant l’équation 4.34 dans 4.33, l’erreur de poursuite devient :

Dαe(t) ≈
r∑
i=1

hi(s(t))(Aie(t) +Biτ(t)) (4.38)
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En utilisant l’équation 4.36, l’erreur de poursuite 4.37 peut être réécrit comme suit :

Dαe(t) ≈
r∑
i=1

r∑
j=1

hi(s(t))(Ai −BiKj)e(t) (4.39)

4.3.3.3 Synthèse de stabilité

L’objectif est de proposer un contrôleur flou T-S (4.36) pour un système flou d’ordre

fractionnaire (4.28) capable de conduire les états du système GSAP -TE à suivre les variables

du modèle de référence d’ordre fractionnaire. Afin de déterminer les gains de contrôleur

(4.36), les théorèmes suivantes sont considérés [101] :

Théorème 1 :Le système flou d’ordre fractionnaire (4.28) est globalement asymptoti-

quement stable s’il existe une matrice symétrique réelle définie positive P , et une matrice

semi définie positive Q vérifiant les conditions suivantes :

ATP + PA = −Q (4.40)

Théorème 2 :Le système flou d’ordre fractionnaire (4.28) est globalement asymptoti-

quement stable s’il existe une matrice symétrique réelle définie positive P se rencontrent telle

que J = xTP (d
αx
dtα

) ≤ 0 :

La fonction J = xTP (d
αx
dtα

) ≤ 0 est l’equivalent de :

J0 = xTP
dαx

dtα
+ (

dαx

dtα
)TPx ≤ 0 (4.41)

Théorème 3 :Le système flou d’ordre fractionnaire (4.28) est globalement asymptotiquement

stable s’il existe P ,Qij (Avec Qii = QT
ii et Qji = QT

ji pour i 6= j ), une matrice diagonale E

et des matrices K1, K2 telles que :

GT
iiP + PGii +Qii + EPE ≤ 0, i = 1, . . . , r (4.42)
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(
Gij +Gji

2
)TP + P (

Gij +Gji

2
) +Qij ≤ 0, i ≤ j ≤ r (4.43)

Avec :

Q =


Q11 · · · Q1r

... . . . ...

Qr1 · · · Qrr

 , (4.44)

Preuve : Basé sur le théorème 2, En choisissant l’équivalent de la fonction pour le système

(4.28) comme suit

J0 = eTP
dαe

dtα
+ (

dαe

dtα
)TPe (4.45)

J0 =
2∑
i=1

2∑
j=1

hi(s(t))hj(s(t))
{

(Ai −BiKj)
T eTPe +eTP (Ai −BiKj) e

}
(4.46)

J0 =
2∑
i=1

2∑
j=1

hihje
T
[
(Ai −BiKj)

T P + P (Ai −BiKj)] e (4.47)

=
2∑
i=1

h2
i e
T
[
(Ai −BiKi)

T P + P (Ai −BiKi)
]
e+

2∑
i<j

hihje
T
[
(Ai −BiKj)

T P + P (Ai −BiKj)
]
e

+
2∑
i>j

hihje
T
[
(Aj −BjKi)

T P + P (Aj −BjKi)
]
e

(4.48)

Étant donné que
2∑
i=1

h2
i + 2

2∑
i<j

hihj = 1 +
2∑
i<j

hihje
T
[
(Ai −BiKj)

T P + P (Ai −BiKj)
]

+

2∑
i>j

hihje
T
[
(Aj −BjKi)

T P + P (Aj −BjKi)
] (4.49)

=
2∑
i<j

hihje
T
{

[(Ai −BiKj) + (Aj −BjKi)]
T P +P [(Ai −BiKj) + (Aj −BjKi)]} e

= 2
2∑
i<j

hihje
T

{[
(Ai −BiKj) + (Aj −BjKi)

2

]T
P +P

[
(Ai −BiKj) + (Aj −BjKi)

2

]}
e

(4.50)
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En posant Gii = Ai−BiKi, Gij = Ai−BiKj et Gji = Aj−BjKi, (4.47) peut s’écrire comme

suit :

J0 =
2∑
i=1

h2
i e
T
(
GT
iiP + PGii

)
e+ 2

2∑
i<j

hihje
T

((
Gij +Gji

2

)T
P + P

(
Gij +Gji

2

))
e

(4.51)

D’après l’inégalité (4.42), on obtient

J0 ≤ −
2∑
i=1

h2
i e
T (Qii + EPE) e− 2

2∑
i<j

hihje
TQije (4.52)

Par conséquent, lorsque l’inégalité (4.42) est vérifiée, on obtient

J0 = eTP
dαe

dtα
+

(
dαe

dtα

)T
Pe (4.53)

4.3.3.4 Modèle de référence d’ordre fractionnaire et contrôleur non linéaire

Le MRDF et la loi de commande u(t) peuvent être obtenues en utilisant l’équation (4.34)

qui est réecrite comme suit :
r∑
i=1

hi(s)Biτ =
r∑
i=1

hi(s) (Biu+MiTm + Aixd)−Dα
t xd(t) (4.54)

En notant que :

A(ωm) =
r∑
i=1

hiAi, B =
r∑
i=1

hiBi, M =
r∑
i=1

hiMi (4.55)

Alors l’équation (4.53) peut être réécrite comme suit :

B(u(t)− τ(t)) = −A (ωm)xd −MTm(t) +Dα
t xd(t) (4.56)

0 0

1
L

0

0 1
L

 (u− τ) = −


− f
J

3Pψf
2J

0

−pψ
L
−Rs

L
−pωm

0 pωm −Rs
L




ωmd

iqd

idd

−

− 1
J

0

0

Tm +


Dα
t ωmd

Dα
t iqd

Dα
t idd


(4.57)

75



A partir de l’équation (4.56), on obtient le suivi de la vitesse comme suit :

Dα
t ωmd = −f

J
ωmd −

1

J
Tm +

3Pψf
2J

iqd (4.58)

Le suivi de courant désiré peut être donnée par :

iqd =
2J

3pΨf

(
Dα
t ωmd +

f

J
ωmd +

1

J
Tm

)
(4.59)

idd = 0

Pour suivre le modèle de référence d’ordre fractionnaire désiré, nous utilisons la loi de

commande non linéaire suivante :


uq = pΨωmd +Rsiqd + LDα

t iqd + τq

ud = −pLωmdiqd + τd

(4.60)

4.3.3.5 Résultats de simulation

Afin d’illustrer la conception du contrôleur flou d’ordre fractionnaire, les résultats de la

simulation sont réalisés à l’aide du package MATLAB-Simulink avec les paramètres spécifiés

donnés dans le Tableau suivant :

Table 4.1 – paramèters du système étudie

Paramètre Valeur numérique

Rayon de la turbine Rt 0.5 m

Masse volumique de l’air ρ 1.225 Kg.m−3

Inertie Jt 16 N.m

Puissance nominale Pn 600 W

Resistance statorique Rs 1.137 Ω

Inductance direct Lsd 0.0027 H

Inductance transversale Lsq 0.0027 H

Frottement visqueux f 0.06 N.m.s.rad−1

Nombre de paires de pôles p 17

Flux statorique Ψf 0.15 Wb

Inertie Jm 0.1 N.m
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La variation de la vitesse du vent pendant une durée de 120 secondes est illustrée à la

Figure 4.8.

Figure 4.8 – Profil du vent

Les réponses de la vitesse spécifique et du coefficient de puissance sont représentées sur

les figures 4.9 et 4.10, respectivement. Nous pouvons constater que le coefficient de puissance

et la vitesse spécifique suivent leurs valeur de consigne (Cpmax = 0.15, λ = 0.78)

Figure 4.9 – Vitesse spécifique
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Figure 4.10 – Coefficient de puissance

La réponse de la variation du vitesse de rotation est illustrée à la figure 4.11, tandis

que les résponses des courants statoriques sont illustrées sur la figure 4.12 et la figure 4.13,

respectivement. Nous pouvons constater que les trois états (vitesse, le courant iq et le courant

id ) suivent les trajectoires désirées.

Figure 4.11 – Vitesse de rotation
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Figure 4.12 – Allure des courants iq et iqd

Figure 4.13 – Allure des courants id et idd

Les réponses des tensions de commande sont illustrées sur la figure 4.14 ; il est clair que

les tensions de l’axe d-q sont dans les plages typiques.
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Figure 4.14 – Allure des tensions uq et ud

D’après la Figure 4.14, il est clair que les tensions de commande souhaitées peuvent

être obtenues par le contrôleur proposé. Pour confirmer ce résultat précédent, une etude

comparative avec deux contrôleurs d’ordre entier TS-FLC et le contrôleur conventionnel PI

est présentée sur les figures 4.15, 4.16, 4.17 et le tableau 4.2. L’ensemble des paramètres de

PI a été obtenus par la méthode de compensation des pôles : KP = 863.94, Ki = 3.5776.

Figure 4.15 – Coefficient de puissance
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Figure 4.16 – Vitesse de rotation

Table 4.2 – Comparaison des performances de différents types de contrôleur

Type de Contrôleur

Vitesse de rotation

Temps de montée Temps de réponse Dépassement

(ms) (ms) (%)

PI α = 1.0 4.7 38.9 0

TS-FLC α = 1.0 4.7 38.9 0

TS-FOFLC

α = 0.1 4.7 37.9 0

α = 0.2 4.7 36 0

α = 0.3 4.6 32.6 0

α = 0.4 4.5 24.4 0

α = 0.5 4.4 13.2 0

α = 0.6 4.3 11.8 0

α = 0.69 4.2 10.6 0

α = 0.7 4.2 10.4 0.0707

α = 0.8 3.9 5.8 1.7738

α = 0.9 3.6 18 5.8315

α = 0.99 3.2 21 11.5001

La figure 4.17 montre la variation des temps de montée, temps de réponse et dépasse-

ment en fonction de l’ordre fractionnaire α. Nous pouvons voir clairement dans cette figure
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que l’intervalle des meilleures performances se situe entre α ∈ [0.1 0.69], où les meilleures

performances sont obtenues par α = 0.69.

Figure 4.17 – Variation des performances de contrôleur proposé

4.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étudié le problème de la commande d’une classe des systèmes

non linéaires décrits par les modèles flous T-S. La méthode de commande floue développée

dans ce chapitre est capable de conduire le système à suivre un modèle de référence désiré. Le

modèle de référence désiré est conçu selon le système non linéaire TE-GSAP représenté par

l’approche floue T-S. Les conditions de stabilité du système flou qui sont données sous forme

de LMIs. Les résultats de simulation obtenus ont montré l’efficacité de contrôleur proposé par

rapport à ceux obtenus en utilisant les deux technique TS – FLC et le contrôleur traditionnel

PI.
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Conclusion générale

Les travaux de recherche présentés dans le cadre de cette thèse ont eu pour objectif de

développer des méthodes pour la conception et la synthèse des contrôleurs d’ordre non entier.

Pour cela, on a présenté brièvement l’état de l’art sur les systèmes d’ordre fractionnaire.

Nous avons donné les différentes définitions des opérateurs d’ordre non entier, leurs proprié-

tés ainsi que leurs interprétations géométrique et physique. Les techniques d’identification

et de commande d’ordre fractionnaire les plus utilisées dans la littérature sont également

présentées.

Dans le deuxième chapitre, la méthode de synthèse des contrôleurs d’ordres fractionnaire

sous contraintes à été présentée. La robustesse étant assurée par le critère de phase plat. Les

résultats de simulation ont montré l’efficacité et les performances de la méthode proposée.

Dans le troisième chapitre, nous avons développé une stratégie de commande basée sur

les modèles flous de T-S pour traiter la stabilisation et la synchronisation des systèmes

chaotiques. L’utilisation des modèles T-S est pour la modélisation floue du système chaotique

de Lorenz à partir de son système d’équations non-linéaire. Nous avons également présenté

la structure du contrôleur fractionnaire PIαDβ. puis on a applique ce contrôleur sur la

synchronisation des systèmes chaotiques, afin d’optimiser les paramètre de ce dernier par un

algorithme génétique. Les résultats de simulation ont montré que les systèmes chaotiques

peut être synchronisé efficacement par l’approche proposée.

Dans le quatrième chapitre, nous avons élaboré une commande floue à modèle de réfé-

rence d’ordre fractionnaire pour une classe de systèmes non-linéaire. L’idée de base de cette

stratégie par rapport à celles développées dans la littérature réside dans l’utilisation du mo-
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dèle de référence d’ordre fractionnaire pour assurer une meilleure poursuite de trajectoires.

Les résultats de simulation ont montré que cette commande est robuste par rapport à celle

du modèle de référence d’ordre entier.

L’ensemble de ces travaux peuvent être compléter par des perspectives pouvant être

envisagés, parmi les quels on peut citer :

- Le développement d’autres algorithmes pour la conception et la synthèse des contrôleurs

fractionnaire pour les systèmes MIMO.

- L’identification des systèmes à retards.

- L’implémentation des stratégies de commande développées dans cette thèse sur des

systèmes réels.
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