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Introduction

Ce cours de géométrie est destiné aux étudiants de deuxiéme année, licence de ma-
thématiques, a 'université du 08 mai 1945, & Guelma. Le polycopié est composé de de
quatre chapitres. Dans le premier chapitre, nous nous intéressons a 1’étude des courbes
dans R". Nous étudions plus particuliérement les courbes planes (n = 2) et les courbes
gauches (n = 3). Nous commengons par rappeler quelques définitions de caractérisation
d’une courbe, ainsi que les propriétés fondamentales de la courbe. Nous introduisons la
longueur d’une courbe, il est possible de paramétrer une courbe par sa longueur. Pour ex-
pliquer ce que représente cette paramétrisation par abscisse curviligne, ils sont introduits
par I'intermédiaire d’un repére mobile, le repére de Frenet, qui est bien adapté a ’étude
des courbes gauches. Nous donnons l'importance des concepts et mettons en évidence
la courbure et la torsion d’une courbe. Dans le second chapitre, nous nous intéressons
a 1'é¢tude des surfaces dans R®. Nous commencons par rappeler quelques définitions de
caractérisation d’une surface. Pour expliquer I'importance des concepts ( plan tangent
et droite normale, pour calculer I'intégrale d’une fonction continue sur une surface, I’aire
d’une surface, on utilise la premiére forme fondamentale de la surface qui permet de
calculer la longueur d’une courbe tracée sur la surface). Dans le troisiéme chapitre, nous
allons parler de la géométrie affine et expliquer I'importance des concepts. Dans le qua-
trieme chapitre, nous parlerons de la géométrie euclidienne, et expliquerons I'importance

des concepts.



Chapitre 1

Courbes paramétrées

1.1 Paramétrisation par abscisse curviligne

Dans cette section, nous allons paramétrer une courbe par sa longueur. Pour expliquer

ce que représente cette paramétrisation, on a les définitions suivantes :

Definition 1 Soit n € N*. On appelle courbe paramétrée de classe C* de R™ une appli-

cation de classe C*,

v:ICR—-R"

ot I est un intervalle ouvert de R.

L’ensemble C' = {v (t) € R", t € I} est appelé le support géométrique de
v:1—R"

- On dit que 7y est une courbe parmétrée réguliére de classe C* si, pour tout t € I et

pour tout m € {1,2,...,k}, ™ (t) #£ 0.



Figurel : Courbe paramétrée

Il est possible de reparamétrer une courbe. Pour cela, on rappelle la notion de difféo-

morphisme.

Definition 2 Soient U et V' deur domaines ouverts de R" . Une application f: U — V
est un C* difféomorphisme si :
- [ est une bijection de U dans V' .

- f et f71 sont toutes les deux de class C*.

Definition 3 Soit v I — R"™ une courbe paramétrée de class C* et un difféomorphisme
¢ J — I (avec J un intervalle ouvert de R). Alors v o ¢ : J — R"est une courbe
paramétrée qui a eractement le méme support géométrique que v. On dit alors que ¢ est

un changement de variable admissible et que v o ¢ est une reparamétrisation de .

Definition 4 On dit que la paramétrisation d’une courbe v : I — R"™ est normale si, ~y

est une courbe paramétrée de classe C* et ||y (t)|| = 1.

Definition 5 Une paramétrisationy : I — R™ d’une courbe géométrique est dite normale

(ou par abscisse curviligne) si pour tout [t1,ts] C I, la longueur de la courbe géométrique



entre les points 7y (t1) et v (to) est exactement [ty,ts] :

to
Lins) () = / I ()| du = t2 — t1.

t1

Definition 6 Soit v I — R" une courbe paramétrée de classe C' et to € I C R .
L’abscisse curviligne a partir du point de paramétre ty est la fonction Sy, : I — R

donnée par :

t
S, (t) = / 1Y (w)|| du  pour tout t € T
to

Géomeétriquement, Sy, (f) est la longueur de la courbe géométrique ~y entre les points
v (to) et v (t) . Le résultat suivant nous indique que toute courbe paramétrée réguliere de

classe C! peut étre reparamétrée par abscisse curviligne.

A
B 0
D .

"‘-\.
N

C

Approximation de la longueur d'une courbe
quatre points treize points
Figure2 : Approximation de la longueur d’une courbe



Théoréme 1.1.1 Soient v : I — R™ une courbe paramétrée réquliere de classe C* et
tg € I. Alors l'abscisse curviligne St_ol :J — I est un changement de variable admissible
et

%:705501 :J = R",

est une paramétrisation normale qui a le méme support géométrique que .

Preuve. Soient 7 : I — R" une courbe paramétrée réguliere de classe C* et ty € 1.

Alors I'abscisse curviligne a partir du point de paramétre tg, est

t
Sy, (1) = / I7 (w)|| du pour tout ¢ € T
to

On pose J = Sy, (1), comme

17" (w)|| > 0 car 7 est une courbe paramétrée réguliere de classe C*

Si, est une fonction strictement croissante

alors Sy, est une fonction inversible de classe C'' notée par St_ol.

On pose 7 =7 o St_ol :J — R" d’ou le résultat. m

Corollaire 1.1.1 Soient vy : [a,b] — R"™ une courbe paramétrée réquliére de classe C!,
On note | = Ly, (v) la longueur de ~y. Alors la courbe v =y o0 S;1:[0,1] — R", est une

reparamétrisation normale de 7.

Preuve. Soient 7 : [a, b] — R" une courbe paramétrée réguliere de classe C', On note

| = Li,y (7) la longueur de 7. Alors la courbe ¥ = v 0 S; 1 [0,1] — R", on calcule

Y (5) =7 (S5 (%)) (S;1) (s) pour tout s € [0,1]

Et on a

pour tout s € [0,]]



D’autre part

1
@l

pour tout s € [0, ]

ce qui revient a

d’ou le résultat. m

1.2 Repére de Serret-Frenet

Dans cette section on définit tout d’abord le repére de Serret-Frenet. 11 s’agit d’un

repére orthonormé qui varie le long d’une courbe paramétrée.

Definition 7 Soient v : I — R? une courbe paramétrée réguliére de classe C' Le re-
_
pére de Serret-Frenet de v au point y(t) est le repére orthonormé : (fy t), T(t),N (t)),
7(1) T N @ ‘e di
ot T() = maor € (T (t),N(t)) est une base orthonormée directe du plan affine
et (7,8 ) =1t T 0| = [N ]| =1
T (1)

—_—
Le vecteur

) est tangent a la courbe au point v (t) et le vecteur N (t) est un vecteur

qui est normal & la courbe en v (t).



s

accelération
nortmale

accelération
tangentielle

Figure 3 : Repére de Serret-Frenet dans R?

1.2.1 Courbure

Soient v : I — R? une courbe paramétrée réguliére de classe C? paramétrée par
abscisse curviligne. L’allure locale d’une courbe v est basée sur le développement limité

de v a 'ordre 2 en sy :

v (s) = (s0) + (s = 50) 7 (s0) + B4 (59) + 0 ((5 — 50)°)
Y (So

(50) + (5 — 50) T (50) + “=22F (50) N (50) + 0 ((5 — 50)°)

—
On sait que le vecteur T (sg) = 7' (S0), comme ' (s9) L 7" (s0) et 7" (so) # 0 on pose
— EEEm—
7" (s0) =k (s0) N (so).car

IV 17 = (" ()7 (8)) = 1= — (' (5),7 () = 0 & (" () .7/ (5)) = 0

10



—_—
donc 7" (sg) colinéaire & N (sq) . On pose

7. " "
F(s0) =" (50) N (s0) = (7" (s0) , N (s0) )
car
" 7.
7" (50) = k (s0) N (s0)
Figure 4 : Dérivée premiére et seconde d'une courbe paramétrée par abscisse curviligne

On a les définitions suivantes

- La courbure algébrique k (s0) de 7y est :

- La courbure k (sq) de y est :

k (s0) = [ (s0)] = [7" (50) N (s0)| = 17" (s0)

11



- Le point v (s9) de v est birégulier si

]{?(80) 7é 0

- Le cercle osculateur est le cercle C (c (s0), k(i0)> telque :

Trajectoire du point A4

V=

Figure 5 : Le cercle osculateur

1.2.2 Propriété de courbure

Proposition 8 Soient v : I — R? une courbe paramétrée réqulicre de classe C*. Alors

pour toutt € I, on a :

7 _ det(y/ ()" (1))
k() = RECIE
_ det(+' ()" (1))|
k(t) = RACIE
Démonstration : soit / = [a,b], on pose v = v o S;! la paramétrisation par

abscisse curviligne a partir du point de parametre a, alors pour tout s € S, ([a,b]) on

12



-1\ o 1

(57 (5) = ol

dy _ 2O _ V(1)

ds (s) VO /v () (1)

MT)”<7’(t)ﬂH(t)
25 ) OO O) A (0" ()
aw () = WOR ror 7 O =poer ~ e 7 ©
dy 2y _ V() () 25y A O )

det (ds (5), %2 <S)) = det { mra ||v'<t>||2>’ car (d82 () = e ~ Tvant Y @)
alors

ot (d_v 5 d_*V() det (Y (1), (1) _ det(v/ ()1 (1)
ds " ds? Iy Ol O Iy O

D’autre part

d;; dsz}/ B —_ VTR e =
det (% (). 3 (s)) = det (T (5),k(s) N (s)) = % (5) det (T (5), N (3)) — % (s)
donc
T _ det(¥'()" ()
k() = Iy (B)]1°
_ ldet(y’ ()" ()]
k(t) o [REOIE

d’ou le résultat m

1.3 Binormale et repére de Serret-Frenet

Dans cette section, on définit tout d’abord le repére de Serret-Frenet pour v : I — R3,
une courbe réguliere de classe C?, paramétrée par abscisse curviligne. Comme dans le

_
cas des courbes planes, Il suffit de compléter la base orthonormée (T (s), N (3)) par un

vecteur ( la binormale & v au point 7 (s)), B(s) = T'(s) A N (s), ou A est le produit

vectoriel défini par :

(u,v,w) A (i, 7, k) = (vk — wj, wi — uk,uj — vi).

13



alors la base (T (s),N(s),B (s)) est orthonormeée directe et le repére de Serret-Frenet
est défini comme suit (7 (s),T(s),N(s),B (s))

1.3.1 Courbure

Soient v : I — R? une courbe paramétrée réguliere de classe C? paramétrée par

abscisse curviligne. La courbure de 7 au point v(s) est :
k(s) = [l (s)

1.3.2 Propriété de la courbure

Proposition 9 Soient v : I — R3 une courbe paramétrée réqulicre de classe C?. Alors

pour toutt € I, on a :

— IO @]
k() = Iy @)1

Démonstration : éxercice m

1.3.3 Torsion d’une courbe

On va maintenant étudier la torsion d’une courbe, autrement dit chercher & savoir
comment "tourne" le repére de Serret-Frenet autour de la droite tangente & la courbe.
Pour mesurer cela, on a besoin de la dérivée du vecteur binormal B (s).

On considére ici une courbe v : I — R?® une courbe paramétrée biréguliére de classe

—

—_—
C? paramétrée par abscisse curviligne. On sait que le vecteur B’ (s) est colinéaire a N (s)

car

(BGL.B0) =1= (B By =0

donc
e —

B'(s) L B(s)

14



d’autre part

<B(s) T(s)> 0 = <B’ (5),T(s)> + <B(s) T (5)> — <B’ (s),T(s)> + <B(s),E(s)N(s>
= <B,—<S>>’1T3)>>+E(S) <§(—5_)>7]V—(5_)>>
- <B’—(s)>T—(s)>> —0
donc
B (s) LT (s)

alors

Figure 6 : La torsion d’'une courbe au point B

15



1.3.4 Propriété de la torsion

_ det(y()y""(5) 7" (s))

Proposition 10 La torsion est donnée par : 7 (s) =

REOIN
Preuve.
() = (B(s),N ()
=(T"(s) AN (s)+T(s) NN'(s), N (s)

F(s)N (s) AN (s >+T< >AN’< LN (s))
o+T@AN' >
T

(5) A N' (s >:<N T(s) AN'(s))
et(N(sLT( N (s)
= —det <T(3) N (s), N’ (s)

N———

_ / Vs)  A"(s) 200" (s)y™ ()7 (s)
= —det (7 (8)s o T 27" (9)1° )
_ , s A"(s)
= d“@W@wwwHW@O
_ e ()07 (s) _ _ detly/(£)a" ()7 (5))

TV )T (s)]] ELOIK

Proposition 11 La torsion d’une courbe paramétrée v : I — R3 réguliere de classe C3

en point v (t) est :
det (v (1) 7" (1), 7" (1))
Iy (£) Ay ()]

T(t) =—

Preuve. éxercice. m

16



Chapitre 2

Exercices corrigés sur les courbes

paramétrées

2.1 Exercice 1

Soit =y est une courbe réguliére définie sur l'interval [a,b] de R, donner la longueur
dans les cas suvants

1- 7 est définie par un paramétrage polaire comme suit v (¢) = (r (t),0(t)), t € [a, b].

2- v est définie par une équation polaire r = f (0), t € [a, b].

3- v est définie par

v (t) = (ml (u% (t),...,ul (t)) , T (u% (t),..,u2 (t)) sy Ty (U] (E) oy uly (t)))

ol U? est une courbe de classe C*, U’ : [a, b] — R" définée par U* (t) = (u} (t), ..., ul (1)),
pour tout i € {1,2,...,n}

Corrigé de I’éxercice 1 :

17



On a la longueur de 7 sur [a, b], définie par :

L ( /m )t — /J (“%03t

1- v est définie par un paramétrage polaire comme suit v (t) = (r (¢),0 (t)), t € [a, ],

z(t) =1 (t)cos (0 (t))
y(t) =7 (t)sin (60 (1))
et
2 (t) =1 (t)cos (0 (t)) —r (t)0 (t)sin (0 (t))
y' (t) =" (t)sin (0 (1)) + 7 (£) 0 (t) cos (6 (1))
alors
\/(CU’ (1) + (v (1) = \/(7” (£)* + (r (8) 0 ())°
donc

Lia,p) ( /\/ (1))dt

2- 7 est définie par une équation polaire r = f (), t € [a,b]. On a pour v est définie

par un paramétrage polaire comme suit v (t) = (r (t),0(¢)), t € [a,b], on a

b

Liap (7) = / \/ (r' ()2 + (r (£) 0 (£)) dt

a

On calcule

dr dr ’ / / / !
Z (=200 (&)= (610 (1) =r'(0)6 ()

alors
b

Lan () = [\ @F + (-0 0]t

a

18



D’autre part, si pout ¢ € [a,b], on a 6 € [c, d] alors

3- v est définie par

v (t) = (a:l (ui (1), ,u,ll (t)) , To (u% (t), ..., ui (t)) y ooy Ty (U] () ooy uy (t)))

ou U’ est une courbe de classe C*, U* : [a, b] — R™ définée par U’ (t) = (u} (t), ..., u’ (1)),

pour tout i € {1,2,...,n}. Pour tout i € {1,2,...,n}, on a :

dxz; " dx; du ; . .

L(t) = — (u; Sk 3w (1) = (ul T ' 1.2....n}.
- (t) ; du, (u; (1)) p (t), ot u; (t) = (& (t) ..., u, (1)) , pour tout j € {1,2,...,n}
Alors

a v a

Lo @)= [ (G 0) ar= | Z(z%wt»%@) @
2.2 Exercice 2

Calculer la longueur de I’arc de parabole y = 2% entre les points (0,0) et (0, 1).
Corrigé de 1’éxercice 2 :
On a

C= {’y (t)eR? t e R} , telque v (t) = (t,t2)

le point (0,0) € C' mais (0,1) ¢ C on résout I'équation t> = 1 alors t = —1 o t = +1,

19



—_— -
8 7 6 5 4 3 2 l1 0 ! 2 3 4 5 6 7 8 X
-1+
-2+
_3l
sl
- 64
Alors
Li- = || dt
= ? 4 12dt
= ' VarET1
on pose t = h( , alors dt = © éu) du et pour t € [—1,1] on a u € [uy, ug] donc

2
LoanG) = oo () 1 g,

Ul 2 2
—fUQCh h“)du
_ 1 h2( ) du

_ gfu’ulz €2u + 672u + 2) du

2u —2u w2
=3 [7 — 5 t2u
u1

1
2 arg sh(t) —2arg sh(t)
:%[@ A i +2argsh(t)]
-1

2 2
— %6 [(€2argsh(1) _ 672argsh(1) + 4arg sh (1)) _ <e2argsh(71) _ 672argsh(71) =+ 4arg sh (_1))}

= <= [2sh2arg sh (1) — 2sh2arg sh (—1) + 4 arg sh (1) — 4arg sh (—1)]

sh2arg sh(1)—sh2arg sh(—1) + arg sh(1)—arg sh(—1)
8 4

20



2.3 Exercice 3

On considére ellipse d’équation

1;_2+gz_§_1 ouabecR) eta>0b
1. Donner une paramétrisation de I’ellipse.
2. Donner I’abscisse curviligne de ’ellipse.
3. Calculer la courbure de ’ellipse en tout point.
4. Quels sont les points les plus courbés ?
5. Déterminer le Repére de Serret-Frenet

Corrigé de 1’éxercice 3 :

1. On donne une paramétrisation de 'ellipse :
C={v(t) eR? teR}, telque v (t) = (acost,bsint)

2. On donne 'abscisse curviligne de ellipse :

Il faut tout d’abord calculer ' (t),
v (t) = (—asint, bcost)

L’abscisse curviligne donnée par

0 — JE 1 ) du
- f(f \/ (—asinu)® + (beosu)’du
—fo\/a—b sin? u + b2du

3. On calcule la courbure de 'ellipse en tout point :

— ldet("(1) " (®))]
k() = Iy @)1I°
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v (%) = (—asint,bcost)
" (t) = (—acost, —bsint)

—asint —acost

oL
D
=3
—
-2
-
—
o~
N—
\Q\
=
—
o~
N—r
N—r
|

bcost —bsint
=ab
3
Iy @)1 = (a®sin®t + b*cos®t)?

3 3
2 2

(a2 sin? t+b2 cos2 t) (a2 sin? t+b2 cos? t)

4. les points les plus courbés :
On a la courbure

k (t) = ab

(a2 sin? ¢4b2 cos? t)
ab
((aQ—bQ) sin? t+b2)

3
2

3
2

r{g%xk(t) =gmpourt=0+7k, k€Z

Donc les points les plus courbés sont :
v (04 wk) = (acos (0 + 7k) ,bsin (0 + 7k)), k € Z
Donc 'ensemble des points les plus courbés sont :
SC ={(-a,0),(a,0)}

Représentation de v, par exemple, pour a = 3,0 =1on a:
— —>)

5. On détermine le Repére de Serret-Frenet : (7 (t),T(t),N (t)
On a

_ 7@
T®) = e

— —asint bcost
\/(12 sin2 t4b2 cos2 t \/(JL2 sin? t4+b2 cos? t
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—_
N (t) est un vecteur qui vérifie les trois conditions suivantes :

(FENT) -0
Fo| -

s

det (T (t),]Wti) —1

alors

m B ( —bcost —asint )
Va2sin?t + b2cos?t VaZsinZt + b2 cos? t

2.4 Exercice 4

On considére la courbe paramétrée suivante : v : R — R? définie par
v (t) = (t — sh(t)ch(t),2tch(t))

1- Déterminer une paramétrisation par abscisse curviligne.

2- Déterminer le repére de Serret-Frenet.

3- Calculer la courbure k£ de v en tout point.

Corrigé de 1’éxercice 4 :

1- On détermine une paramétrisation par abscisse curviligne :

11 faut tout d’abord calculer ' (),

v (t) = (1—ch®(t) — sh®(t),2ch(t) + 2tsh (t))
= (—2sh?(t),2ch (t) + 2tsh (1))
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L’abscisse curviligne est donnée par

= Jo Il ()] du

=/ \/ —2sh2 (u))? + (2ch (u) 4 2ush (u))*du

= [y /Ash* (u) + 4ch? (u) + 4u2sh? (u) + Sush (u) ch (u)du
=2 fo V/sht (u) + ch? (u) + u2sh? (u) + 2ush (u) ch (v)du

La paramétrisation par abscisse curviligne :

7 (s) =087 (s), tel que S (t) = 2/0 V/sh4 (u) + ch? (u) + u2sh? (u) + 2ush (u) ch (u)du

2- On détermine le repere de Serret-Frenet <’y (t),T(t), N (t)) . On pose

b(t) = ||y (£)]] = 24/sh3 (£) + ch2 (£) + 2sh2 (t) + 2tsh (£) ch (1)

On a
_ 7w
T®) = morn

- <2sh2(t) 2ch(t)+2tsh(t))
=\ o) b(t)

—_
N (t) est un vecteur qui vérifie les trois conditions suivantes :

(TH.XT) o
o] -
det(?TtS,W) =1

alors

2ch (t) + 2tsh (t) 2sh?(t)
b(t) () )

3. On calcule la courbure k£ de 7 en tout point :

N - (-

— ldet("(H) " (®))|
k() = Iy @)1I°
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On a
v (t) = (2sh? (t),2ch (t) + 2tsh (t))
v (t) = (4sh (t) ch (t) ,4sh (t) + 2tch (t))
dot (+/ (£) 1" (1)) = 2sh? (t)  2ch(t) + 2tsh (t)
4sh (t)ch (t) 4sh(t) + 2tch (t)
= 8sh3 (t) — 8sh (t) ch? (t) = —8sh (t)
I 01 = (b (1))’
Donc
k() =Stul

(0())

Représentation de ~y
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2.5 Exercice 5

Soient «, r deux nombres réels strictement positifs. On considére la courbe paramétrée

suivante : v : R — R? définie par
v (t) = (rcost,rsint, at)

1- Déterminer une paramétrisation par abscisse curviligne.

2- Déterminer le repére de Serret-Frenet.

3- Calculer la courbure £, de 7 en tout point. Que remarquez-vous ?
4- Calculer la torsion 7, de v en tout point. Que remarquez-vous ?
5- Calculer ilir{l) k. et iiir[l)Ta. Pouvait-on s’attendre a ce résultat ?
Corrigé de I’éxercice 5 :

1- On détermine une paramétrisation par abscisse curviligne.

11 faut tout d’abord calculer ' (),
v (t) = (—rsint, rcost, a)

L’abscisse curviligne donnée par :

S(t) = fy Iy ()l du
= /i \/(—r sinu)® + (rcosu)® 4 a2du
= fg V2 4+ a2du
=Vt o

Donc
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Alors la paramétrisation par abscisse curviligne est

~

v(s) =708 (s), tel que S7H(s) = ==

—7<W>

J— 1 S as
= (TCOS Ve TSIl s W)

2- On détermine le repeére de Serret-Frenet. <’Ny (s),T(s),N (s),B (s))
On a

% /\/
T(s) =~ (
( 2+a2 \/T2+a27 \/T2+a2 cos \/T28+a2> \/T2a+a2>
_— NN(
N (s) = =

ol

_ r24a? - s —r : S
=t (—r2+a2 COS Zr—3) 12g2 SN 50 0)

J— 1 S
= (— cos - 2+ 5, — Sin \/r2+a2,0)

I 2__: 7 sin \/Tz+a2 \/,,2:_ 5 COS \/rz_mz \/rzof,_az
— CoS W —sin W 0
- (\/rzc:-az sin \/r2+a27 \/rg—a}—oﬁ cos \/1"28—1—042’ \/r27:|-a2>

3- La courbure est donnée par :

~I

v (s)

_r _
r24a?

ko (s) = ’

On remarque que cette courbure est constante.
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4- La torsion est donnée par la formule

rals) = (BN ()

t t
(&3 S (&3 3 S 3
- <\/Tz+a2 cos Vr2+a2’ Vr2+a2 S Vr2fo2’ O) ) <_ cos /r24a2’ S /r2+a2”’ O) >

—Q

A /r2+a2

On remarque que cette torsion est constante.
5- On calcule les limites :

limk, (s) =2

a—0

lim7, (s) =0

a—0
On observe que la courbe v tend vers une paramétrisation du cercle de rayon %quand «
tend vers 0, car la torsion tend vers 0 quand « tend vers 0.

Représentation de ~y

B — —_—
o B e
4
= —— el
I — — (- -'\"'_,
w e I ———
_— T
. 4
i —
e —— -.q____::I

_—_

— ——
T - = - e -"'._l
—— —— —
7 F—_ e -—=_':- -:"--\.

N J— T — —\_\-__-\_\'_'| g
i e — ——"1
== A ——— T TH e

" T B

2.6 Exercice 6

On considére la courbe paramétrée suivante : v : R — R3 définie par

v(t) = (3t —*, 3%, 3t + t°)
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1- Calculer la longueur de 7 dans [0, ] ,et la tangente unitaire T (¢).

2- Utiliser le changement de variable ¢ = tan ( ) déterminer ¢’ (0) = T (tan (g)) et
¢ (0)

3- Est-ce que ¢ () est une paramétrisation de longueur 7

4- Donner le le repére de Serret-Frenet et calculer la courbure k et la torsion 7 de «
en tout point.

5- Montrer que 7' fait un angle constant avec (0,0,1)"

Corrigé de 1’éxercice 6 :

1- On Calcule la longueur de « dans [0, t].

11 faut tout d’abord calculer ' (t),

v (t) = (3 = 3t%,6t,3 + 3t%)
La longueur de v dans [0, t] donnée par :

Log () = Jo IV (W) du
= [11/3 = 3u)? + (6u)* + (3+ 3u2)du
= [; VI8 + 36u2 + 18uldu
= \/1_8f0t V14 2u? + utdu
=3v2 [ (1 +u?) du
it
s+

On calcule la tangente unitaire 7' (),

_ 1 3—3t2 6t 3+3t2
- 122 0 14420 1442

_ 1 (1= _2t 1
V2 14220 1420

2- On utilise le changement de variable ¢ = tan (g) ,
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on détermine ¢' () = T (tan (%)) et ¢ (6),

¢,(0): 1 <1—tan (g) 2tan(§) 1)

V2 1+tan? (£) 1+ tan? (§)’

On a

[N
N—"

1—tan2gg; _ COSQEg))
1+tan? (4 . sin2(§
T2 (3)
= cos? (4) —sin’ (§) (1)
= cos (2%)
= cos (0)
()
2tan(%) _ cos(%)
14+tan(§) N sin2(4)
2(9)
= 2cos (g) sin (g) (2)
= sin (29)
= sin ()
D’aprés (1) et (2) on a
¢ (0) = ! (cos@,sind, 1)

Alors

¢ (0) = % (sind, — cosd,0)

3- ¢ () est une paramétrisation de longueur car :
|¢" (0)]| = 1 pour tout 6

4- On donne le le repére de Serret-Frenet et on calcule la courbure £ et la torsion 7 de ~

en tout point,

on détermine le repére de Serret-Frenet. <q§ 0),T(9),N (0),B (9))
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T(0) =4¢'(0)
= %@ (cos@,sinf, 1)
N(§) = " (0)

ROl
= (—sin#, cosb,0)

|
|
&l

= %COS@ \%sin& \/Ai
—sinf cosf 0

= \/Li (—cosf,—sinh, 1)

On calcule la courbure k () et la torsion 7 () de 7 en tout point.

k(0) =1[l¢" (0l
=
r(0) = <B’ (0),N(9)>
— <\/L5 (sinf, — cosf,0)", (—sin b, cos b, O)t>

Sl

5- On montre que T fait un angle constante avec (0,0, 1)",

On calcule

<7T9)>, (0,0, 1)t>

I
S

\% (cosf,sinf,1)", (0,0, 1)t>

e[S §l-

D’autre part
<T—(7) (0,0, 1)t> - HF@H 1(0,0,1)" cos

=cosa,a € [0,n] alors =%
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Chapitre 3

Surfaces dans R3

3.1 Généralités sur les surfaces dans R?

Dans cette section nous allons donner des généralités et quelques définitions sur les
surfaces dans R3.

On distingue 3 types d’équation de surface. Pour cela on a les défintions suivantes :

n

Definition 12 On dit qu’une surface S est une surface simple, si S = U Siy OU S; =

1
{(x,y,2) € R®, F;(x,y,z) =0} ou F; est une fonction de R dans R, Vi € {1,2,.....,n}

Definition 13 (surface définie par une équation implicite) On dit qu’une surface

S est définie par une équation implicite s’il existe une fonction F' de R3 dans R
S = {(:z:,y,z) ER? F(r,y,2)= O}
Exemple : la sphére unitaire est donnée par ’équation implicite
P4+ -1=0
Théoréme 3.1.1 (des fonctions implicites) Soit f une application de classe C*, sur
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un ouwvert U de R™ a valeurs dans R et (ay, as, ..., a,) un point de U tel que :

1) f(al,aQ,...,an) =0
2) ?f(al,ag,...,an) #£0

Alors, il existe un ouvert V. de R" ', et une application g de classe C1, définie sur V.

a valeurs dans R, tels que :

1) g (a17 az, ..., a’n—l) = Qp

2) Quels que soient (x1,Z9,....,Tn_1) €V, f(x1,22,...;tpn_1,9 (21, T2, ...;tpn_q1)) =0

Definition 14 (surface définie par une équation explicite) On dit qu’une surface

S C R? est définie par une équation explicite, s’il existe une fonction f de R? dans R

S = {(:E,y,z) ER? z=f(x,y), (z,y) € D}

Exemple : la sphére unitaire est définie par I'union de deux surfaces explicites

S = {(:v,y,z)ER3, z=/1—22—19y2 (:U,y)EE(O,l)}
Sy = {(x,y,z)€R3, 2= —y/1—122—12 (x,y)EE(O,l)}

Definition 15 (surface définie par ses équations paramétriques) On dit qu’une sur-
face S C R? est définie par ses équations paramétriques, s’il existe une fonction ¢ de R?

dans R3? telle que :

S = {¢(uav> = (¢1 ('LL, U) ) ¢2 ('LL,U) ) ¢3 <u7v)) € Rga ('LL,U) € A - R2}
Exemple : la sphére unitaire est définie par ses équations paramétriques

S = {(cos b cos p,sin b cos p,sin ) € R?, (6, ) € [0,27] x [0, 7]}
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Figure 7 : la sphére unitaire est définie par seséquations paramétriques
3.1.1 Plan tangent et le droite normale & la surface

3.1.2 Plan tangent et droite normale & une surface définie par
une équation implicite

Soit S une surface de classe C! définie par une équation implicite par
S = {(x,y,z) €ER3 F(z,y,2) = 0}

Le plan tangent a la surface S au point M € S, est le plan qui contient toutes les
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tangentes des courbes sur S, passant par M

Figure 8 : Courbes sur 9, les passant par M

L’équation du plan tangent (P) au point M € S est
(P): ar+by+cz=d

alors

(a,b,0)" L (P)
soit la courbe ( tel que
Me(¢={(z(t),y(t),z(t) eR’ tel} CS de classe C"'
alors
F(az(t),y(t),2(@) =0,vtel
donc

d

SF @ (),(0),2(0) = (VF@(0),5(0),2(0), (' ()9 (1), 2 ) ) =0, ¥t e T

on pose

M = (x(to) ,y (to) , 2 (to)) s to € I
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alors <VF(M) (@ (L), ¥ (to) , 2’ (to))t> = 0, et comme (2’ (to),y (to), 2 (to))t est

tangent a ( alors
(P): (VF(M),(z—=(to) ,y —y(to) ,z — 2 (ts))") = 0
Et la droite normale au point M est (/N) définie par

(N) ={M +A\VF (M) e R®, AeR}

TE M)

7]

Figure 9 : plan de tangent (P) a une point M, € S

3.1.3 Plan tangent et droite normale a la surface définie par

une équation explicite

Soit S une surface de classe C! définie par 1’équation explicite

S = {(m,y,z) eER? 2= f(x,9), (2,9) ED}

Alors
S = {([L’,y,Z) S Rga f(x,y) —c= 07 (IE,’y) < D}
On pose

F(ﬁay>z>:f($ay)_z
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Donc VF (M) au point M (xq, yo, 20) € S et

0 0 !
(8_£ ('r(h yO) ) 8_‘5 (Io, ?JO) ) _1)
Donc le plan tangent au point M € S est

(P): <(%(x07y0)7g_§(x07y0)7_1> :(x—xoay—y0;2—20>t> =0

Et la droite normale au point M, est (N) définie par

(N) = {M+)\(%(%,yo),%(%,yg),—l) € R’ /\GR}

3.1.4 Plan tangent et droite normale & une surface définie par

ses équations paramétriques

Remarque 3.1.1 Soit S une surface de classe C*, définie par ses équations paramé-

triques

S = {Qb(uvU) = ((bl (uv U)7¢2 <u7v)7¢3 <u7v)) < Rg? <u7v) €cAC R2}

Le plan tangent a la surface S au point M € S est le plan qui contient toutes les tangentes
des courbes sur S, passants par M

Si l’équation de plan tangent (P) au point M (x (to) ,y (to),2 (to)) € S est
(P): ax+by+cz=d

alors

(a, b, c)t 1 (P)
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Soit la courbe ¢ telle que

M (6 (u(t) v (1)) € C = {(& (u(t) 0 (D) (u(t) v (1)) 65 (u(t) v () ERP, t €T} C S

Alors

P (1) = % (u o) v (o)) o (1) + 282 () v (1) (1)

(1) = %2 (uto) v (to) (1) + %2 (u (10) v (1)) (1)

2 (to) =52 (u(to) ,v (o)) (to) + 52 (u (to) , v (o)) v/ (to)
Donc

(2 (10) 4 (10) ' (1)) = o (10) 92 (u (1), (1) + v (1) 2 (u (o) v (1)
Alors
22 (o) 0 (10)) A 5 () v t0))| L (& (1) (1), ' ()"

Donc le plant tangent (P) au point M (¢ (ug,vo)) € S est donné par

(P) : <% (UO,'UO) A ?9_(5 (UU,UO) ) (l‘ — ¢ (uUaUO) Y — &y (uOvUO) )2 = &y (uo’ UO))t> =0
ot (ug,vo) = (u (to),v ((to)))

Et la droite normale au point M (¢ (ug,vo)) est (N) définie par

(V) = {¢<uo,vo> VL

0
5 (ug,vo) A —¢ (ug,v0) €R3, X € R}

ov

3.1.5 Existence du plan tangent

Definition 16 (Un point régulier) Soit S est une surface de classe C*, et M un point
e —

—m
dans S .On dit que S est réguliére au point M si N (M) # 0 ot N (M) le vecteur normal
au point M

On dit que S est réguliére si S est réquliere en tout point M € S

Remarque 3.1.2 (Existence du plan tangent) Soit S est une surface de classe C*,
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le plan tangent existe en tout point régulier

3.2 Intégrales de surface

3.2.1 Intégrale d’une fonction sur une surface paramétrée

Soit S une surface de classe C'! définie par ses équations paramétriques par

S = {Qb(u?U) = (¢1 (U,U) o (uvv> s O3 (uvv» < RS? (U,U) €eAC R2}

et ona la figure suivante

— AS,
¢ \

(2, v v, ~ R

Figure 10 : transformation de surface

S = U As;, {Asi}ie{l,Q

i=1

m} €st une subdivision quelconque de S.

IR

Soit la fonction continue ¢ de R3 dans R, définie sur S. On définit I'intégrale de ¢ sur S

par :

ds = 1 ) | As| ot (€,m., 1) € As;
[t s = Jim S0 omon) 13s] o (€mon) € B
S 5
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Utilisant ’approximation suivante

<¢(u1;+Auz',vi)—¢(“i:Ui)> Au; A ¢(ui,v1;+Aw)—¢(ui,v¢)Avi> ‘

|Asi| = [[(& (wi + Aug,vi) — & (g, vi)) A (@ (i, vi + Avy) — ¢ (ui, vy))|

= ‘ Au; Av;
_ P (ui+Aui,vi) —p(ui,v;) O(u4,vi +Av;) —d(ui,v4)
= || (restegmttunt) 4 (Aensfttant) [ Au,
alors
0 0
ds = Hﬁ_i (u,v) A a—f (u,v)|| dudv
donc

0¢ ¢ < _
By (u,v) A 30 (u,v)|| dudv, ou ¢ (A) = S

S/g<m,y,z>ds=/A/g<¢<u,v>>\

3.2.2 Intégrale d’une fonction sur une surface explicite

Soit S une surface de classe C* définie par une équation explicite :

S ={(z,y,2) eR®’, z= f(x,y), (z,y) € D}

{
{(d,f(d)), de D}

et soit la fonction continue g de R? dans R, alors

g(z,y,2)ds= [ [g(zy, f(z,y)) %2+a—f2+1dfcdy
/ /D/ (&r) (&y

S

3.2.3 Aire d’une surface

Soit S une surface de classe C*, on a :

1) Si S est définie par ses équations paramétriques

S = {¢(’LL,U) = (¢1 (u,v) >¢2 (u,v) >¢3 (u,v)) € RS, (uvv) €EAC R2}
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alors

dudv, ou ¢ (A) =S

Azre(S):/ds://"g—f(u,vm%(u,v)
S A

2) Si S est définie par une équation explicite

={(z,y,2) €eR®, 2= f(x,y), (v,y) € D}
={(d, f(d)), d € D}

ire(s)= fas= [[ (L) + (L) w1

3.3 Premiére forme fondamentale

alors

Soit S une surface de classe C'! définie par ses équations paramétriques par

S = {¢(U,U) = (¢l (uav) o (u’v> s O3 (uvv» < R37 (u,v) €eAC R2}

et soit la fonction continue g de R? dans R, définie sur S, alors

] I

D’autre part

dudv, ou ¢ (A) =S8

d¢

( 7U)/\_(uvv) %(uav)

9., 10 20
ov

2
s

9o, 0o
sin <8u (u,v), 0 (u,v))

on pose
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alors

152 (. 0) A 52 o) | =152 ()| 152 (o, 0) | sin? 0
= (192 (u, )| |15 (at,0)]|* (1 = cos? )
= 1122 (o, o) [152 (w0 | = (122 (ot 0)]) 7|2 (w1 0)]|” cos? 0
= (152 (w, 0)[[* 192 ()| = (52 (w,0) , 22 (u,0)°
— (92 (u,0), % (u,v)) (22 (u,0), 22 (u,0)) = (22 (u,v) , 2 (u,0))
On pose
E = (3% (uv), 50 (u,0)
G = (5 (uv), 5 (u0)
Fo= (% (u), (uv))
alors

E, F et G étant les coefficients de la premiére forme fondamentale et on a

S/g (v,y,2)ds = /A/g (¢ (u,v)) VEG — F2dudv, ou ¢ (A) = S
Aire (S) = //mdudv, ou ¢ (A)=S

3.3.1 Longueur d’un arc tracé sur une surface parametrée

Soit v est une courbe parmétrée tracée sur une surface parametrée S, alors v est

définie par

y(t) =é(u(t),v(t)),t € [a,b] CR telle que
S ={é (u,v) = (¢ (u,v), Py (u,v), P53 (u,v)) € R®, (u,v) € A C R?}
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On a

(u(t),v (1) + ' (1) 55 (u(t),v (1)) dt

9¢
ou

D’autre part

C(u(t),v (1)) =

S8

[ () 92 (u (t) v (£)) +v' (1)

\/(U’ (6)° E (1) + (' (1)) G (t) +2u () v/ (1) F (2)

tel que

alors

Liagy (7) = /\/(U’ (6)) B (8) + (u (1)* G (1) + 2w (t) v’ (¢) F (¢)dt
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3.4 Aire d’une surface engendrée par la rotation d’une
courbe autour d’un axe de repére cartésien

Soit S une surface de révolution engendrée par la rotation d’une courbe autour d’un
axe du repére cartésien (o, 0z, 07, 02).

On suppose que la courbe 7 est définie par I'équation y = f (z), ou = € [a,b] , et §
est une surface de révolution engendrée par la rotation de v autour de 'axe (ox), alors

pour calculer l'aire (s), pour x € [a, b], on a la figure suivante :

Figure 11 : rotation d’une courbe autour de 'axe (ox)

On peut remarquer ’approximation suivante

Utilisant I'approximation suivante

Al = \/(Az)? + (Ay)?
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alors on a

As; >~ 21 f (1) \/(A$1)2 + (Ay:)* =20 f (x7) Amm, o { A Asz:( IH; ] ;Z( )
i Yi = J (Zit1) — J (7

D’autre part

AlzgnioAxi = f (@)
alors
ds =27 f (2) \/ 1+ (' (w))*dx
et on a
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Chapitre 4

Exercices corrigés sur les surfaces

4.1 Exercice 1

1- Trouver le plan tangent et la normale a la boule unitaire au point <\/i§,

1

al-

2- Calculer I'aire de surface de la boule de rayon R.

Corrigé de 1’éxercice 1 :

1- On trouve le plan tangent et la normale & la boule unitaire au point (\/Lg, \%7 \/ig)
On a

S={(z,y,2) ER® 2> +¢y* + 2> =1}

=1 t
VF(z,y,z2)=(2x,2y,22)

et

S
S
Sl
~—
e
!
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alors le plan tangent (P) est défini par :

t t
2 2 2 1 1 1 _
(P) <7§77§a7§>7<x_7§ay_7§7z_7§>>_0
.2 2 2 _
la normale unitaire 7 <\/i§,\/i§,\/i§> est :
ﬁ(LAL) _ V(i)
R N N el
(Lll)t
_\\3'v3'v3
? t
- (1L 1 1
(x/ﬁ’ \/§’x/§>

2- On calcule I'aire de la surface de la boule de rayon R :

On peut ecrire

S = {(Rcos@cos¢,Rcos€sin¢,Rsin@) € R? (¢,0) € [0,27] x [(),77]}
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alors

Aire(S) = [4ds
= [ [, |[{(=Rcosfsin ¢, Rcos b cos ¢, 0)" A (—Rsiné cos ¢, —Rsin@sin¢,Rcos€)t>”

— —
€x €

_
T 27 ey
:// —Rcosfsing Rcosfcoso 0 deodo
00 —Rsinflcos¢p —Rsinfsing Rcost

T 27

— // (R cos? 0 cos ¢, R? cos? 0 sin ¢, R? cos 0 sin )" H dodo
00

= / / \/ R?cos? f (R2 cos? f cos? ¢ + R2 cos? sin® ¢ + R?sin? 0) dodb
00

T 27
= //R2\/0052 Ododo
0 0

= /27TR2\/ cos? 6do

™

21 R? cos Odb — /27TR2 cos 0db

o\ o
(VB

VB

= 47 R?
4.2 Exercice 2

Utiliser la premieére forme fondamentale quadratique pour calculer 'aire de la surface

S (tore) :
S ={((a+bcos)cosp, (a+bcosh)sinyp,bsind) € R, (¢,0) € [0,27r]2} oua,beR; eta>b

Corrigé de 1’éxercice 2 :

On utilise la premiére forme fondamentale quadratique pour calculer 'aire de la sur-

face S, On a :
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donc

= ||(= (a + beos B) sin g, (a + beos ) cos @, 0)||°

— (a + bcosh)®

= ||(—bsin 6 cos ¢, —bsin fsin ¢, beos H) |

= <(— (a4 beos ) sing, (a + beos ) cos ¢, 0)", (—bsin @ cos p, —bsin fsin @, bcos 0)t>
=0

et on a

Aire (S

/ VEG — F2dpdf

0

2m
/ b2 (a + beos 0)*dpdd
0

27r
/ b2 (a + bcos 0) dpdd

0

Il
QNNN

/ (a + bcosB) dpdb
0

o
7r/ (a + bcosB) df = 2abm
0

Alors
Aire (5) < Jabr®
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Représentation de la surface S.

4.3 Exercice 3

Calculer 'aire de la surface engendrée par la rotation de la parabole y = 2pz?, autour
de I'axe (ox) pour z € [0,a], et a,p € R%.

Corrigé de 1’éxercice 3 :

On a l’aire de la surface engendrée par la rotation de la parabole y = 2pz?, autour de

laxe (oz), pour z € [0,a] :

Aire (S) = 271'/2]1%‘2\ /14 (4pz)°da
0

On pose 4pxr = sh(z), donc dz = %dz, etsiz € [0,a]| = z € [0,arg sh (4pa)] donc :

arg sh(4pa)

Aire (S) = 15> / sh? (2) \/1+ sh? (z)ch (2)dz

0
arg sh(4pa)

sh? (2) ch? (2) dz

_ 7
~ 16p2
0
arg sh(4pa)

= / sh? (22) dz
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D’autre part :
ch?(2z) =1+ sh?(22)

ch(2(2z)) = ch?(22) + sh?(2z)

donc
h(4z) — 1
Sh2<22):%,

alors
arg sh(4pa)

Aire (S) = / ch(t) 1 g
arg sh(4pa)

p? 8 2
p2

_ m |: sh(4z) z]
0

4
4

52
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Chapitre 5

Géométrie affine

Dans ce chapitre, nous étudierons la géométrie affine. On fixe un corps de base k. Le

lecteur pourra toujours supposer que k = R. et que les espaces sont de dimension finie.

5.1 Groupe opérant sur un ensemble

L’idée est de réaliser un groupe non pas comme une entité abstraite, mais comme la

transformation d’un ensemble.

Soit (G, +) un groupe d’elément neutre 0, et E un ensemble. On dit que 'application

p:ExG — FE
(r,9) — o(x,9)=x+g

est une opération a droite de (G, +), sur E si :

I-Ve e E, ¢(z,0)=2+0==x
2-Vg,g €G, Ve eEE:¢(x,9+9)=0¢(d(2,9),9)

53



5.2 Espace affine

Un espace affine sur k est un ensemble non vide £ , muni d’une action simplement

— —
transitive du groupe additif <E, —l—) d’un espace vectoriel E appelé espace directeur de

E. La dimension de E est celle de E . Enfin, un élément de E s’appelle un point, et on

écrit :

VA, B € E, il existe u € E unique telque B = A+ u

On écrit alors
—

AB =u

Proposition 17 (Relation de Chasles) On a toujours

—_—  — —
AB+BC=A
Démonstration : En effet, on a
" —_— — —
A+AB+BC = (A+AB) +BC =B+ BC =C
—
autre part A+ AC = C donc
" —
AB + BC = AC

5.2.1 Sous-espaces affines

Une partie F' d'un espace affine ' est un sous-espace affine de E' s’il existe un point

— — —
A de F tel que F {AM | M eF } soit un sous-espace vectoriel de E. On a alors

—_—
F:{A+u| u € F}.Onnote

F=Aff (A,?)
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5.2.2 Caractéristiques des sous-espaces affines

Definition 18 Soit F = Aff (A, ]_7)> une sous espace affine de E on a :

- Si dim F = 1, alors F' est la droite affine passant par A et de direction la droite vec-
torielle R, et on écrit F = D (A, W), avec F engendré par U ( c-a-d F = vect {w}).

- Si dim?> = 2, alors F est la plan affine passant par A et de direction le plan
vectoriel Ru @RV et on écrit F = P (A, W, V), tel que F engendré par les deux
vecteurs linéairement indépendants o, v ( c-a-d F = vect (W, v},

- Sidim F = dim E — 1, alors F' est I’ hyperplan affine passant par A et de direction
H
F.

Definition 19 Soient F' et G deux espaces d’un méme espace affine E. Alor F' et G sont
dits :
_)

- paralléles s’ils ont méme direction F=3.

- faiblement paralléle si F C 6, et on dit que F est paralléle o G.

Definition 20 Soit A une partie non vide d’un espace affine E. On appelle sous-espace

affine engendré par A lintersection de tous les sous-espaces affines de E contenant A.

5.2.3 Repéres, équations

i ) o : =S — — —
Soit E est un espace affine d’une origine O et de direction F, ou B = {e7, €3, ..., €, }
H
base de E. Le couple R(O,B) = R(O, €], ¢€3,...,&,) est appelé repére cartésien de F.
Pour tout point M de E, il existe alors un unique n-uplet (z1, ..., z,) de réels vérifiant

n
—
H
i=1
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5.3 Notion de barycentre

Un systéme de points Ay, As, ..., A, de I'espace E affectés des coéfficients a;, est appelé

systéme pondéré et est noté :
{(Ai,a;),i=1,2,..,n}.

H
Considérons l'application f : F — FE qui, a tout point M associe le vecteur
n

f (M) ZZaiJ\ﬂZ

i=1

Si Z a; # 0, il existe un point unique G tel que
i=1
F@) = aGA="1

=1

Ce point est appelé le barycentre du systéme pondéré

{(Ai,a;),i=1,2,..,n}.

5.3.1 Coordonnées du barycentre

L’espace étant rapporté a un repére (O, ey, €3, ..., €3 ), SOit :lrf les coordonnées de A,
et x; celles de G. Comme
—_— =
F(G) =) a;GA; =0
j=1
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Alors

5.4 Applications affines et formes affines
Soient F et F' deux espaces affines. Une application f de E dans F' est dite affine s’il

. . . . . % H H
existe une application linéaire f de E dans F' telle que

_ =
fA f(B)=f (A > pour tout couple (A, B) de points de E.

Cette propriété peut encore s’écrire

_
pour tout point M de E et tout vecteur v € E.

Remarque 5.4.1 Toute composée d’applications affines est une application affine, et la

— —
. L, , 2 . sy —
partie linéaire de la composée est la composée des parties linéaires : go f = g o f
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5.4.1 Homothéties et translations

Definition 21 (Homothéties) Si A € E et A € R*, Uapplication ha : E — E,
M— A+ )\m s’appelle I’homothétie de centre A et de rapport .

Definition 22 (Translations) Si u € Eetre R*, Uapplication T : E — E, M +—

M + 7 s’appelle la translation de vecteur 1 .
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Chapitre 6

Exercices corrigés sur la géométrie

affine

6.1 Exercice 1

Soit A, B, C', D quatre points non coplanaires, m € R et I, J les milieux des segments

[AB] et [C'D]. Soit G, le barycentre des points pondérés

{(A7 1)? (B’ 1)’ (Cvm - 2)7 (D’m)}

1) Déterminer G et Gbs.
2) Montrer que G5 est le milieu de [G;J].
— 97T 172 .
3) Montrer que IG,, = “—=1C' + 51D .Quel est le lieu de G, lorsque m parcourt R?
4) Vérifier que mJG,, est un vecteur constant que ’on déterminera.

Corrigé de I’exercice 1
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1) Par définition, on a
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Alors

—

JG, =

1
—C1
m

et par suite le point GG, parcourt D (J, C—’I) )

6.2 Exercice 2

On considére les vecteurs libres
w(1,-2,1), v (-1,1,1),w (1,-1,1).

et les points

A(0,-1,2), M(1,-2,3),N(1,0,1)

dans un repére de ’espace.

1) Montrer que A est sur le plan P (O, o, V)

2) Donner les coordonnées des projections sur D (O, W) , parallélement & P (O, w, 0)
des points M, N.

. e —_— R N y

3) Ecrire les vecteurs OM et ON comme sommes d’un vecteur sur D (O, w) , et d'un
vecteur sur P (O, w, )

Corrigé de ’exercice 2

—

1)Ac P(O, %, 7)< 3a,B €R tel que OA =aw + 7. Clest & dire

Une solution de ce systéme est « = 3 =1, Donc A € P (O, W, 7).
2) On donne les coordonnées des projections M’ et N’, sur D (O, ), parallélement

a P(O,w, ) des points M, N.
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— FVIVY — —
a)Alors M’ (z,y,2) € D (O, W), et MM’ € P(O, W, v) < Ja, 3,7 € R tel que

T =«
Y=«
Z=«

et
r—1=p8—v

Il faut donc résoudre ce systéme de six equations & six inconnues. Alors

a—pF+v=1
—a+20—v=-2
a—pF—v=3
alors
g=-1
oa=2
v=-2

donc M’ (2,-2,2)
— T — —
b) N' (z,y,2) € D(O,w),et NN" € P(O, u,v) < Ja, 5,7 € R tel que

T =
y=—«
2=«

et
r—1=0—v
y=-28+7y
z—1=08+7~



Il faut donc résoudre ce systéme a six inconnues et six equations. Alors

a—[F+v=1
—a+28—-v=0
a—pf—v=1
alors
g=1
oa=2
v=0

donc N'(2,-2,2)
. — — N
3) On écrit les vecteurs OM et ON comme sommes d'un vecteur sur D (O, w), et

d’un vecteur sur P (O, w, v’). Alors

OM:OM’+(OM—OM’) — OM’' + M'M
ON:ON’+<ON—ON’> —ON'+ N'N

Tel que :

OM'(2,-2,2) € D(0,7@), et M'M (—1,0,1) € P (O
—_—

ON'(2,-2,2) € D(0, W), et NN (=1,2,~1) € P(0, %, 7).

=l
=l
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Chapitre 7

Espace affine Euclidien

Dans ce chapitre, nous rappelons brievement quelques propriétés des espaces de Hil-

bert.

7.1 Produit scalaire

7.1.1 Définitions

Definition 23 L’application de conjugaison C — C envoie z = a + ib sur Z = a — ib.

Definition 24 (produit scalaire) Soit H un I K -espace vectoriel, ou (IK =R ou C),
Une forme sur H est une application p : H x H — IK.
1— La forme est sesquilinéaire si pour tous w, v, u',v' € H et a,b,c,d € IK

ona :
o(aw +b0, cu’ +dv") = acp (U, u') +adp (W, V") +bep (v, w') + bde (V, V).
2— La forme est hermitienne si pour tous w, v € H on a :

p (W, V) =¢(V, ).
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3— La forme est définie positive si pour tous w € H ona :p(u,u) > 0 et
o(w,w) =0 si seulement si U = 0.

Un produit scalaire sur H est une forme sesquilinéaire, hermitienne, et définie
positive.

On note le produit scalaire sur H par (.|.).

Remarque 7.1.1 Si IK =R alors :

forme sesquilinéaire < forme bilinéaire

forme hermitienne < forme symétrique

Definition 25 (espace préhilbertien, Hilbert) On appelle (H,(.|.)) espace préhil-
bertien

On définit une norme sur H par || || = /(W | W) et donc une distance pard (u,v’) =

- =
v =]

On appelle espace de Hilbert un espace préhilbertien dont la norme associée en

fait un espace complet.

Definition 26 (espace métrique complet) un espace métrique (H,d) est dit complet

si toute suite de Cauchy de (H,d) converge dans (H,d).

7.1.2 Exemples de produits scalaires

Exemple 1 : Pour z = (z1,,,,2,) € R" et y = (y1,,,,yn) € R" le produit scalaire

usuel sur R” est défini par
(zly) = szyz
i=1

Exemple 2 : Pour f, g € L? (R",R), le produit scalaire usuel sur L? (R™, R) est défini

par

(flg) = - f(x)g(x)de.
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7.1.3 Relations remarquables dans un espace de Hilbert

a— Egalité du parallélogramme
1%+ I+ 17 =71 =2 (171 +1711°)
b— Identité de polarisation

@) =5 (I +71° - 17 - 7))

==

c— Inégalité de Cauchy-Schwarz
(@) < | IVl

Démonstration : Soit P (\) = |7 + A7||? ot A € R, la fonction P est positive et

en développant
P\ =(U + 27|70 +27) = (V|0) N +2(W|V) N+ (0| .

- Si (V| V) = 0g, alors ¥ = 0 et (' |7') = 0y, d’ott I'inégalité est vérifice.
- Si (V'|7") # Og, alors P est un polynome réel du second degré toujours positif.

Donc son discriminant est négatif ou nul
A =40V —4(T|7)(V|V) <0.

d’ou 'inégalité est vérifice. m
d— Egalité de la médiane

-, = 2

v+ w

2 — —
HW—ﬁmﬂm—wwzﬂﬁ— 4V
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Démonstration :

— | = 2 - _ 2 2 2
27 - 22| 2| | =Lew - @+ B+ LT - T
=@ -+ @ -+ (T - W)+ (@ - )
|7 -7+ |7 - @)

7.1.4 Vecteurs orthogonaux et sous-espaces orthogonaux

1—Deux vecteurs u et v de H sont dits orthogonaux si (w|v’) = 0, et on note

w L.
2—Deux sous-espaces vectoriels ' et G de H sont dits orthogonaux si V (, 7) €

FxG, W L7, etonnote FF L G.
3—Soit X C H. Onnote X+ ={% € HVu € X, W 1 7'} orthogonal de X.
4—Une famille (¥, ..., W ) de vecteurs de H est dite orthogonale si ¥(4, j) € {1, ., .,p}2avec7j +

j,ei 1 €;j.

Propriétés

Soient X et Y deux parties de H, F' et G deux sous-espaces vectoriels de H.
1-Si X CY ,alors YX C Xtet FC(FY)"
2 — X est un sous-espace vectoriel de H et (VectX)t = X+,

3—Si F est de dimension finie et (e, ..., e,) est une base de F alors
Fr={W € HVic{1,. . p},{(|e;) =0}

4—Si F et G sont orthogonaux, alors F NG = {0x}. On en déduit que F et F'* sont

toujours en somme directe.

5—Une famille orthogonale ne contenant pas le vecteur nul est toujours libre.
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6—Relation de Pythagore. Si (U, ..., @) est une famille orthogonale, alors

p
—
U

2
2
=D Il
i=1

i=1

Remarque 7.1.2 Dans la suite E =R" et IK =R

7.2 Produit scalaire euclidien

. . .7 —
Le produit scalaire euclidien de deux vecteurs u = (x¥, 2%, ...., 2"

eey n

),7 = (2¥, 25, ..

)

est un nombre réel égal au produit des modules de ces vecteurs par le cosinus de I'angle

qu’ils forment. On note ce nombre

n

(@, 0) =17 7| cos (W, T) = Y afay

=1
7.2.1 Angles non orientés de vecteurs

H
. . - = .
L’angle non orienté de deux vecteurs non nuls « , v de E est le réel

. (u,7)
U,V = arcCos | r—s,7=- € [O,ﬂ']
|7

7.3 Orthonormalisation de Gram-Schmidt

Théoréme 7.3.1 (Gram-Schmidt) Soit un espace vectoriel ﬁ avec 1 < dimE> < 00,

—
alors E posséde une (au moins une) base orthonormée.

Démonstration : On montre que le procédé suivant (dit procédé de Gram-Schmid)

ﬁ
fournit bien une base orthonormée a partir d’une base quelconque de E'.

H
. — — —
Donnée B = {uq, u3, ..., u, } une base quelconque de E.

68



S|

|

— =2 .
L-et w; = - 1 =2,..0

4l
— — —\ ——
Ui — Wi, Wj—1 ) Wj—1

Jj=2

—
On pose wi =

<

— — — ,
Alors {wy, ws, ..., w, } est une base orthonormée de F. m

7.3.1 Distance d’un point & une droite

Si A est un point et F' est un sous-espace de F, on appelle distance de A a F le réel

d(A,F)= inf {HWH}

MeF

Proposition 27 1. Soient A € E et H un hyperplan. On note A’ le projeté orthogonal

— s
de A sur H. Pour tout vecteur normal m a H, on a

d(A, H)=d(A,A) = M

é
7]
2. Supposons E muni d’un repére orthonormé B, Dans ce repére, soient (x;)._,les

coordonnées de A et soit
iy + oy o F Yy, 5 =0

une équation cartésienne de H. Alors

’061.731 + Qoxo + ..... + anx, + 5|
d(AH) = —— :
\/ozl +a;+ ... + az

7.3.2 Applications dans les espaces affines euclidiens
isomeétrie et similitude

Soit f un endomorphisme affine (f € A(FE)) d’un espace euclidien E. Il est naturel
de se demander si f préserve les notions typiquement euclidiennes, & savoir :

ey
1. la distance : a-t-on f(A)f(B)H = ||AB|| pour tous A, B € E?
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2. le produit scalaire : a-t-on <f(A)f(B), f(C)f(D)> = <A : CD> pour tous A, B,C, D €
E?

3. lorthogonalité des sous-espaces : a-t-on F' L G = f(F) L f(G)?

4. la perpendicularité des sous-espaces : a-t-on F,G perpendiculaires= f(F), f(G)

perpendiculaires?

Definition 28 (isométrie et similitude) Un endomorphisme affine (f € A(E)) mul-
tipliant la distance par un réel k > 0 s’appelle une similitude de rapport k. Une similitude

de rapport 1 s’appelle une isométrie.

Proposition 29 Soit f un endomorphisme affine (f € A(E)). On a

1- S§v [ est une isométrie affine, alors f conserve la distance, le produit scalaire,
l’orthogonalité et la perpendicularité.

2- Si f est ue similitude affine de rapport k > 0, alors f multiplie la distance par k,

le produit scalaire par k?, et elle conserve ’orthogonalité et la perpendicularité.

70



Chapitre 8

Exercices corrigés sur ’espace affine

Euclidien

8.1 Exercice composé

L’espace étant rapporté a un repére, soit A et B deux points quelconques de ’espace.

On considére les vecteurs
o (0,1,2), 7 (1,2,3),w (1,1,1), 7 (—1,0,1).

1) Montrer que les plans P (A, ', v) et P (A, w, 2') sont paralléles
2) déteérminer une base orthonormée de 'espace F' = vect {(0, 1,2,2),(0,1,0,1),(0,0,—1,1)}
3) Soit u et ¥ deux vecteurs libres. Montrer que @’ peut s’ecrire comme somme de

deux vecteurs u; et u3, avec u; colinéaire a w0, et (', uz) = 0.

Corrigé de ’exercice composé
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1) On a

=u N v

= (—1,2,—1)
—> _ —_
n

=wAx

= (1,-2,1)

Alors 7’ et 7’ sont linéairement dépendantes, donc les plans P (A, W, v') et P (A, w, )
sont paralléles

2) On détermine une base orthonormée de I’espace
F = vect {uy (0,1,2,2),u3 (0,1,0,1) ,u3 (0,0, —1,1)}

On utilise la méthode de Gram-Schmidt :

On pose
— U; o Z <UZ7 wj—1> Wj-1
m_ 111) 7etm_ ]:,2 72_2’3
] I
T Z <ul7wj—1> Wj—1
=2
Alors
v =10 122
e \Usss
o (0101 (0555) <O 2 2 1)
10,1,0,1) = (0,5,3.5)  \73 33
T = (0,0,—1,1) — ((0,0,0,0) + (0,2, -2, 1))
H(O’O’ 1’1)_((0’%7§’§)+(07§7_§>%))H
Alors

3) Soit u et v deux vecteurs libres. On montre que v peut s’ecrire comme somme
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. — — — e —> —
de deux vecteurs libres u; et ug, avec uj colinéaire & u', et (u’, uz) = 0.

— — .
Comme u et v sont deux vecteurs libres, on a

Vo e R, ¥ #auw

On pose
— —
— < u, v >—>
uy = — 2 u
]|
alors u; colinéaire & w. D’autre part
— — —
Uy = UV — Uy
= vV — > U
17|
Et
V=l +

On suppose que Ja € R, tel que ¥ = a7, alors

donc

(Ui + U3, u3) = (aW, uz)

=a (U, us)
=0
alors
(i + w3, u3) = (i, w3) + [[ws]|* = 0

par définition (uj,u3) = 0 donc ||us H2 = 0, alors u; = 6), alors u; colinéaire a ug
contradiction.
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