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Réesumeé

Dans ce travail, nous considérons un probléme classique mal posé au sens d’Hadamard
(la solution méme si elle existe et unique elle n’est pas stable), a savoir le probléme rétro-
grade pour 1’équation parabolique. Le probleme inverse de type parabolique a été étudié
par plusieurs auteurs et par l'utilisation de nombreuses méthodes au cours des quatre der-
nieres décennies. La plupart des travaux concerne les problemes paraboliques a coefficients
constant. L'objectif principal de cet mémoire est d’étudier un probleme parabolique mal-
posé a coefficient dépondant du temps. Par application de la méthode de la transformée de
Fourier et la méthode de régularisation avec des conditions auxiliaires modifiée, nous don-
nerons une nouvelle stratégie de régularisation pour le probléme considéré avec quelque
estimations d’erreurs.
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Abstract

In this work, we consider a classical problem ill- posed problem in the sense of Hada-
mard (the solution even if it exists and only it is not stable), namely the backward pro-
blem for the parabolic equation. The inverse parabolic-type problem has been studied by
several authors and by the use of many methods over the past four decades. Most of the
work concerns parabolic problems with constant coefficients. The main objective of this
dissertation is to study an ill-posed parabolic problem with a time-dependent coefficient.
By applying the Fourier transform method and the Modified Regularization Method with
Auxiliary conditions, we will give a new regularization strategy for the problem considered
with same error estimates.
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RESULTATS PRELIMINAIRES

1.1 Introduction

De nombreux problémes de la physique, chimie, biologie et de la géophysique sont mo-

délises par des systemes d’équations différentielles ou aux dérivées partielles qui décrivent
le comportement temporel ou spatio-temporel des inconnus du modele. La résolution de
ces équations constitue ce que l'on appelle le probleme direct. Cela ne peut se faire que
si tous les parametres du systéemes sont connus, les conditions initiales et aux limites, les
coefficients intervenant dans les équations, ainsi que le domaine spatial. Lorsque ['une (ou
plusieurs) des composantes du probléme est manquante 1’équation ne peut plus étre réso-
lue sans informations complémentaires et la résolution de I’équation n’est plus directe mais
inverse.
D’apres Jd.B.Keller [22], deux problemes sont dits inverses 'un de l'autre; si la formulation
de I'un met l'autre en cause. Une définition plus opérationnelle est qu'un probléme inverse
consiste a déterminer des causes d'un phénomene en fonction de I'observation de ses effets.
Ainsi, ce probleme est I'inverse de celui appelé probleme direct consistant a chercher les
effets a partir des causes qui sont observables. Par exemple, localiser l'origine d’un trem-
blement de terre a partir de mesures faites par plusieurs stations sismiques réparties sur la
surface du globe terrestre est un probleme inverse.

On peut décrire le schéma d’un probleme direct comme suit :

(entrée) input — processus — output (sortie)
cause — modele — effet

Si on symbolise les données d’entrées par x et le processus par K, alors le probleme di-
rect consiste a trouver Kx. Par conséquent, le schéma d’un probleme direct devient comme

suit :
input — processus — output

x o [K] -7

cause — modele — effet

Les problemes inverses peuvent étre classés en deux catégories : les problemes qui visent
a déterminer des conditions aux limites ou des sources inconnues, et les problémes liés a
I’estimation de parametres intrinseques du systéme. Le premier type de problemes apparait
des que la mesure directe de la grandeur physique étudiée n’est pas accessible en pratique.
Dans la deuxieme catégorie de problémes inverses, 'objectif est de déterminer a partir d’une
connaissance partielle de 1’état du systéeme, les parametres décrivant le modele physique.
Les problemes inverses sont multiples et leurs applications se retrouvent dans de nombreux
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1.1 Introduction Résultats préliminaires

domaines tels que l’électromagnétisme, la géophysique, I'imagerie médicale, la détection
des fissures, le controle non destructif, la mécanique des structures,...

D’apres la définition d’un probléme inverse, on peut voir que ces problemes risquent de
poser des difficultés particulieéres. En effet, il est raisonnable d’exiger qu'un probleme di-
rect soit : "les mémes causes produisent les mémes effets". Par contre, il est facile
d’imaginer que les mémes effets puissent provenir de causes différentes. Ceci illustre une
difficulté de ’étude des problemes inverses : ils peuvent avoir plusieurs solutions, et il est
nécessaire de disposer d’informations supplémentaires pour les différencier.

Une autre difficulté majeure dans 1’étude des problemes inverses est qu’elles néces-
sitent une bonne connaissance de problemes directs. Lorsqu’il est question d’identifier ou
de calculer une grandeur physique a partir d’observations (mesures), on est amené souvent
a inverser un opérateur (la résolvante qui donne la solution du probléme direct); cette in-
version généralement instable nécessite un traitement particulier. Il s’agit de techniques,
dites de régularisation, dont le but est de rendre le probleme étudié et rendre son
implémentations numériques réalisable, et ce en le perturbant légerement pour éliminer les
éléments responsables de I'instabilité.

Contenu du mémoire

Le mémoire est composé de trois chapitres.

B Dans le Chapitre 1, on rappelle certaines notions préliminaires fondamentales et les
ingrédients nécessaires du calcul différentiel pour 1’étude des problemes proposés, et
pour faciliter la lecture du mémoire.

B Le Chapitre 2, traite un probléeme de la chaleur mal posé, ou 'objectif d’étude est
d’étendre la méthode de régularisation par des conditions auxiliaires a certaines
classes de problemes linéaires paraboliques a coeficients dépendant du temps. En
utilisant une variante modifiée de la méthode de régularisation par des conditions
auxiliaires, on construit une famille de problemes bien posés, qui approchent le pro-
bleme traité, et on montre la convergence de cette procédure de régularisation.

B Dans le Chapitre 3, on propose ’étude d’un probléeme inverse non linéaire engendré
par une équation parabolique a coefficients dépendant du temps. On montre que ce
probleme est fortement mal posé et on propose une méthode de régularisation basée
sur la méthode modifiée de régularisation par des conditions auxiliaires.

B Ce travail se termine par une conclusion et quelques pespectives

1.1.1 Problemes bien et mal posé

En étudiant la résolution des équations aux dérivées partielles, le mathématicien Jacques
Hadamard (1902) a exprimé le concept de probleme bien-posé. Nous allons voir une défni-
tion précise cidessous sous la forme de trois conditions. Ces conditions refétent les contraintes
pour qu'un modele en physique mathématique ait un sens et conduise a une résolution rai-
sonnable du probléme qui représente.

Wf Haridi.B 4 Probléme mal-posé



Résultats préliminaires 1.1 Introduction

Soient X et Y deux espaces métriques, A : X — Y un opérateur. Considérons I’équation :

Ax:y, (1.1)

ou x est 'inconnue, y est la donné (généralements des mesures expérimentales)et A: X — Y
est un opérateur d’un espace X vers un espace de Y.

Notons que plusieurs problemes physiques se ramenent a une telle équation . Selon Ha-
damard [9], on dit que le probleme (2.15) est bien posé si les trois conditions suivantes sont
vérifiées :

1. La solution x existe c’est a dire pour tout y dans Y, il existe au moins un x dans X tel
que Ax =y (Surjectivité de A).

2. La solution x est unique c’est a dire pour tout y dans Y il existe au plus un x dans X
tel que Ax =y (Injectivité de A).

3. La solution x est stable dépend continiiment de la donnée p c’est a dire toute petite
perturbation des données y implique une petite variation de la solution x

ce qui équivalent a dire, le probléme est bien posé si :
1. Aest surjectiveEI
2. Aest injectiveE]
3. A7! I'inverse de A est continu sur Y.

e La non existence de la solution dans un certain domaine nous conduit a utiliser une tech-
nique de relaxation qui consiste a transformer des contraintes fortes en des contraintes
moins fortes afin d’élargir le domaine d’existence pour avoir une solution.

e Certains problemes peuvent avoir plusieurs solutions, il est donc nécessaire de dispo-
ser d’informations supplémentaires (ou conditions) pour discriminer entre elles et choisir
une solution convenable.

e Le choix des espaces de départ et d’arrivée X et Y est bien sur trés important dans
cette définition. La stabilité est une condition primordiale, En effet, s’il y a un probleme de
stabilité, le calcul numérique de la solution peut devenir impossible a cause des erreurs de
mesures ou d’arrondis.

Prenons par exemple la résolution du systeme suivant :

12x; +11x, = 23
13x; +12x, = 25.

Ce systéme a pour solution x; =1 et x, = 1. Si on introduit une perturbation dans la matrice
des coefficients, par exemple

12.05x; + 11x, = 23
13x; +11.95x, = 25,

qui a pour solution x; = 0.15 et x, = 2.25, solution fort différente de la précédente. Une
petite perturbation de A entraine une grande perturbation de x. Ce probleme est donc mal
posé car la troisieme condition n’est pas satisfaite. Dans ce cas-ci, on dit que la matrice A
est mal conditionnée.

1. Une fonction f :E — F est dite surjective si, pour tout élément y de F,I’équation y = f(x) admet toujours
au moins une solution x appartenanta E
2. f estinjective si pour tous a,b de E, f(a) = f () entraine a = b.

W Haridi.B 5 Probléme mal-posé



1.1 Introduction Résultats préliminaires

Plusieurs problemes physique ne vérifient pas forcément ces conditions simultanément,
alors au moins l'une des trois conditions n’est pas vérifiée, et le probleme est dit mal
posée.

La réalité expérimentale montre que les problémes inverses sont le plus souvent mal-
posés car ils ne répondent pas a la troisieme condition (la stabilité). Le probleme est instable
quand de petites variations sur les données entrainent des grandes variations sur la solution.
Cette stabilité est liée au systeme étudié et va indiquer la robustesse de I'inversion face aux
problémes de bruits de mesures.

En mathématique, la régularisation est une procédure qui consiste a modifier un pro-
bléme mal posé par un autre probleme qui lui est proche (dans un sens) et qui possede de
bonnes propriétés ( ) rendant son étude théorique et numérique plus aisée.

Dans la littérature mathématique, plusieurs méthodes de régularisation ont été utilisées
pour résoudre certains problemes de Cauchy mal posés. Parmi elles, on cite :

e Laméthode de quasi-réversibilité, introduite par Lattes et Lions (1969)[15]], qui consiste
a transformer le probleme de Cauchy mal posé d’ordre 2 en un probleme différen-
tiel d’ordre plus élevé (d’ordre 4), en perturbant 'opérateur-coefficient de
I’équation. Cette méthode a été ensuite reprise par plusieurs auteurs pour résoudre
le probléeme de Cauchy, notamment : Klibanov et Santosa [18] et plus récemment
Bourgeois( [20]],[21]]).

La méthode de quasi-réversibilité modifiée qui a été introduite par Gasjewski et déve-
loppée par plusieurs auteurs dont N. Boussetila et F. Rebbani [2].

e La méthode de régularisation de Tikhonov [19] est la méthode de régularisation la
plus ancienne. Elle consiste a transformer le probléme original mal posé en un pro-
bleme de minimisation.

e La méthode itérative de Kozlov et al.[14] est basée sur une procédure itérative. Elle
consiste a résoudre une suite alternative de problemes avec conditions
aux limites mélées jusqu’a satisfaire un certain critere d’arrét. La solution approchée
converge pour des données compatibles, vers la solution du probléeme de Cauchy
considéré.

e La méthode de régularisation par les conditions non locales "Quasi-Boundary-Value
Method" introduite par Showalter [16]. L'idée dans cette méthode est de remplacer le
probleme mal posé par un probleme , dans lequel on perturbe la condition
finale en la remplacant par une condition non-locale dépendant d’un petit parameétre
a. Elle a été utilisée par plusieurs auteurs, comme D.N. Hao [10].

1.1.2 Exemples de problémes mal pose

Dans cette section nous présentons quelques problémes inverses mal posé, et nous indi-
quons laquelle des conditions de Hadamard n’est pas véifiée :

Exemple 1.1.1. (Probleme de dérivation)

La différentiation est 'intégration sont deux problémes inverses I'un de l'autre. Il est plus
habituel de penser a la différentiation comme probléme direct, et a I'intégration comme probléme
inverse. En fait, I'intégration posséde de bonnes propriétés mathématiques qui conduisent a le
considérer comme le probléme direct. Et la différentiation est le (prototype ) du probléme mal
posé, comme nous allons le voir.

Wf Haridi.B 6 Probléme mal-posé



Résultats préliminaires 1.1 Introduction

Considérons l'espace de Hilbert L*(Q)), et 'opérateur intégral, est définie par :

Af(x) =f0 F(0d

il est facile de voir que cet opérateur est injectif et que A € L*(0,1) par contre son image est le sous
espace vectoriel

R(A) ={ueH'(0,1), u(0)=0},
ot H(0, 1) est I'espace de sobolve, en effet I'équation Af = g est équivalente d :
fx)=g(x), etg(0)=0.

L'image de A n’est pas fermée dans L*(0,1), en conséquance, l'inverse de A n’est pas continu sur
LZ(O, 1), comme le montre le contre exemple suivant :
Considérons une fonction f € C'([0,1]) et n € N. Soit

Ful) = F0) + - sin (7,

on
falx) = f (x) + ncos (n’x),
d’on
1.1 . .
If = full2 = E(E - ESIH(Zn )2 —0,
mais o 1
’ ’ . 1
”f _fn||2 = E(E — ESIH(2H2))2 — 0.

Donc la différence entre f et f, peut étre arbitrairement grande, alors que la différence entre f et
f, est arbitrairement petite.

Exemple 1.1.2. considérons l'espace de Hilbert £? de dimension infinie tel que :

[ee] o0
1
X = (X1, X900, Xpy ) € 02 = lez < 400, et ||x]|p2 = (szz)z
i:l 121

Soit A : €% —> €2 un opérateur diagonale dans €? tel que

X7 X
Ax = (x,=,..., 2, ..),
2 n

considérons le probleme :
Ax =7,

I'inverse A™! de A est donné par

A’ly = (11,292, 00y NYyy, ..0).

Donc on a Uexistense de la solution de ce probléme pour un certain y € €2, et on peut encore
montrer facilement 'unicité de la solution.
Prenons maintenant

1
=(0,0,..,—,0,...),
yn ( \/E )

W Haridi.B 7 Probléme mal-posé



1.1 Introduction Résultats préliminaires

donc
Ay, =(0,0,.,Vn,0,..).

L 0 lorsque n tend vers +co mais lA= y,lle2 = Vit — +oo lorsque n tend vers +co.

I9aller = 3=

Donc on a pas la stabilité de la solution d’oui le probléme est mal posés.

Exemple 1.1.3. (Probléme du Potentiel) Supposons un corps D C R® avec une densité p(x) oil
x € R3 ce corps génére un potentiel
u(x) :J ﬂd;j (1.2)

p 4mllx =yl

On consideére le probléme inverse suivant

"Trouver la densité p(x), étant donné le potentiel u(x) pour x € B;e = {x,|x| > R} loin de
D.” Sachant qu’une masse ponctuelle m est une masse uniformément distribuée dans une boule de
rayon R génére le méme potentiel u(x) = ﬁ donc il n’est pas possible de déterminer d’une maniére
unique p(x) en mésurant u(x) ce probléme est donc mal posés, car la deuxiéme conditions de
Hadamard n’est pas véifiée.

Exemple 1.1.4. (Equation de la chaleur) On considére une tige en métal de longueur 1 dont les
deux extrémités sont maintenues a la température 0, a chaque instant t € (0, T), la température de
la baguette a la position x est présentée par u(x,t).

Etant donnée une température finale

u(x,T)=¢(x), x€(0,mn)

on cherche a expliciter la distribution initiale uy = u(x,0). C’est le probleme de Cauchy pour
Iéquation de la chaleur, ce dernier s’écrit sous la forme

Ju Jdu?
——-—=0, 0<x<m,0<t<T,
dt  dx? T
w(0,8) = u(,t)=0, 0<t<T, (1.3)
u(x, T) = ¢(x), 0<x<m.
Par séparation de variables, on peut montrer que la solution du probléme est donnée par
u(x,t) = Zexp(—tn2)¢nsin(nx),
n=1

oup, = % Ion uy(v)sin(ny)dy. Donc on doit déterminer uy = u(.,0) a partir de I'équation intégrale

TC
u(x,T)=q@(x) = %L K(x,v)ug(y)sin(ny)dy, si0<x<m,

ot
K(x,t) = Zexp(—nzT)sin(nx)sin(ny).
n=1
Ainsi u est solution du probleme si et seulement si @ satisfait I'équation de Fredholm de
premiére espéce
Lug = o,
ot L est lopérateur intégral de noyau K(.,.). Comme L est compact, L™! n’est pas borné. Alors le

probléme est mal posé.

Q%{ Haridi.B 8 Probléme mal-posé



Résultats préliminaires 1.2 Applications

Exemple 1.1.5. (Probleme de Cauchy pour l’équation de Laplace) Soit le probléme suivant

au(x,v) =0, (x,v)eRx(0,00),

(1.4)

ou p(x) = %sin(nx), n>0.

Le probléeme de Cauchy a pour solution la fonction
1 . .
u(x,y) = Fsm(nx).smh(ny).

On a ¢ — 0 lorsque n — oo tandis que u(x,y) peut étre arbitrairement grand quand n prend
des valeurs suffisamment élevées. La solution du probléeme ne dépend pas continiiment des
données initiales. Donc le probleme est mal posés.

1.2 Applications

L”etude des problémes inverses a connu un développement trés important au cours des
dernieres années. Cela est di a la richesse du sujet et au fait que ces problemes sont réelle-
ment présents dans de nombreux domaines, nous pouvons entre autres citer :

1. L'imagerie médicale (échographie, Scanners, ...),

L’ingénierie pétroliére (Identification de perméabilité,magnétisme,...)
L’hydrologie

La chimie (Détermination des constantes de réaction)

Le radar (Détermination de la forme d’un obstacle)

L’acoustique sous-marine

N o w0

Mécanique quantique (Détermination du potentiel)
8. Traitement d’image (Restauration d’images floues)

Les problemes inverses constituent donc I’'un des sujet ou le lien entre la théorie mathéma-
tique et la pratique est le plus fort.

1.2.1 Imagerie

Regardons de maniere simplifiée comment fonctionne la tomographie a Rayons X. L'ob-
jet a analyser est décomposé de maniere théorique en (pixels). Il est donc divisé en m lignes
et n colonnes, ce qui fait m x n pixels, tous caractérisés par un coefficient d’atténuation du
rayon X. Le but est de retrouver ces coefficients. En envoyant un faisceau de rayons X sur
I'objet dans une direction précise, par exemple le long des lignes, chacun des m détecteurs
mesure l'intensité apres propagation du rayon le long des lignes, i.e. apres avoir traversé n
pixels. Nous avons ainsi m mesures. La méme opération est réalisée n fois avec des angles
différents. Nous obtenons m x n mesures dépendant de nos m x n coefficients d’atténuation
a trouver. C’est un probleme inverse.

W Haridi.B 9 Probléme mal-posé



1.2 Applications Résultats préliminaires

De maniere tout a fait générale et théorique, le but de la tomographie est de reconstruire
une fonction f a partir des observations de ses intégrales sur des hyperplans. Ce probléme
de reconstruction apparaft dans de nombreux domaines de I’imagerie médicale a la théorie
du radar, en passant par la géophysique. L'un des premiers cas ou ce principe est apparu
est la radiologie par utilisation de rayons X. Le principal outil mathématique utilisé pour
la tomographie est la Transformation de Radon, qui a une fonction f fait correspondre les
intégrales sur des hyperplans. La transformée de Radon d’une fonction f est définie par

Rf(w)zj( S,

ouucRetseS%! estla sphere unité et(.,.) est le produit scalaire de R4, Ainsi, Rf(s,u)
est I'intégrale sur I’hyperplan défini par (s, u). La tomographie est un probleme inverse mal-
posé ou l'opérateur a inverser est la transformation de Radon. Notons qu’il existe de tres
nombreux modeles différents, qui dépendent du domaine considéré et de la complexité dé-
sirée dans la modélisation Les images numériques obtenues sont souvent dégradées par un
bruit additif et un opérateur (flou). Lopérateur de flou donne une image observée y, modé-
lisée par une convolution discréte bidimensionnelle

n—1 t-1

(i, j) = Zx(kil)h((i_k)modw(j_l)modn)-

k=0 k=0

A partir de y, on cherche a retrouver x. C’est donc un probleme de déconvolution aveugle a
deux dimensions.

W'Haridi.B 10 Probléeme mal-posé



PROBLEME MAL-POSE
ABSTRAIT

2.1 Position du probleme

Soit A un opérateur positif (A > 0 > 0) auto—adjoint,lﬂ linéaire borné sur un espace de
Hilbert séparable (H,(.,.)) tel que A est le générateur d’un semi-groupe de contraction et
compact

On considere le probléme a valeur finale suivant qui consiste a trouver u : [0,T] — H :
tel que

{ u;+Au(t)=0, tel0,T] 2.1)

u(T)=g.
Avec g € H une fonction donnée. On suppose que 0 € p(A)EI et que A~ est compact auto-
adjoint . Soit ¢, une base orthonormée des vecteurs associée aux valeurs propres A, de Ai.e
Ap, = A,@,. On suppose que
0<d0< A <A< Az...<lim A, = +o0

n—-oo

Formellement la solution de (2.1) si elle existe, elle s’écrit sous la forme
u(t) =exp(A(T —t))g. (2.2)

C’est un probleme mal posé du fait que si la solution unique existe sur [0, T], elle ne dépen-
dra pas nécessairement, continiment de la donnée finale g.

2.2 Probleme mal-posé a coefficient indépendant du temps

En mathématique, la régularisation est une procédure qui consiste a modifier un pro-
bleme non régulier par un autre probléme qui lui est proche (dans un sens) et qui possede
de bonnes propriétés rendant son étude théorique et numérique plus facile.

En d’autres termes, régulariser un probléeme mal-posé c’est le remplacer par un autre
bien posé de sorte que 'erreur commise soit compensé par le gain de stabilité.

Dans la littérature mathématique, plusieurs méthodes de régularisation ont été utilisées
pour résoudre certains problemes mal poses a titre d’exemple citons :

1. On dit que 'opérateur A est auto-adjoint si et seulement si A = A* c-a-d Vx,v € E (Ax,v) = (x, Ap)
2. Un opérateur A est dit compact si toute suite borné (f,;) de D(A) contiénne une sous-suite (f,x) pour
laquelle (Af,k) est convergente sur H.

3. p(A) ensemble résolvant de A (L'ensemble des points réguliers) :p(A) = {/\ e R/(A-AI)7! existe et borné}

11



2.2 Probléme mal-posé a coefficient indépendant du temps Probléme mal-posé abstrait

2.2.1 Reégularisation par perturbation de l'opérateur

D’apres 'expression et puisque A > 6 > 0, le terme 4T~ — co. Donc I'idée glo-
bale consiste a remplacer I'opérateur A par une suite d’opérateur (A,) dépendant d’un petit
parametre «, appelé parametre de régularisation, parmi ces méthodes de régularisation
nous citons

e Méthode quasi-réversibilité : Initialement introduite par Lattés-Lions 1967[15]] consiste
a transformer le probleme de cauchy mal posé d’ordre 2 en un probleme bien posé
d’ordre plus élevé (d’ordre 4). L'idée principale consiste a remplacer l'opérateur A
par A, pour obtenir un probleme inverse bien posé, le probleme devient :

{ ul +Au®(t)=0, te[0,T]
(2.3)

u(T)=g.

Ensuite, en utilisant les informations sur la solution du probleme perturbé et la ré-
solution du probleme d’origine, nous obtenons un autre probleme bien posé et cette
solution peut parfois étre considérée comme la solution approximative du probleme
mal posé.

Dans la méthode d’origine, R.Lattes et J.L.Lions ont proposés A,(A) = A — aA? voir
[15]

Gajewski a proposé g,(A) = A(I + aA)~! voir [6]

v

v

v

Dans [17]] de K. Miller a introduit une approximation plus générales, en remplagant
l'opérateur A par f(A) et a imposé de certaines conditions sur la fonction f pour
améliorer l'ordre de convergence.

N.Boussetila et F.Rebbani A, = —Pl—T In(a +e=PTA) 2]

v

2.2.2 Reégularisation par perturbation des conditions initiales ou aux limites

Un probleme similaire a était traité d’'une autre maniere, en perturbant les condition et
parmi cette méthode de régularisation on citons
méthode des valeurs aux limites auxiliaires
En 1983, Showalter [16] a présenté une méthode appelée quasi-boundary value(Q.B.V mé-
thode) pour régulariser le probleme homogene linéaire(L) qui a donné une meilleure esti-
mation par rapport a la méthode quasi-réversibilité. L'idée principale de cette méthode est
d’ajouter un «correcteur» approprié dans les données finales i.e on perturbe la donnée finale
pour former une famille de problemes dépendant d’un petit parameétre.

e Elle a été développée dans les travaux de G. W. Clark -S. F. Oppenheimer [3] et M.
Denche-K. Bessil [4]

e Aussi dans le travail de A. Benrabah et N.Boussetila [5] qui sont approchés le probleme
inverse harmonique suivant

Tw=Aw= Wyyyy(%,9) + 20y (X, 9) + Waxan (%,9) =0, (x,9) €Q, (2.4)

wlx:O =0, Aw|x:0 =0, w|x:7'c =0, Awlx:n =0, (2-5)

W'Haridi.B 12 Probléeme mal-posé



Probléme mal-posé abstrait 2.3 Probléme rétrograde a coefficient dépendant du temps

dw
'W|y:0 =0, a—|y:0 = f(X), 0<x<m, (26)
y
dAw
Awly—¢ =0, a—yly:g =g(x), 0<x<m, (2.7)
Par le probleme perturbés suivant
A (x,9) = 0, (x,9) €,
w?(0,v) = Awd(0,v) = 0, 0<y<Y{,
wi(1,y) = Awl(m,p) = 0, 0<y<{,

awg(x,O) 8wg(x,€) s
Iy +a Iy = f%x), 0<x<m,

AW (x,€) i a AW (x,0) _
Iy 9y

wg(x, 0)=0,

Awg(x,K) =0,

2.2.3 Perturbation de l'opérateur et les conditions du probleme

Dans le but d’améliorer 'ordre de convergence, cette méthode combine les deux tech-
niques de régularisation précédentes. On perturbe 'opérateur et une condition au limite ou
initiale du probléeme a la fois. Donc on obtient un probléme régularisé qui dépend de
deux parametre de régularisation.

Parmi les utilisateurs de cette technique

e A. Benrabah, N.Boussetila et FRebbani [1] qui sont approchés le probleme :

u”(t)—Au(t)=0, te(0,T),
(A) u(0)=¢q,
u’(0)=0,
par le probleme perturbé suivant :
ul(t)—Asus(t)=0, te(0,T),
(Ag) Bus(0)+uy(0) =g,
u;(0) =0,

ol l'opérateur A est remplacé par A, = A(I + aA)~! et la condition initiale u(0) = ¢ est
remplacé par u(0)+pu(T)=¢,oua>0,>0eto =(a,p).

2.3 Probleme rétrograde a coefficient dépendant du temps

Soit Q =R x[0,T], ou T est un réel positive.
On considere le probleme rétrograde suivant :
Ju? du

Syt =alt)—=(

x,t), (x,t)€Q,
(P) 8x2

u(x,T) = g(x).

WHaridi.B 13 Probléeme mal-posé



2.3 Probléme rétrograde a coefficient dépendant du temps Probléme mal-posé abstrait

Ou a(t) and g(t) sont des fonctions données.
Hypothese

Vte[0,T] a(t)>0

Notation
On note

t
1

Remarque 2.3.1. I"équation aux dérivées partielles dans (P) est équivalente a

du?
— %2 (x,t)—a(t)a (x, 1)
a(t) dx? AT
du 1 Ju?
— E(X, t)— MW(X, t) =0
—_——
A(t)
du
— E(x, t)+A(t)u(x,t) =0.

Alors le probleme (P) est un cas particulier du probléme (Py(t)) suivant :

(Paco) {

us(x, t)+ A(t)u(x,t)=0, t€[0,T],xeR,
u(x, T)=g(x), x eR,

ou A(t)u(x,t)= —L)uxx(x, t). (*)

a(t

2.3.1 Détermination de la solution

Soit h e Lz(R), la transformée de Fourier de la fonction h, notée hou F est donnée par:

F(h) = e I (x (2.9)

= G e

Si de plus /i € L'(R), alors d’aprés la formule d’inversion partielle on a :

h(x) e Nz (2.10)

e

Pour une fonction de deux variable, u : (x,t) — u(x,t) la transformée de Fourier de u par
rapport a x est donnée par :

(x, t)(z) = 7%y (x, t)dx. (2.11)

ek

W'Haridi.B 14 Probléeme mal-posé



Probléme mal-posé abstrait 2.3 Probléme rétrograde a coefficient dépendant du temps

Donc de la méme manieére :

1 izx
u(x,t)= \/T_n jRe u(z)dz. (2.12)

En appliquant la transformée de Fourier par rapport a x sur (P), on obtient :

(Po) F (1 (x,1)(2) = F (alt)uy(x,1))(2), (x,1)€Q,
7 F (u(x,T)) = F (g(x)).

Remarque 2.3.2. 1. ge L}(R).
2. F(uye(x,1))(2) = =22 F (u(x, 1)) = =z°Ul(x, t)(2).

3.
F(uy(x,1)(z) = \/%je-iz up(x, t)dx

d

_ %Ja_( P (x, 1))dx

a 7IZX
_ v_—a_ f
J
= @u( ’ )

D’apres la remarque (2.3.2) le probleme Fr) devient

{ ~2%1(x, 1)(2) = a(t)if (%, 1)) (2), (x,1)€Q,
ulx, T)(z) =g(2),

{ —22u(x, t)(z) = a(t)7 (x,1)(z), (x,t) e Q,
ﬂxf T)(Z) = ?(Z),

=— (x,t)eQ,

WHaridi.B 15 Probléeme mal-posé



2.3 Probléme rétrograde a coefficient dépendant du temps Probléme mal-posé abstrait

Puis on integre par rapport a t de 0 a t,on obtient :

?

P (x,5)(2) 2 |
o 2 —d
mem Zﬁmas

t

In|i(x,s)|| = -z%F(t)
0
In|i(x, t)| - In[@(x,0)] = —z%F(t)
ulx,t)| _ 2
In 7,?()(,0)’ = -z F(t)
f[(x,t) _ e—zzF(t)
ux,0)
wxt) = ulx,0)e = F0, (2.13)

On remplace t = T et on utilise la condition final on obtient :
ux, T) = ulx, O)e_zzF(T)
gz) = wx0e D
u(x,0) = ﬁz)ezzP(T). (2.14)

En combinant (2.13)) est (2.14) on obtient :
u(x,t) = if(x,O)e*ZzF(t)

= 3 Z)ezzF(t)e—zzF(t)
= 3 Z)eZZ(F(T)—F(t)).
Par la formule d’inversion de Fourier :
1 2 .
ux t) = — | & FOFgz) e¥dz. (2.15)
V271 j}R

2.3.2 Méthode de régularisation par les conditions
auxiliaires(non-locales)

L’idée de base, dans cette méthode consiste a remplacer la condition final u(x, T) = g(x),
par une condition de la forme

u(x, T)+eu(x,0) = g(x). (2.16)

Ou ¢ est le parametre de régularisation (1 > ¢ > 0). Puisque la solution dépend de ¢, notons
u(x,t) = u.(x,t), alors avec (15) le probleme (P) devient (P,) comme suit :

2
(P.) %ug(x,t):a(t)%ug(x,t), (x,t)€Q,
ug(x, T)+ eue(x,0) = g(x), xeR.
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Probléme mal-posé abstrait 2.3 Probléme rétrograde a coefficient dépendant du temps

Par application de la transformée de Fourier par rapport a x, la solution du probleme (P,)
est donnée par :

1 ezzF(t) )
1zZx
N £+622F(T)§(z) e'**dz.

ug(x,t) = (2.17)

Par application de la méthode de la transformée de Fourier et de la méthode de régu-
larisation modifiée par des conditions auxiliaires, nous donnerons deux méthodes régula-
risation pour le probleme (P). Une estimation d’erreur entre la solution régularisée et la
solution exacte est donné dans ce chapitre.

2.3.3 Premiere méthode

Cette méthode consiste a remplacer la solution (2.15) par :

ug(x, 1) = 2(z) e'**dz. (2.18)

1 ezzF(t)
\V2m JR ez2 + =2 F(T)
2.3.4 Seconde méthode

Cette méthode est basée sur la méme idée développée dans la premiere méthode avec
une petite modification en introduisant le parameétre m. la solution régularisée est donnée
par:

+m1)

1 ezz(F(t) izx
ve(x,t) = — J‘R T v g(z) e'**dz, (2.19)

on note par u,,la solution exacte et u,, v, les solutions régularisées.

Remarque 2.3.3. 1. On note g, la donnée mesurée de g. Vérifiant ||g — g.|| < &, o1t € est le
niveau de bruit.

2. On doit montrer que les solution données par et vérifient les relations sui-
vantes :

||u£(gs)(-ft)_uex('lt)HZ < Cie'hl(s)r (2'20)

ott hy(¢) — 0 quand ¢ — 0.

||Ve(gs)(-lt)_uex('ft)HZ < Cée'hZ(E)l (2'21)

ott hy(e) — 0 quand ¢ — 0.
Pour montrer les deux estimations et nous sommes besoin de quelques lemmes :

lemme 2.3.1. Soit (0 <e<M)et f(y)=
Alors on a

ey+eIM”

M M
for= 3 +In(M) = eln (M)

WHaridi.B 17 Probléeme mal-posé



2.3 Probléme rétrograde a coefficient dépendant du temps

Probléme mal-posé abstrait

Démonstration. 1l est clair que lim f(y) =0, puis en dérivant f par rapporta y:

[y|—>c0

Alors

lemme 2.3.2. Soient 0 <t <s <M,

inégalités suivantes :

=
=
=

l

-

A

<
Il

O]

0<e<MetyeRet My =max{l, M} alors on a les

(s—t-M)y? Mo
e t=s
(a) gy2+e_My2 = 1[é I'l( < )]
2
e’ M s
b) ——— <M;[eln(—)]™
O e SMileln ()
Démonstration. (a) On a
els—t=-M)y? _ els—t=-M)y?
ey? + oMY (€92 + e™MP?) 5 (ep2 + ¢~ My?) "
e s—t—-M)y?
<
(e=MY*) 5T (ep2 + oMY )i~
_ 1 M M
24 eMy?
el
<
sln(%)
s—t
M\17
< M1 [aln(—)] ,
€
ou M; = max{1, M}. O
%Haridi.B 18 Probléme mal-posé



Probléme mal-posé abstrait 2.3 Probléme rétrograde a coefficient dépendant du temps

(b) Posons N = s, on obtient directement

sl

lemme 2.3.3. Soit ¢ €]0,F(T)[, g1, & € L*(R) et u.(gy), u.(g,) deux solution données par la
formule en fonction des données finales g et g, respectivement. Alors on a l'estimation :

e(s_t_M)yz
<

ep? + eMy?

F(H)—F(T)

)= g2 < T et 2| - ot

otl ||| est la norme dans L*(R) et Ty = max{1,F(T)}.

Démonstration.

7 (81)(r £) = 1 (g2) (- 1)II3 J;Q 1 (81)(2, 1) — (g2) (2, 1) *dz

2
dz

ez2 + e F(T)2?

e—zzP(t)
Jﬁ—————4ﬁw—@m>
R

i FiHT)

< [TO gln(@)] " ] L@@(z)—fg\z(z)Izdz
: F(T)\] Fo

< [To 5111( )] ] 181 (2) - (2%

&

Donc, on obtient :

E(t)-F(T)

[ (81)( £) = Ue(&2) (., B)ll2 < To[eIn (F(T)/e)] 7™ |81 — &2l

finalement, d’apres le théoréeme de Plancherel, on obtient :

E(t)-F(T)

llue(81)( 1) = ue(£2)( t)ll2 < To[eIn (F(T)/e)] 7™ |81 — &2l

O]

lemme 2.3.4. Soit ¢ €]0,F(T)], m> 0 g1,8> € L*(R) et v.(g1), ve(g2) deux solutions données
par la formule en fonction des données finales g1 et g, respectivement. Alors on a I'estima-
tion :

F(t)-F(T)

F T +m F(T)+m
a%LL%—Jﬂ g1 - gl

ot ||.||, est la norme dans L*>(R) et T,, = max{1,F(T) + m).

[ve(g1)(8) = ve(&2)( )ll2 < Ty
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2.3 Probléme rétrograde a coefficient dépendant du temps Probléme mal-posé abstrait

Démonstration.

I7(81)( 1) =Te(g2) (. )l = Llﬂ(gl)(z;t)—@(gz)(z,t)lzdz

—z2(F(t)+m)
J.

2
dz

e
22 + g~2H(F(T)+m

(& () -B(2)

E(T)+ m\] o |
+m +m o _—
g [Tm[eln(—) ] f|g1<z>—gz<z>|2dz
& R
E(T)+ m\] o |
+m +m _ _—
< [Tm[eln(T) ]||g1<z>—gz<z>n2.

Donc, on obtient :
F(t)=F(T)

1728100 )~ T (g2)( DB < T, eln(<P<T) + m)/e)] i -3l

finalement, d’apres le théoreme de Plancherel, on obtient :

E(t)-F(T)

0e(81)( £) = ve(2)( Dll2 < T e1n (P(T) v m/e)] g - galla

O
A partir de(2.18) nous construirons la solution régularisée correspondant aux données
mesurées

T.(z)e'*dz, (2.22)

\/271.[11@822+e‘z 2F(T) &

et la solution régularisée correspondant aux données exactes

Uue(ge)(x,t) =

uE (gex)(xr )

- izx
NGT J;R — e_zzF )gex(z) e'**dz. (2.23)

Nous obtenons l’estimation

Il (8e) (s £) = tex (-, )l

e (ge) (1) =t (ex) (s ) + e (Gox) (s E) —tex (-, B2

=0
ll16(8e) (s £) = e (8ex) (o D)ll2 + 1146 (Gex) (s £) = thex (-, )12,

IA

d’apres le théoréme de Plancherel, on obtient :

””e(ge)('! t) - uex(-t t)||2

< ”il\é(gé)(’ t) - i‘\s(gex)('r t)”Z + ”il\e(gex)('l t) - il\ex(-r t)||2' (2-24)
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Probléme mal-posé abstrait 2.3 Probléme rétrograde a coefficient dépendant du temps

Théoréme 2.3.1. Posons ¢ €]0,F(T)], upy(.,t) € L2(R)Yt € [0,T), g gex € L*(R) tel que
lge — Qexlln < e et 0<Q= lezzezzF(T)Zg\ex(z)lzdz. On obtient

lle(8e) (1) = thex (s )2 < To(1 + @)[Sln (F(T)/é‘)] ,

pour tout t € [0, T, avec Ty = max{1,F(T)}.

Démonstration. De posons g; = g. etgr = gy Ona

F(t)-F(T)

F(T)
”ue(ge)('rt)_ue(gex)(':t)lb < To[€ln(F(T)/€)] ”gs_gex”Z
~—_———
<e
F(t)-F(T)
F(t)-F(T) F(T)
< The D e[ln(P(T)/e)]
F(t) F(T) w
< TosF(T>eF<T)8[1n(F(T)/e)]
. g
F(t
< TOSF(T)[IH(F(T)/S)] , (2.25)
d’autre part on sait que
1 [ ;
ﬁ\ex(x,t) = \/T_T( Rezz(F(T)—F(t))zg‘ex(z)elzxdz
J
1 ezz(F(T)A i
= o Je e Lex(z)e**dz
J
1 (e F_
= Nor Re_zzp(T)gex(z)e dz. (2.26)
J
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2.3 Probléme rétrograde a coefficient dépendant du temps Probléme mal-posé abstrait

Alors d’apreés (2.15) et (2.26)

2
e 2 F(t) . e _

“”s(gex)(-: t) - uex('l t)”z = €Z2 + e_ZZF(T)gEX - e_zzF(T)gex
B 1 1
T g2 o 2E M) (1) |8ex€

—zzF(T) gzz_e—zzF(T)A _2F

" | (e22 + e 7FM)e2F(T) 8ex€

ez2e# F(T) _22E (1)

ez2 + e~#F(T)
2
ez2e 2 F(t)

_ — 2?F(T)
- éz2+e‘22F(T)gexe
—2z2F(t)
_ 2 2°F(T)=
C Jez2 462 F(m) % ¢ Bex
E(t)-F(T)
2 22F(T)=
< |Toleln(F(T)/e) ellz7e Lox
( s
F(t)
< TheH >[ln(F(T)/e)] 227 F(T) 1Tl
Donc
(1)-F(
— — = 2 2R
”us(gex)(-;t)_uex(-rt)” = Toef™ ln(F(T)/g) |Z &ex
2
_ L E(H)-F(T) s 4l
o o ,202°F(T) ?
= TyeFD|In(F(T)/¢) Qx| dz
L i R
L E()-F(T)
E(1) F(T)
= TyeF|In(F(T)/) N/o) (2.27)

d’apres(2.24) (2.25) et (2.27)on a

L
I8t~ Tl = To1 + V@i n(r(T )|
D’apres le théoreme de Plancherel, on obtient :
. g
l14e(8e) (s 1) = tex (Dl = To(1++Q)e T[ /6)] :

O

Théoréme 2.3.2. Posons ¢ €]0,F(T)], tiex(.,t) € L2 (R)Vt €[0,T), g, gox € L>(R) tel que ||g, —
exll2 < € et v, la solution définie par . Si l'on suppose, en plus, qu’il existe un nombre
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positif m tel que 0<Q,, = JR |226Z2(F(T)+m)§;x(z)|2dz. On obtient

F(t)-F(T)

F(t)+m
(

F(T)+m
Ve (8e) (1) = ttex (. E)ll2 = T (1 + Qm)e”)*"‘[ln(F(T)/E)] -,
avec t € [0, T], et T,,, = max{1,F(T) + m}.

Démonstration. A partir de(2.19)nous construisons la solution régularisée correspondant
aux données mesurées

)+m)

2
1 e 2 (F(t _ izxd )5
nlaen = 2= | S e (2.28

et la solution régularisée correspondant aux données exact

1 e E(W+m) .
vs(gex)(xr t) = \/ﬂ \J;R 522 + e—ZZ(F(T)+m) gEX(Z) elZXdZ’ (229)
nous obtenons l’estimation
||Ve(g¢)(: t) - uex('r t)||2 = ”ve(ga)(r t) _ve(gex)('r t) + vs(gex)(-! t) _uex(v t)”Z

=0
< ”vs(gs)(-’ t) - vs(gex)(-’ t)||2 + ”vs(gex)('l t) - ”ex(-r t)||21

d’apres le théoréme de Plancherel, on obtient :

||Ve(ge)(vt)_uex(-:t)”Z (2-30)
< 0e(8e) (1) = Ve(8ex) (o D)ll2 + [V (8ex) (-5 1) = U ()2

D’apres lemme ona

E(t)-F(T)
A A A e L
F(t)-F(T)
< T [ln(_mi*m)] g
FU-K(T) 4 F(T)+m FF(Z);)i(rZ)
< T,¢& FMsm [ln(T
E(t)-F(T)
< Tmeg((?m[ln(wn F(TW, (2.31)

avec T,, = max{1,F(T) + m}.
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2.3 Probléme rétrograde a coefficient dépendant du temps

Probléme mal-posé abstrait

D’autre part, on a

e—zz(F(t)+m) e—zz(F(t)+m)
|7}5 (gex)('f t) - uex(-: t)l = 822 + e—zz(F(T)-!-m)gEX(z) - e—zz(F(T)+m) gex(z)‘
o2 (F(t)+m) p=2*(F(T)+m) _ [822 4 e—zz(F(T)+m)]e—zz(F(t)+m)
- 22 1+ o2 (E(T)em) g—22(E(T)+m) 8ex(2)
B 8226_2 (F(t)+m) .
T (22 + e 2ET ) 2 E(T)em) Zex(2)
2
e 2 (F(t)+m) 5
_ (F(T)+m)—=
T (ez? +e—22(F(T)+m))£Z ¢ 8ex(2)],
d’apres lemme2.3.2]
ﬁ}\s(gex)(-r t) - il\ex(v t)l
E(t)-E(T)
F(T)+m 5 2(F(T)+ )A
< |TuleIn((F(T)+m)/¢) ez-e* "g(z)
F(t)-F(T)
E(t)-F(T) F(T)+m
< |T,,¢& Fmem +1[ln((P(T) n m)/e)] zzezz(F(T)er):g}x(Z)
E(t)-E(T)
F(t)+m F(T)+m
< |T,eFmm [ln(( (T)+ m)/g)] Zzezz(F(T)+m Ton(2)
i L F(0-F(T)
F(t)+m F(T)+m
< T, e | In((F(T) + m)/e) 225 DG (2)
| ] 2
_ . F(t) F(T
F(t)+m T)+m
< T,efm | In((F(T)+m)/¢) [J |z%e Mg (2)] dz]
i _ F(t)-F(T
F(t)+m F(T)+m
< T,ef™= | In((F(T)+m)/¢) VQu- (2.32)
D'aprés (31) et (232
E(t)-F(T)
— F(T)+m
106 ()ex (s 1) = tex ()l = Tn(1 + Qi [ T)+m)/€)] ,
et d’aprées le théoreme de Plancherel, on obtient :
F(t)-E(T)
F(t +1m F(T)+m
1Ve(&)ex (s t) = thex ()l = Tn(1 + Qi *"‘[hl T)+m)/€)] : (2.33)

O

24

ng Haridi.B

Probléeme mal-posé



PROBLEME RETROGRADE
NON LINEAIRE DE LA
CHALEUR

Dans le présent chapitre, nous considérons un probléeme de chaleur inverse non linéaire
avec un coefficient dépendant du temps dans un domaine non borné. On propose en suite
une méthode de régularisation modifiée pour le résoudre. De nouvelles estimations d’erreur
pour la solution régularisée seront données sous quelques hypotheéses sur la solution exacte.

3.1 Position du probeme

Soit T un nombre positif. Nous considérons le probléeme de trouver la température
u(x,t), (x,t) e Rx[0,T], telle que
up(x,t) —a(t)u(x, t) = f(x, t,u(x,t)), (x,t)eRx(0,T), (3.1)
u(x,T)=¢(x), xeR, )

ou a(t), @(x) et f(x,t,z) sont des fonctions données satisfaisant des conditions qui seront
spécifiées ultérieurement.

Le probleme est bien connu pour étre fortement mal posé. C’est ce qu’on appelle
le probleme de chaleur rétrograde, probleme de Cauchy rétrograde, ou probleme de valeur
finale.

Comme on le sait, si la distribution de température initiale dans un corps conducteur
de chaleur est donnée, alors la distribution de température a un moment ultérieur peut
étre déterminée et le probleme est bien posé. C’est le probleme direct. Dans l’exploration
géophysique, on est souvent confronté au probléeme de la détermination de la distribution
de température dans la Terre ou toute partie de la Terre a un instant fy > 0 a partir de la
mesure de la température a un instant t; > ;. C’est le probleme de la chaleur rétrograde.
Ce type de probleme est fortement mal posé; c’est-a-dire que les solutions n’existent
pas toujours, et en cas d’existence, elles ne dépendent pas continuellement des données
fournies. En fait, méme avec un petit bruit de mesures physiques contaminés, les solutions
correspondantes présentent de grandes erreurs. Cela rend difficile les calculs numériques.
En raison de la mauvaise position du probléme, il est impossible de résoudre le probleme
de la chaleur inverse en utilisant des méthodes numériques. Par conséquent, des stratégies
de régularisation doivent étre employées. Dans le cas le plus simples f = 0 et a(t) = 1, le

probléme (3.1) devient

{ (%, ) — Uy (x,8) =0, (x,t) eRx(0,T), (3.2)

u(x,T)=¢@(x), xeR.
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3.1 Position du probéme Probléme rétrograde non linéaire de la chaleur

Des auteurs tels que Lattes et Lions [15], Showalter [16]], Clark et al. [3]] ont approximé le
probleme par la méthode de quasi-réversibilité. Tautenhahn et Schroter [?] ont établi
une estimation d’erreur optimale pour (3.2). Certains articles |7, [8] ont approximé par
des méthodes de troncuature spectrales. Une méthode de quasi-réversibilité modifiée du
probleme a été étudiée par Denche et al. [4].

Bien qu’il existe de nombreux travaux sur le probléme inverse de la chaleur a coefficients
constant, la littérature sur le cas non linéaire du probleme avec un coefficient dépendant du
temps (a savoir le probleme est assez rare. Dans le présent chapitre nous présentons
une méthode afin de régulariser le probléme (3.1). Sous certaines hypothéses sur la solution
exacte, nous obtenons des vitesses de convergence plus rapides. Dans un sens, c’est une
amélioration des résultats connus dans [11},[13],[12].

3.1.1 Notations

On suppose que a: [0,T] — R est une fonction continue sur [0, T| vérifiant a(t) > 0. La
fonction B(t) est définie par
t
1
B(t) :J — ds. (3.3)

0 a(s)

Soit g(&) la transformée de Fourier d’une fonction g € L?(R) définie comme suit

1 +o00 .
O I (3.4)
V27T J-00
Soit H! = W2 et H?> = W?? les espaces de Sobolev définis par
H'(R) ={g e L*(R), &R&)eL’(R)},

H2(R) ={g e L*(R), &7g(&) e LX(R)}.

On note |||, ||l et |l.llz2 les normes dans L?(R), H!(R) et H?(R), respectivement, a savoir

gl = lgll? +llgell® = /(1 + E2FEN?,

lgl17 = gl + 1gxll* + lguxll® = [I3/(1 + E2 + EHZEII™
Expliquons d’abord ce qu’est une solution faible du probléeme (3.1).
lemme 3.1.1. Soit f € L°(Rx [0, T]xR) une fonction telle que f(x,y,0) =0 et

If (x,t,u)— f(x,t,v)| < Klu-v|, (3.5)

pour tout (x,t) € Rx [0, T] et pour une constante K > 0 indépendante de x,t,u,v.
Soit @ € L*(R). Supposons que u € C([0,T],H*(R)) N C!([0, T],L*(R)) est la solution de
Iéquation

T
&, 1) = e BIO-BOE o5 j e~ BO-BOEF (g 5 1)ds, (3.6)
t

Alors uy, uy, € C([0, T],L*(R)).

W'Haridi.B 26 Probléeme mal-posé



Probléme rétrograde non linéaire de la chaleur 3.2 Estimation d’erreur

Démonstration. En posant t = T dans (3.6), on a immédiatement u(&, T) = @(&). Par consé-
quent, on obtient u(x, T) = ¢(x) dans L*(R).
En multipliant I’équation ci-dessus par eB(DE” on obtient

T
eB(t)szﬁ\(at):eB(T)éz(P(é)_J eB(s)Ezf(gjslu)ds, te[0,T]
t

La dérivation de cette derniére équation par rapport a t, donne

BE (527(5, t)+ %if(é, t)) = ePOEF(E 1 u),

alors

d —
E2U(E, ) + %ﬁ(c’i,t) = f(& t,u), te[0,T].

Puisque u € C([0,T], H*(R)) N C'([0, T],L*(R)) on a que E*u(&,t) = Uy (&, 1) et %a\(é,t) ap-
partiennent a C([0, T],L*(R)). Cela donne u;, et u,, € C([0,T],L*(R)) et (3.6) donne une for-
mulation faible de la solution du probléme (3.1). Cela met fin a la preuve. ]

Une solution du probleme est une fonction u(x, t) satisfaisant au sens classique
et pour tout t € [0,T] fixé, la fonction u(,t) € L>(R). Dans cette classe de fonctions, si la
solution du probléeme existe, alors elle doit étre unique (voir [11]). En général, nous
ne connaissons aucune condition générale dans laquelle le probleme peut étre résolu.
L'objectif principal de cette partie est de donner une méthode de calcul de la solution exacte
lorsqu’elle existe.

Soit u(x,t) une solution unique de (3.1) (si elle existe). En utilisant la technique de
la transformée de Fourier au probleme par rapport a la variable x, on peut obtenir
la transformée de Fourier (&, t) de la solution exacte u(x,t), ce qui est donné dans (3.6).
Puisque t < T, on sait d’apres 1) que, quand [£| devient grand, eB(NE? et (B(s)-B(1)E? aug-
mentent assez rapidement. Ainsi, ces termes sont les causes de I'instabilité.

3.2 Estimation d’erreur

Par conséquent, pour régulariser le probleme, nous devons remplacer ces termes par
d’autres termes qui sont proches dans un sens. L'idée est de les remplacer par

e_(B(t)"'m)Ez

€£2k + e~ (B(T)+m)&? ’

et
o(B(s)-B(1)~B(T)-m)>

e&2k 4 o= (B(T)+m)&2”

respectivement, ou (m >0,k > 1).
La principale conclusion du chapitre est :

Théoréeme 3.2.1. Soit f : Rx[0,T]xR — R comme dans le lemme Soit ¢ € L*(R) et ¢, €
L?(R) les données mesurées telles que ||p.— || < €. Supposons que le probléme a une solution
unique u € C([0, T],L*(R)). Soit m > 0 et k > 1 des nombres réels tel que

+00
J |E 2k BIOTME e 1124 E < co. (3.7)

—00
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3.2 Estimation d’erreur Probléme rétrograde non linéaire de la chaleur

Ensuite nous avons

B(1)-kB(T)
(B(t)+m) I k, (B(T)+m)
00,0 < PO g 555 22| 5.8
pour tout t € (0, T], ott we est la fonction dont la transformée de Fourier est définie par
_ o~ (B(t)+m)E? .
T o(B(s)-B(t)-B(T)~-m)&> __
_ L e (5 el (3.10)
et L
B(T
I(k, m) = M (3.11)
P(k, m) = JA(k, m)eT KH (km) L \DE (K, m)eT K H* (km), (3.12)
+00 )
A(k,m) = 2H?(k, m) sup f | ek eBETmMET &, 1) dE, (3.13)
0<t<T J-oo
H(k,m) =min {1, (kB(T) + km)"}. (3.14)
La preuve est basée sur les Lemmes et
lemme 3.2.1. Pour M,e,x >0, et k> 1, on a 'inégalité
-k
1 1 E(k,M)
m SD(k,M)(:‘ 11‘1(( c y (3.15)
oit D(k, M) = (kM)¥, et E(k, M) = M,
Démonstration. Soit g la fonction définie par g(x) = m La dérivée de g est

ekxk~1 — MeMx
(exk 4 e=Mx)2

g'(x)=

L’équation g’(x) = 0 donne une solution unique x, telle que ekxlé_1 —~Me "M% = . Cela signifie

que xé‘leM"O = 2’1—6 Ainsi, la fonction g atteint son maximum a un point unique x = x,. Par
conséquent
1
g(x) < ————.
exlé +e~Mxo
Comme e M¥o — ﬁ—jxk_l, on a
-1
1 k ke k-1
(x) L ————<|exg+—x5 | -
8 exk + e"Mxo 0" M0
En utilisant I'inégalité eM* > Mx,, on obtient
M o My, L (k=1)Mxo Mxy _ kMo,
— =Xy e ' ——e e =——e
ke Mk-1 Mk-1
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Probléme rétrograde non linéaire de la chaleur 3.2 Estimation d’erreur

k o k ,
Cela donne ekM~o > ]ZI—G, ou de maniere équivalente kMx, > ln(]xf—e). Par conséquent,

Xg > ﬁ ln(]]\(i:). On obtient donc

O]

lemme 3.2.2. Soit s,t des nombres réels telle que 0 <t <s < T. Soite >0, € R,m>0,k>1.
Alors on les estimations suivantes

e-(B(t)+ﬂl)52 B(t)-B(T) I(k m) sz(;i)T_)IfLT)
B(T)+m 4
&2k 1 o (B(T)m)E? < H(k,m)e 0 (ln( ¢ ’ (3.16)
e(B(s)—B(t)—B(T)—m)éz B(t)-B(T) I(k, m) %
B(T)+m
c£2k 1 o (B(T)m)e? < H(k,m)e P (1r1( - ) , (3.17)
Démonstration.
e~ (B(t)+m)e? ~ e (B(t)+m)e?
_ 2 - B(t)+m B(T)-B(t)
e&2k 4 o= (B(T)+m)e (GEZk + o~(B(T)+m)e2 )‘B(;Hm ((—:5 2k | e_(B(T)er)éz)iB(T)ﬂé
1
<
B(T)-B(1)
(eEZk +e—(B(T)+m)§2) B{Ty+m
B(T)-B(1)
E k,M B(T)+m
< D(k,M)e! (1n-’< [M])
€
B(T)-B(t)  B(t)-B(T) E(k B(T) + m) szgi)f)li(;Z)
< D(k,B(T) + m) BT ¢ BTjm [ln(—’ . )
k B(t)-B(T)
<

B(t)-B(T) “B(T)+m
H(k, m)e B(T)+m |:1I1(I(k' m) )] ,

ou H(k,m)=min1,D(k,B(T)+ m), et I(k,m) = E(k, B(T + m)). Pour le second point on a

(B(s)~B(t)-B(T)~m)&? (B(s)=B(t)-B(T)-m)&?

e e
2% o —(B(T)rm)E: B(T) +m—BGs)+B(D) B1-B()
€& 2k 4 e=(B(T)+m)é (eézk i e—(B(T)+m)52) BT} (egzk + e—(B(T)+m)€2) B(T)+m
< 1
= B(s)-B(t)
(egzk 4 ef(B(T)+m)52) B(T)+m
E(k B(T kB(:)—)B(s)
B(s)-B(t)  B(t)—B(s) , +m B(T)+m
< D(k’B(T) + m) B(T)+m ¢ B(T)+m [ln(w)
€
Ik kB(f)—)B(s)
BU-Bl) ,m)\] B0
S H(k} m)e B(T)+m [ln( ( ) )
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3.2 Estimation d’erreur Probléme rétrograde non linéaire de la chaleur

Démonstration. (Théoréme|3.2.1)) Nous divisons la preuve en trois étapes.
— Ftape 1 : Construction de la solution régularisée w,.
Nous considérons le probleme

e_(B(t)"'m)éz

w€(éyt) = 8£2k+€7(B(T)+m)£2 (Pé(é) (318)

T o(B(s)=B(t)-B(T)-m)&*
) '£ Eézk + e~ (B(T)+m)&? f(é,s,wg)dsl

ou

B(t)+m)&?

we(x,t) = zqﬁg(é)e%é (3.19)

V27T \J‘oo 5£2k+€
+00 ( )_ )
B VZnJ f §2k+e Tyrm)e f &, s5,w,)e' ¥ dsd&.

Premiérement, nous montrons que le probléme (3.19) a une solution unique w, apparte-
nant a C([0, T];L’R). Notons

)=B(t)-B(T)-m)&?

1 +0o0
N J-t e&2k 4 e~ (B(T)+m)¢

Glw)(x,t) = \/%_nyb(x,t)

pour tout w € C([0, T];L°R) et

(&, 5,w,)e"**dsd &

+oo e_(B(t)"'m)Ez 5
_ A i&x
llb(xl t) - J:oo 652k+e—(B(T)+m)§2 (ps(‘g)e d‘g
Puisque f(x,,0) =0, et en raison de la propriété lipschitzienne de f (x,y, w) par rapport
a w, on obtient G (w) € C([0, T]; L*(R) pour tout w € C([0, T]; L*(R

Nous prétendons que, pour tout w,v € C([0, T];L*(R), n>1,0na

2n Cn
16" w60 < () -l (3.20)

ou C; = max{T,1} et |||.]|| est la norme sup dans C([0, T]; L?>(R). Nous prouverons cette
derniere inégalité par induction.
Lorsque n =1, nous avons

IG(w)(.,t) = G(w)(, t)II? IG(w)(., 1) = G()(, DI

r+oo | T o(B(s)=B(t)-B(T)-m)e? . 2

- | L £%+e( Mdzféaw)fgsvdsdé
rreo (T [ (B(s)-B

<

- V) J; (‘.(SZk +e T)+m)&?
rT |

X 1f(&,5,w)— f(&,s,v )|2ds) d&. (3.21)

Jt
Notez que si 0 < ¢ <1 alors il découle de (53((){)55;54))) > -1

o(B(s)=B(t)=B(T)-m)&?
<
5£2k+e—(B(T)+m)52 -
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Probléme rétrograde non linéaire de la chaleur 3.2 Estimation d’erreur

cela donne

T [ p(B(s)=B(t)=B(T)-m)&? \2 T 1
f ( ) ds < j —ds=—(T -1t). (3.22)
t

EEZk + e~ (B(T)+m)&?

En combinant (3.21) et (3.22), on obtient
IG(w)(, 1) = G(v)(, I

= S0 [ I sut - sl
2 T 2
= I:—Z(T—t) ||w(-,S)—v(.,s)||2d5§C11:—2(T—t)||w—v||2.

t

Par conséquent, (3.20) est vrai pour n = 1. Supposons que (3.20) est vrai pour n = p.
Montrons que (3.20) est vrai pour n=p+1.0n a

IGP @), ) =GP )OI = GG )., t) = GGP(W))(., 1)1
+oo T (s—t-T-m)&2 X 2
f f ‘ _(£(5,5,GP(w) - £(£,5,GP(v))ds| d&

£ 2k 4 o (Tm)e
+00 T e(s—t—T—m)éz 2
f_m (J; (e£2k+e‘(”m)‘fz) as

<
2
|f &5, GP(w fé,S,Gp |2ds) dé. (3.23)
En utilisant , nous avons
IGP* (w) (., t) =GP (v) (., )I?
T
< %(T—t) t If (s, GP(w)(.,5)) = f (5, GP(v) (., 5))Ids
2 T
< —Z(T—t) ||Gp(w)(.,s)—Gp(v)(.,s)||2ds.

Il découle de

IGP(w)(.,t) = GP()(, IIP < (? l[w - vll? (3.24)

que

IGP* (w)(., 1) =GP () (., 1)II?

IA

2 2p AT (o NP
K—(T—t)(E) i o asclllw—lP
t .

(K )2(P+1) (T - t)(p+1)C§P+1)

oI
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3.2 Estimation d’erreur Probléme rétrograde non linéaire de la chaleur

Par conséquent, par le principe d’induction, nous avons pour chaque m

Tm/2
157w - 6" ) Tt
(w)-G"(v) Ne
pour tout w,v € C([0, T]; L*(R)
On considére G : C([0, T];L*(R)) — C([0, T];L*(R). Puisque

) K Tm/2
) Taer o

il existe un nombre entier positif m tel que G™0 est une contraction. Ca suit que G (w) =
w a une solution unique w, € C([0, T];L?(R). Nous prétendons que G(w,) = w,. En fait,
on a G(G™) = G(w,), par conséquent G™(G(w,)) = G(w,) par I'unicité du point fixe de
G™, on a G(w,) = w,, c’est-a-dire que I’équation G(w) = w a une solution unique w, dans
C([0, T];L*(R).
L'objectif principal du présent chapitre est d’estimer l'erreur ||w, — u]|. A cette effet, nous
procédons par les deux prochaines étapes.

— Etape 2.Soit u, la solution du probléme correspondant a la valeur finale ¢. Nous
évaluerons l'erreur ||lw, — u,||. A partir des formules pour w, et u,, nous avons

) o~ (B(t)+m)&? )
we(&,t) = 652k+e—(B(T)+m)52(PS(E)
T ,(B(s)-B()-B(T)-m)
_L e s wds (3.25)
et
o (B(t)yrm)E?
uE(é’ t) = €£2k+e—(B(T)+WI)§2 (pf(é)
T o(B(s)-B(t)-B(T)-m)
_.L e&%k + e—(B(T)+m)62f(£’s’u5)ds' (3.26)
Par 'utilisation de 1’égalité de Parseval et de I'inégalité (a + b)? < 2a® + 2b?, on obtient
”we(-'t)_ue('rt)llz = e (. t) —the (.t )”2
e_( (t)+m)§2 . 2
< 2 |- o) 4
+oo) T ,(B(s)-B(t)-B(T)-m)&? R 2
+2J J; STINpT T enre (f(&s,we)—f(E,s,u.))ds| A&
< ]1 +]2. (327)
Le terme J; in (3.27) peut étre estimé comme suit
o~ (B(t)+m)E? R X 2
o= 2 | e o) as
ZkBl(;t()]?)sz(T)
280-2811) BT
< 2H(km)e B (1n< <k,m>/e>) . - I
I ZkBl(;t()]?)sz(T)
ZB(t) ZB o
< 2H(km)e T (1n< <k,m>/s>) lpe - I, (3.28)
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et le terme J, peut étre estimé comme suit

+oo | T ,(B(s)-B(t)-B(T)-m)&? . 2
]2 = 2 JOO J.t e+ e—(B(T)+m)52 (f él S, w,g f 51 S, u dg
2kB(t)-2kB(s)
+oo T 2B(t)-2B(s) B(T)+m
< 2T- t)f J H?(k, m)e BT (ln( (k,m)/e))
—00 t
XIf (&, s,we)— f(&,5,u,)>dsd&
2kB(t)-2kB(s)
T 2p(4)-28(5) B(T)+m
< 2AT- t)Ksz(k,m)f g BT (ln( (k,m)/e))
t
x|[we (., s) — e (., 5)|*ds. (3.29)
En combinant (3.27), (3.28) et (3.29), nous avons
”ws(v t) - ue(-l t)”2
2kB(t)-2kB(T)
2B(t)-2B(T) T B(T)rm
< ﬂ#mkaww(mmkmkﬁ g - ol
T 5p)-28() Zktg()T_)iﬁ?(S)

+ 2(T—t)K2H2(k,m)f g Bym (ln( (k,m)/e))
t

”we(-rs) - ue(-’s)”2ds-

X

Par conséquent

—2kB(t)

—2B(t)

w”@m<hmywymmm%uo—%uww

—2kB(t)
—ZB(T) B(T)+m

2H?(k, m)e® +m(1n( (k,m)/s)) o, — @l?

IA

—2kB(s)

—2B(s)

T B(T)+m
+2K2H2(k,m)(T,t)J gB(T>+m(1n(1(k,m)/g))

t
x|lwe(.,s) — ug(., s)||2ds.

En utilisant I’inégalité de Gronwall, nous obtenons

—2kB(t)

—2B(1)

e B ( In(I(k, m)/é‘))B(T)m [we (., t) = e, DI

—2kB(T)

2772 2 ZB(T) B(T)+m
< 22K H (km)(T,t)" +m(1n( (k,m)/e)) ||§05—(P||2.
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Par conséquent, nous concluons que

”ws('r t) - ue('r t)”

KB(t)-kB(T)
< B S ) T gl
kB(£)-kB(T)
< \/EH(k’m)ekZHZ(k’m)(T_t)z831(3?“13(’?(ln(I(k,m)/e)) B(T)+m .
e

V2H (k, m)ek H (km)(T=1)? ¢ T +m(1n( (k,m)/s))

— Ftape 3. Soit u la solution exacte du probléme (3.1) correspondant a la valeur ¢. Nous
évaluerons l'erreur ||u, — u||.
Soit u, la fonction définie a I’étape 2. On rappelle la transformée de Fourier de u et u,

de (5 et (5:20)

T
2(E, 1) = eBI-BOE 5 (c) j e~ (BT)I-BOIE £(£ 5 1)ds (3.30)
t
et
) o~ (B(t)+m)E? X
l’lg(é,t) = 5§2k+e_(B( )+m 52 (P(E)
T (B(s)-B(t)— 52
e
_L Sy F(&,5,1,)ds. (3.31)

Par un calcul direct, et & partir de (3.30) et (3.31) on obtient

ﬁ(é: t) - 12&(51 t)

oBT)-B)E? _ €
£€2k + e~ (B(T)+m)&?

T . T o(B(s)-B(t)-B(T)-m)E>
_j e(B(t)B(S))‘EZf(E,s,u)dS+J ¢ f(é,s u.)ds
t t

&2k 4 o=(B(T)+m)&?

ge(B(T)—B(t))éz . T e(B(S)—B(t))éz X

Te<B<s>—B<t>—B<T> -m)E? \
s L

En utilisant 1’égalité de Parseval, on obtient

() = 1 (0 )P = f (6, 1) - 1,(&, H2de

+0o
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409 | ¢ £ 2K p(B(T)-B(1)< B(s)-B(1)E2 .
= J e PE) f 52k+ f(&s,u)ds
+00

e&2k — e=(B(T) e—(B(T)+m)&
Te(B(S)—B(t)—B(T)—m)g2 ) .
J; &2k 4 o~ (B(T)+m)&? (f(&s,u)—f(&,s,u))ds
+00
= f (&, 1)
+o00

&2k
e&2k 4 o~ (B(T)+m)e?
T o(B(s)-B(t)-B(T)-m)é? A
_J; e&2k 4 o~ (B(T)+m)&2 (f(&s,u)=f(&s,u,.))ds
+oo (B(t)+m)&? 5
).

dé
+o00
+2j
+00

2

dg

2

dé

ce
852" + e—( (T)+m)&?

IA

g2k eBOTME (£ 1)

T e(B(s)—B(t)—B(T)—m)(EZ X
J: e&2k 4 e~ (B(T)+m)e? f(&rs,u)= £(&,5,uc)lds| d

2

I1 découle du lemme que

2kB(t)-2kB(T)

t
B( )+2m B(T)+m

2H2(k, m)e ? w(ln( (k,m)/s))

IA

ll4(r £) = e ()

+00
xJ- |E2keBMI+mE (& 1)2dE + 2H (k, m)

+0o

+00 T )= sza(()T;iﬁf) . . 2
xf j & BT +’“(1n( (k, m)/¢€) [f (&, s,u)—f(&,s,u:)lds| d

+0o t

= 2A1 + 2A2

ou le terme A; est donné par

2kB(t)-2kB(T)

R 2B(t)+2m Bt(T)+m +oo
Ay = ¢ Bem (ln(I(k,m)/s)) J |E2eBO+mME 4 p2dE.

+00
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Nous estimons A, comme suit

kB(t)-kB(s)

. toor T g BTyem X 2
A, = J J & BTyem (ln(I(k,m)/e)) lf(&,s,u)— f(E,s,u.)lds| d
+00 t
2kB(t)-2kB(T
(t)+2m B(T)+m —ZB —2m
< g B(T)+m (1n< (k}m)/e)) _t J\ ‘I\ T)+m
KkB(T)kB(s)
B(T)+m n
x(ln(l(k,M)/E)) f '5;51 f 5;51 |d5
2kB(t)-2kB(T)
2B(t )+2m T B(T)fm T —2B(s)-2m
— & B(T)+m (ln( (k’m)/e)) (T — t)f & B(T)+m
t
2kB(T)—2kB(s)
B(T)+m 5
x(ln(I(k,m)/e)) Lf (s u(.,s)—f(.,s us(,s)l"ds
2kB(T)~2kB(s)
2B(t)+2m T B(T)rm 5
< g B (ln(I(k,m)/e)) K (T-1t)
2kB(T)—2kB(s)
T —2B(s)-2m W 5
XJ\ e B In(I(k, m)/¢) [u(.,s)—ug(.,s)||“ds.
t
Cela implique
el t) = ue (1)1
2kB(t)-2kB(T)
ZB( )+2m B(T)+m

< 2HZ*(k,m)e 5D (ln( (k,m)/s))

—2B(s)-2m

T T
XU |52’<e<3“>+m>52ﬁ(5,t)|2+2K2H2(k,m)(T—t)f g B
t t

2kB(T)-2kB(s)

B(T)+m
x(ln(I(k,m)/s)) llu(.,s)— ug(.,s)||2ds].
Donc
2kB(T)-2kB(t)
—2B(t)-2m T B(T)+m
g B (ln(I(k,m)/s>) (1) = e (1)1

—2B(s)-2m

T
< A(k, m+)+ 2K2H2(k;m)TJ‘ & B(M)tm
t

2kB(T)-2kB(s)
B(T)+m

x(ln(l(k,m)/e)) (., s) — ua(.,s)||ds,

ou A(k, m) est défini en (3.13). En appliquant l'inégalité de Gronwall, nous obtenons

2kB(T)-2kB(t)
—2B(t)-2m B(T)+m

(S (ln(l(k,m)/e)) i) = (o )P
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< A(k’m)eZKsz(k,m)T(T,t).

Par conséquent

||u(., t) - us(-l t)”
kB(T)—kB(T)

B(t)+m B(T)+m

< Ak, m)eK H (kmT(T=1) ¢ BTy (ln(l(k, m)/g))

D’apres les résultats des étapes 2 et 3, nous obtenons l’estimation suivante en utilisant
I'inégalité triangulaire

lwe(, ) —uC 0l < Nlwe( ) —ue (Ol + Jue (1) —ul, £l
kB(T)-kB(T)
B(t)+m B(T)+m
< VZH(k,m)eK kT2 57 ( In(I(k, m) /5))
kB(T)—kB(T)
B(t)+m B(T)+m

+yA(k, m)eszz(k'm)T(T_t)e B(T)+m ( In(I(k, m)/e))

kB(T)-kB(T)

B(t)+m B(T)+m

< P(k m)eB(T)*"'(ln(I(k, m)/e))

pour tout t € [0, T]. Ceci compléte la preuve du théoreme.

3.3 Conclusion:

Nous avons considéré un probléme de régularisation pour une équation de chaleur in-
verse linéaire et non linéaire avec coefficient dépendant du temps, a savoir probleme (P1)
et (P2) Sous certaines hypotheses sur la solution exacte, nous avons également établi des
estimations d’erreur pour tout t € [0, T].

Comme perspective, il est important de considérer le cas d’une conductivité thermique
en fonction du temps et de l’espace.

WHaridi.B 37 Probléeme mal-posé



3.3 Conclusion : Probléme rétrograde non linéaire de la chaleur

WHaridi.B 38 Probléeme mal-posé



BIBLIOGRAPHIE

[1] Benrabah A, Boussetila N, Rebbani F. Regularization method for an ill-posed Cauchy
problem for elliptic equations. Journal of Inverse and Ill-posed Problems. 2017 ; Vol. 25,
Issue 3, 311-329.

[2] Boussetila N, Rebbani F. Optimal regularization method for ill-posed Cauchy pro-
blems. Electron. ]. Differential Equations. 2006; 147, 1-15.

[3] G.W.Clark, S. EOppenheimer : Quasireversibility methods for non-well-posed pro-
blems. Electron. J. Differ. Equ. 1994 (1994), 1-9.

[4] M.Denche, K. Bessila : A modified quasi-boundary value method for ill-posed pro-
blems. J. Math. Anal. Appl. 301 (2005), 419-426.

[5] A.Benrabah and N. Boussetila, Modified nonlocal boundary value problem method for
an ill-posed problem for the biharmonic equation, Inverse Probl. Sci. Eng, 27, 340-368
(2019).

[6] Gajewski H, Zaccharias K. Zur regularisierung einer klass nichtkorrekter probleme bei
evolutiongleichungen. J. Math.Anal.Appl. 1972; Vol. 38, 784-789.

[7] W.Cheng, C. L.-Fu : A spectral method for an axisymmetric backward heat equation.
Inverse Probl. Sci. Eng. 17 (2009), 1085-1093.

[8] C.-L.Fu, X.-T. Xiong, Z.Qian : Fourier regularization for a backward heat equation. J.
Math. Anal. Appl. 331 (2007), 472-480.

[9] Hadamard J, Lectures on Cauchy Problem in Linear Partial Equation. Dover, New York.
1953.

[10] Hao DN, Duc NV, Lesnic D. A non-local boundary value problem method for the Cau-
chy problem for elliptic equations. Inverse Problems. 2009 ; 25, 055002(27pp).

[11] P. H.Quan, D.D.Trong : A nonlinearly backward heat problem : uniqueness, regulari-
zation and error estimate. Appl. Anal. 85 (2006), 641-657.

[12] P. H.Quan, D.D.Trong, L.M.Triet, N. H.Tuan : A modified quasi-boundary value me-
thod for regularizing of a backward problem with time-dependent coefficient. Inverse
Probl. Sci. Eng. 19 (2011), 409-423.

[13] D.D.Trong, N. H.Tuan : Regularization and error estimate for the nonlinear backward
heat problem using a method of integral equation. Nonlinear Anal., Theory Methods
Appl,, Ser. A, Theory Methods 71 (2009), 4167-4176.

[14] Kozlov, VA, Maz’ya, VG, Fomin AV. An iterative method for solving the Cauchy pro-
blem for elliptic equations. USSR Comput. Math. Phys. 1991 ; 31(1), 45-52.

39



BIBLIOGRAPHIE BIBLIOGRAPHIE

[15] Lattes R, Lions JL. The method of quasi-reversibility; Applications to partial differen-
tial equations. Elsevier, New York. 1969.

[16] Showalter, RE. The final value problem for evolution equations. . Math.Anal. Appl.
1974; 47, 563-572.

[17] Miller, K., Stabilized quasi-reversibility and other nearly best possible methods for
non- well-posed problems, Symposium on Non-Well-Posed Problems and Logarithmic
Convexity, Lecture Notes in Mathematics, Vol. 316, Springer-Verlag, Berlin, 1973, pp.
161-176. MR 52 :14710

[18] M.V.Klibanov, F. Santosa, A computational quasi-reversibility method for Cauchy pro-
blems for Laplace’s equation, SIAM]. Appl.Math. 51, 1653-1675, 1991.

[19] A.N. Tikhonov V.Y. Arsenin, Solution of ill-posed problems,Winston
Sons,Washington, DC, (1977).

[20] L. Bourgeois, A mixed formulation of quasi-reversibility to solve the Cauchy problem
for Laplace’s equation, Inverse Problems 22 (2006), 413-430.

[21] L. Bourgeois, Convergence rates for the quasi-reversibility method to solve the Cauchy
problem for Laplace’s equation, Inverse Problems 21 (2005), No. 3, 1087-1104.

[22] ].B. Keller, Inverse problems, Amer.Math.Monthly, 83 :107-118, (1976).

W'Haridi.B 40 Probléeme mal-posé



	Résultats préliminaires
	Introduction
	Problèmes bien et mal posé
	Exemples de problèmes mal posé

	Applications
	Imagerie


	Problème mal-posé abstrait
	Position du problème
	Problème mal-posé à coefficient indépendant du temps
	Régularisation par perturbation de l'opérateur
	Régularisation par perturbation des conditions initiales où aux limites
	Perturbation de l'opérateur et les conditions du problème 

	Problème rétrograde à coefficient dépendant du temps
	Détermination de la solution
	Méthode de régularisation par les conditions auxiliaires(non-locales)
	Première méthode
	Seconde méthode


	Problème rétrograde non linéaire de la chaleur
	Position du probème
	Notations

	Estimation d'erreur
	Conclusion:


