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Résumé

Ce mémoire est une analyse numérique du probléme variationnel d’une inéquation
parabolique liée & 'opérateur de Laplace. Nous avons approché le probléme par une ap-
proximation mixte différences finies-éléments finis de degré un. L’objectif principal de ce
travail est I’étude de la convergence et le comportement asymptotique de la solution.
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Abstract

This thesis is a numerical analysis of the variational problem of a parabolic inequality
linked to the Laplace operator. We approached the problem by a mixed approximation :
Finite difference method - Finite element of first order . The main objective of this work
is the study of convergence and the asymptotic behavior of the solution.
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Introduction

Dans les soixante derniéres années, les inéquations variationnelles sont devenues un
outil redoutable dans I’étude mathématique de nombreux problémes non linéaires en phy-
sique et en mécanique, la compléxité des conditions aux limites et la diversité des équations
constitutives conduisant aux formulations variationnelles de type inéquations [5,10,12,13|.

Un probléme d’inéquation variationnelle englobe en les généralisant un certain nombre
de problémes classiques tels que la recherche d’un zéro d’une fonction, la recherche d’un
point stationnaire d’un probléme d’optimisation, le probléme de complémentarité linéaire,
etc [12,16,21]. Les inéquations variationnelles permettent souvent par une résolution ap-
prochée de proposer une modélisation des courants océaniques et des mouvements des
masses d’air de 'atmosphére pour les météorologistes, la simulation numérique du compor-
tement des gratte-ciel ou des ponts sous 1’action du vent pour les architectes et ingénieurs
et des plusieurs problémes non linéaires en physique et en mécanique [11,12].

En 1972, Duvaut et Lions [8] ont écrit un livre modélisant des phénoménes importants
de la physique et de I'ingénierie en termes d’inéquations variationnelles qui sont devenues
la principale source de future recherche appliquée dans ce domaine.

En 1933, A. Signorini [20] a formulé un probléme de contact sans frottement entre

un corps linéairement élastique et une fondation rigide. Ce n’est qu’en 1964, que G.
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Fichera 9] a pu résoudre ce probléme en utilisant quelques propriétés des inéquations
variationnelles elliptique. L’étude mathématique des problémes de contact a commencé
en 1972, avec 'ouvrage de Duvaut et Lions, oil on trouve des résultats d’existence et
d’unicité de plusieurs problémes de contact, mais dans le cas linéaire.

Stampacchia [13,21] a présenté une théorie des inéquations variationnelles impliquant
une forme bilinéaire non symétrique et a publié le document pionnier conjointement avec
Lions en 1967.

Dans [15,18] les auteurs ont établi une analyse numérique par éléments finis d’ une
inéquation variationnelle appelé probléme d’obstacle et une analyse du probléme variation-
nel de la torsion elasto-plastique. Pour d’autres études sur les inéquations variationnelles
nous renvoyons aux travaux de [2,14,15,17,18].

Nous présentons dans ce mémoire un probléme d’inéquation parabolique qui a été éta-
blit par [3,4]. Ce mémoire est divisé en deux chapitres. Le premier chapitre est dédié a
des généralités sur 'inéquation variationnelle parabolique, ol nous définissons le probléme
continu et nous annongons deux théorémes d’existence et d’unicité, et de régularité de la
solution. Le deuxiéme chapitre est le plus important. Il est consacré a I’étude du probléme
variationnel parabolique lié a l'opérateur de Laplace. Nous commencons ce chapitre par
une définition du probléme continu différentiel et variationnel. Dans la deuxiéme section
nous discrétisons le probléme par éléments finis pour la variable d’espace et nous démon-
trons une estimation de l'inergie de la solution. Pour la variable temps nous choisissons
une discrétisation par différences finies en particulier le #—schéma et cela nous permet
d’établir la stabilité du schéma sous certaine condition sur le paramétre 6. la troixiéme
section est consacrée entiérement au résultat principal de ce mémoire, nous introduisons

un opérateur contractant et nous étudions le comportement asymptotique de la solution.
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Chapitre 1

(Généralités sur I'inéquation
variationnelle parabolique (I.V.P)



Chapitre 1. Généralités sur ’inéquation variationnelle parabolique (I.V.P)

1.1 Hypothéses, notations et définitions

Soit V, H deux espaces de Hilbert tel que V' C H, Vdense dans H (V = H). Supposons
que le dual H* = H, alors on a V. C H C V*. On munit H(resp.V') du produit scalaire
(.,.) et de la norme ||.||g (resp.((.,.)),]]-|[). De plus on considére (.,.) comme produit
scalaire de dualité entre V et V*.

Nous introduisons,
— un intervalle de temps [0, 7], avec 0 < T < o0,
— une forme bilinéaire a(.,.) : V x V — R, continue, fortement coercive dans le sens

suivant :

Fy>0 et pu>0 tel que
a(v,v) + ploll = loly, Vo eV,

— un espace
T
L*0,T;V) = {v 00, T[— V,t — v(t) tel que / |v|l3-dt < oo} ,
0

— une fonction f € L*(0,T;V*),
— une donnée initiale ug € H,
— un ensemble K convexe fermé non vide inclus dans V/,

— un ensemble K; convexe fermé non vide inclus dans L?(0,7T; V') définit par,

Ki={veL*0,T;V) [ v(t) € K,Vt €]0,T[} .

Boutaghane Med Nadjib 7 Univ. Guelma



Chapitre 1. Généralités sur ’inéquation variationnelle parabolique (I.V.P)

On considére le probléme de I'inéquation variationnelle parabolique (I.V.P) suivant,

étant données f € L*(0,T;V*) et ug € H,

0
on cherche une fonction u € K tel que a—? € L*(0,T;V*) vérifiant,
0
(a—?,v—u)—ka(u,v—u)Z(f,v—u) Yo e Ky, Vt €]0,T]
u(0) = ug
(1.1)
Définition 1.1. On appelle solution forte, une fonction u € Ky vérifiant .

On associe a cette formulation forte la notion de solution faible. Notons d’abord que

si u est une solution forte, on a

@ _ + ( _ ) — @ _ + ( _ )_|_ @_@ _
E)t’v U a(u,v—u) = at,v U a(u,v—u 5 8t’v U

1d 0
> (f,v—u)+ =—|v—ul’ VUGKl,a—;}GIP(O,T;V*).

En intégrant cette inégalité sur |0, 7], il vient

T (ov T T 1 , 1 )
A dt + a(u,v—u)dt > ( ,v—u)dt+§|U(T)—u(T)| —§\v(0)—u(0)]
0 0 0
T 1
> [ (o= wdt - 5o - ),
0
Car 3|v(T) — u(T)[* est positif.
Définition 1.2. On appelle solution faible, une fonction u € Ky qui vérifie

T /o T T 1
/ (—,v—u)dt+/ a(u,v—u)dt> /(f,v—u)dt——|v(0)—u(0)\2,Vv€K1,

_U 2 LYK

o € L0, V)
u(0) = ug

(1.2)

Boutaghane Med Nadjib 8 Univ. Guelma



Chapitre 1. Généralités sur ’inéquation variationnelle parabolique (I.V.P)

1.2 Reésultat d’existence, d’unicité et de régularité

Théoréme 1.1. [5, [12, [13] Pour toute f € L*(0,T;V*) et ug € H, il existe une solution

faible unique u appartenant & lespace L*(0,T;V)NC°(0,T; H).
Indiquons un théoréme de régularité, qui est valable lorsque af.,.) est symétrique.

Théoréme 1.2. [5, [12, [13] Pour toute f € L*(0,T;V*) et ug € H, il existe une solution

forte unique. Plus précisément,

Ju € C°(0,T; V), % € L*(0,T; H),u(t) € K,vt €[0,T] etona

(%,v —u) +a(u,v—u)>(f,o—u) YoeK;, Vte]o,T|
u(0) = g
Remarque 1.1. Si K =V le probleme variationnel se réduit a une équation varia-
tionnelle parabolique. étant données f € L*(0,T;V*) et ug € H, on cherche une fonction

u €V tel que % € L*(0,T;V*) vérifiant,
ou
+a(u,v) = (f,v) YveV, Vtel0,T]|

o’ (1.3)
u(0) = g

Boutaghane Med Nadjib 9 Univ. Guelma
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Chapitre 2. Inéquation variationnelle parabolique liée a opérateur de

Laplace

2.1 Le probléme continu

Soit © un ouvert borné de R?, de frontiére I' suffisamment réguliére. On pose Q =

10, T[x 2, ¥ =10,T[xT. Considérons le probléme différentiel de I'inéquation parabolique

pour l'opérateur de Laplace A = —A + ag

%—I—Auﬁf dans 0,7 x Q

u(t,z) =0 V(t,z) €10, T[x T
u(0,z) = ug(x) Vr € Q
u(t,x) < ¢(t,x) V(t,z) €]0,T] x .

avec
feL*0,T; L>=(Q)NCH0,T; HH(Q)), f>0, ug € L*(Q)

Y € L0, T;W»*(Q)), v >0 Y(t,x) €]0,T[ x .

(2.1)

La fonction donnée 1) s’appelle obstacle, en général c’est une fonction de = = (z1, x2) qui

ne dépend pas du temps t. Supposons qu’il existe une constante,
£ >0, tel que ag > 3 > 0.

Le probléme (2.1)) est équivalent a un probléme de frontiére libre,

( %—FAUS]‘ dans 0,7 x Q
u(t,z) =0 V(t,z) €0, T[x T
u(0,z) = up(x) Vo e Q
u(t,z) < (t,x) V(t,z) €10, T x
(%—I—Au—f) (u—1)=0 dans ]0,T[ x Q.

On pose V = H}(Q), H = L?(Q2), alorsona V C H C V*.

Soit v € H3(Q),u € Hy(Q) N H*(Q), on a

ou ou
— —i—.Au,v) = (—,U) + (Au,v) 1200
(81& £2(Q) ) P

(2.2)

(2.3)

Boutaghane Med Nadjib 11
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Chapitre 2. Inéquation variationnelle parabolique liée a opérateur de
Laplace

or

(Au, v) 2y = —/Auvda@—l—/aouvdm
Q Q

= / VuVudz + / apuvdr, Yv € HY(Q),u € HY(Q) N H*(Q).
0 Q

On pose
a(u,v) = / Vqudx—l—/aouvd:c, u,v € Hy(S2).
Q 0

Alors af(.,.) est une forme bilinéaire continue fortement coercive sur H}(Q) x H} (). On

définit ’ensemble convexe fermé non vide K par,
Ky ={ve L*0,T;Hy(Q)) / v < ¢ dans |0, T[xQ} .

Posons

={zeQu=v}, Q" ={reQlu<y},

alors

Q=0u0t.

Pour tout v € Kj,u € K; N H?*(Q) on a,

(g?v—u)m(u,v—u) - /(g?—kflu)(v—u)dx
_ / (ng+¢4u) v—u d:}:+/m< +Au) (v — ) dz
= / (?91:+Au) v—1 0l93+/Q+ v —u)

comme v — ¢ < 0, Yv € K7, ce qui donne

/<%+Au)( —)de> [ fo—v)de

Boutaghane Med Nadjib 12 Univ. Guelma



Chapitre 2. Inéquation variationnelle parabolique liée a opérateur de
Laplace

Par conséquent on a,

(88? v—u) +a(u,v —u) > Qof(v—w)dx—l-/mf(v—u)d:c

= Qof(v—u)da:+/52+f(v—u)da:
_ /Qf(v—u)dx

Donc le probléme continue de I'inéquation variationnelle parabolique consiste a

0
trouver u € K, tel que a—:: € L*(0,T; H(Q)) vérifiant,

(%,v—u>+a(u,v—u)2(f,v—u) Vv e Ky (24)
u(0,z) = ug(x) Vo € )
Remarque 2.1. Si f € L*(0,T; L*(Q)) alors f € L*(0,T; H (). En effet

T 3
([ 151
0
2 N2
= / sup /ftx (t,z)d dt
loll g <1

1 f 20,1 ()

et on a

/OT </vadx>2dt < /OT </Q|f|2dx> </Q|U|2dx> dt
g 2 1
< /0 (/Q |f] dx) dt, Yv € Hy(Q), [[v]gi) < 1.

Ce qui prouve que

[ (jom freomeons) al <[ (fra)a}

donc

1 fllz2 o1 < |1 fll20,m02(02))-

Boutaghane Med Nadjib 13 Univ. Guelma



Chapitre 2. Inéquation variationnelle parabolique liée a opérateur de
Laplace

2.2 Le probléme discret

Dans cette section nous allons discrétiser le probléme variationnel (2.4]) par la méthode
des éléments finis pour la variable d’espace z, et par la méthode des différences finies pour

la variable temps ¢.

2.2.1 Discrétisation par éléments finis pour la variable d’espace

Supposons toujours €2 un domaine polygonal borné de R?. Considérons une famille de

triangulation classique 7, de €2, i.e 7, est un ensemble fini de triangles k tels que

keﬁ, Vk € Ty, Uke.,-hzﬁ,
KOAKS = 0, Vhy, ko € 7 et y 2 ko,

ot kY désigne l'intérieur du triangle k;.

De plus Vkq, ks € 71, et k1 # ko 'une des conditions suivantes doit étre vraie,
1. klixNky =10,
2. kq et ko ont au moins un seul sommet en commun,

3. ki et ky ont une seule arréte en commun.

h désigne la longueur de la plus grande arréte de ces triangles, h est destiné & tendre
vers zéro. Considérons une hypothése géométrique sur la qualité du maillage : soit k € 7,

on définit le diameétre de k par

diam(k) = max |z — 23],
1171,:1726]4:

et la rondeur de k par

p(k) = max(2r),

Boutaghane Med Nadjib 14 Univ. Guelma



Chapitre 2. Inéquation variationnelle parabolique liée a opérateur de
Laplace

ou B, est la plus grande boule de rayon r contenue dans k. Evidemment on a toujours

diam(k)
p(k)

Ce rapport est d’autant plus grand que k est aplati.

> 1.

Définition 2.1. On dit qu’une famille de triangulation Ty, est réguliere, s’il existe une

constante ¢ > 0 telle que on a

diam(k)
Vh >0, Vk e 1,, ———— < c. 2.5
D) (2.5)

Dans ce qui suit nous supposons toujours que 7, est une famille de triangulation
réguliére quasi-uniforme. Pour le moment nous considérons I'approximation par éléments
finis linéaires. Considérons une base naturelle de fonctions affines {¢,},i = 1,...,m(h)
définie par ¢;(M;) = §;; o M; est un noeud de k € 7.

Nous introduisons les espaces discrets par éléments finis suivants,
Vi, = {Uh € CO(Q) nv / Vhk € P VEk € Th}
K, = {Uh eV / Up, ST;ﬂﬁ}
Ki, = {u, € L*(0,T;V,) N C%0,T; Hy(Q)) / vn(t) € Ki} -

Ou P, est 'espace des polynomes de Lagrange de degré inférieur ou égal a un, et r, est

un opérateur d’interpolation linéaire de Lagrange défini par,

m(h)
rhU = Z v(M;)p;, Yo € L*(0,T;V,) N C°(0,T; Hy(Q)).

i=1

Hypothése du principe du maximum discret

Définition 2.2. Soit A = (a;j)1<; j<n une matrice carré tels que a;; > 0 et a;; < 0 Vi # j.

On dit que A est une M-matrice si A~! existe et ses éléments sont tous non négatifs.

Boutaghane Med Nadjib 15 Univ. Guelma



Chapitre 2. Inéquation variationnelle parabolique liée a opérateur de
Laplace

Dans ce qui suit, nous supposons toujours que la matrice de discrétisation par éléments
finis {a(g@i, gpj)}ije ; est une M-matrice, on dit alors que le principe du maximum discret
est vérifié (pour plus de détails voir [6]).

L’analogue discret par éléments finis du probléme (2.4) consiste &,

étant donnée ug, € V},, trouver u, € Kyj, solution de

0
<%’U’L B uh) + a (un, vn = un) = (f, 0n — un) Yo, € Ky, (2.6)

up(0) = ugp, dans €
Lemme 2.1. (Inégalité de Poincaré). Soit @ un ouvert borné de R?, de frontiére T suf-

fisamment réguliere. Alors il existe une constante ¢* > 0 telle que

H’U,hHLQ(Q) < C*HvuhHLQ(Q)a Yuy, € Hé(Q) N 02(5)

Estimation de l’inergie discréte

Dans cette section nous introduisons une inégalité de ’énergie qui traduit 'unicité et
la continuité de la solution par rapport aux données du probleme wug et f. Considérons a

tout instant ¢ la fonctionnelle de I'inergie discréte,

Ea(t) = /ﬂ un(t, 2)2d 2.7)

Théoréme 2.1. Sous les notations et les hypothéses données ci-dessus, on a l’estimation

de Uenergie suivante,
B0 < expl-n ) + [ [espionte—o)) ([ 1oz )| s

avec n = 2« (1 + —*> — 1, « est la constante de coercivité de la forme bilinéaire af.,.).
c

Boutaghane Med Nadjib 16 Univ. Guelma



Chapitre 2. Inéquation variationnelle parabolique liée a opérateur de
Laplace

Preuve. Posons v, = 0 dans l'inéquation (2.6 et introduisons 'inégalité de Cauchy-

Schwartz, on obtient

(%ﬂlh) —I—CL(Uh,Uh) < (f? uh)

IN

1Nl z2 @) lunll 2@,

qu’on peut écrire

1d

1d / fun 2+ aCun, wn) < 11112 llunll 2o (2.8)
2dt J

En introduisant la constante de coercivité (a > 0) et la constante de I'inégalité de Poincaré

(¢* > 0) on obtient

1d 1d
§E/Q|Uh|2dl‘+a<uhauh) > S En(t) + allunllipy ),
1d
> §EEh(t) + allunl72 () + ol Vunli2 ),
1d 2 1 2
> EEEh(t) + Oé”UhHLQ(Q) + O‘;H“hHLQ(Q)’
1d
>

53 En() +a (1 + Ci*) En(t).

En combinant avec (2.8)), on trouve

d 1
G50+ 20 (14 1) B0 < 2l lonl ey
Comme
2||f||L2(Q)||Uh||L2(Q) < ||f||%2(9) + ||Uh||%2(9)7
= [fllf2@) + En(®),
alors on a
d 1 ,
EEh(t) +2a( 1+ p En(t) < [ fll720) + En(?),

Boutaghane Med Nadjib 17 Univ. Guelma



Chapitre 2. Inéquation variationnelle parabolique liée a opérateur de
Laplace

ce qui donne

d 1
EEh(t) + {204 (1 + ;) - 1} Ep(t) < ||f||%2(sz)-

1
Posons n = 2« (1 + —) — 1, alors on a
C*

lexp () En(t)]' < exp(int) / (¢ )P,

en intégrant cette derniére expression de 0 a t, on obtient

Eu(t) Sexp(—nt)Eh(O)—i—/Ot [exp(—n(t—s))/g|f(s,x)|2dx] ds, 0<s<t

Finalement on déduit 'estimation suivante

t
lunlZ2(0) < exp(=nt)uonllZzq) +/0 exp(—n(t = 5)) [ f(s)[L2@ds. 0<s<t (29)
0

Remarque 2.2. Si f =0 et n > 0, alors
En(t) < exp(—nt)EL(0),

ce qui montre que l’inergie discrete décroit exponentiellement en temps t, de sorte qu’a
tout instant t, elle est contrélée par l'inergie a l’instant initial, qui est une donnée du
probléme. On remarque par ailleurs que cette propriété reste vraie méme si la variable de

temps décrit un intervalle non borné, i.e. pourt € [0, c0l.

Remarque 2.3. L’ inégalité traduit la notion de stabilité de la solution par rapport
auz données ugy, et f dans le sens usuel suivant : une petite perturbation, d’ordre € (ot €
désigne un nombre trés petit), des données va induire une petite perturbation (du méme
ordre de grandeur) de la solution. En effet, supposons que les données ug, et f soient

légerement perturbées ; en d’autres termes, prenons pour nouvelles données ug, et f¢ avec

lwon = ugpll2) <& et |If = fllz@ <€

Boutaghane Med Nadjib 18 Univ. Guelma



Chapitre 2. Inéquation variationnelle parabolique liée a opérateur de
Laplace

alors

Jun — [l 120) < 22

2.2.2 Discrétisation par différences finies pour la variable temps

Dans cette section nous appliquons la méthode des différences finies, en particulier le
f#—schéma pour le probléme semi-discret .
Posons At = %, N e N* t, =nAt;n =1,...., N et soit u} une approximation de uy(t) au
noeud t = t,,. Pour 8 € [0,1], posons u)" = up+(1—0)ul =, fon = 0f(tn)+(1=0)f(tn-1)

Alors le probléme discret par #—schéma consiste a

étant donnée ug, € Vj,, pour n =1,...., N, trouver u,el’" € Kyj, solution de (uZ — uZ’l
S (uz —upt oy, — ui") + At.a (uz’”, vy — ui”) > At. (fg’”, U — uzn>
L U?L = Upp,
(2.10)

On rappelle un théoréme d’injection compacte due a Rellich et la décomposition spectrale

des problémes de valeurs propres.

Théoréme 2.2. [19] L’espace H}(QY) s’injecte compactement dans ’espace L*(Q2). De plus
il existe une suite infinie de valeurs propres {)\j}jZI croissante de réels positifs qui tend
vers Uinfini, et il existe une base Hilbertienne {w;} .., de L2(2) de vecteurs propres tels
que

a(wj,v) = Aj(wj,v)2), Vv € Hg(Q),wj € Hg(Q) (2.11)

_1
En outre, la suite {)\j 2wj}j>1 forme une base hilbertienne de espace H(Q) pour le

produit scalaire af.,.) .
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Par analogie en dimension finie, considérons le probléme de valeurs propres dans V}, :
On peut trouver une suite de valeurs propres croissante 0 < Ay, < Agp < . < Amh)hs

et une base {wjn}, ;) orthonormale dans L*(Q), tels que
a(wjh, Uh) = )\jh(wjh,vh)Lz(Q), Yy, € Vh, wj, € Vi (212)

Une fonction v, € Vj, peut étre décomposée dans la base {w;s}, <i<m(h) (décomposition

spectrale) par,
m(h)
Up = Z Biwin, B, € R,
i=1
en multipliant par {w;,} et en intégrant sur €2, on trouve
m(h)
(onswin) = > Bu(win, win) = By
i=1

Donc vy, s’écrit sous la forme de décomposition spectrale

m(h)
Vp = Z(Uh, wih)wih. (213)
i=1
En particulier
(h)
up = Z uiwi,  avec up = (uy, wip) (2.14)
i=1

De méme, soit f7' la projection L?—orthogonale de f%" sur V;,

L*Q) —V,

= g

telle que
(f67n7 Uh) = (f}?v Uh)7 vUh € Vh

On peut mettre f;' sous la forme de décomposition spectrale,

m(h)

fr=>Y" flwn, avec fi'= (fi wn) (2.15)

i=1
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2.2.3 Stabilité de I'inéquation variationnelle parabolique

Nous démontrons un théoréme de stabilité du schéma (2.10)) qui sera important dans

la preuve de 'estimation de l’erreur.

Théoréme 2.3. Sous les notations et les hypothéses précédentes, le 0—schéma est

L>®—stable si et seulement st

2
A —_—, 1=1,... h 2.1

pour 0 < 0 < 1 5, €t tnconditionnellement stable pour % <0 < 1. De plus, on l’estima-

tion suivante

At

N
1T oA D M e, i=1,..,m(h) (2.17)

el < e + H
L p=1

Preuve. Choisissons v, = 0 dans I'inéquation ([2.10)), il vient

1
~ <uZ - uﬁfl ) +a (uh ,ui") < (fe’”,u,gl’n> u,ol’" € K.
En posant
1 -1
up —up = E (uf' = ui™ Jwin,

et en appliquant (2.12)), on obtient

m(h)

Z Alt ((U?_uz )wzhyuh ) Zuen)\zh (Uhh,uh ) Zf (wlh,uh )

i=1

Posons uZ’" = w;y, et en tenant compte de I'orthonormalité des fonctions propres {w,}, :
(Win, win) = b4

on trouve

1

~ (ul —u? ™) + Xl < f, n=1,.., N5 i=1,....,m(h). (2.18)
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Par conséquent, pour i = 1,....,m(h), on a
1—(1-=0)Athy, , 4 At
n< " —f" 2.19
R X3 VL R e Vs el (2.19)

On conclut que le systéme d’inéquations discrétes ([2.19) est L>°—stable si et seulement si

1—(1—6)Athy,

T+ 000, <1 (2.20)
veut dire que
29_1>_At2/\ih i=1,..,m(h)
et par conséquent
At < ﬁ i=1,...m(h). (2.21)

En choisissant la plus grande valeur propre p(A) = max; Az, ott p(A) est le rayon spectral

de la matrice {a(win, wjn)}, ;,

on déduit que pour 0 < 6 < % le §—schéma 1) est

L*>®—stable si et seulement si

2

Et pour < 6 < 1 le §—schéma (2.10) est inconditionnellement stable. En prenant la
valeur absolue de 'expression (2.19)), il vient

At al ,
ST i= 1 m(h).

< u? S
1 < 81+ | 2

D’ou

i lloo < Nllloc +

‘ ZHf”HOO, i=1,....,m(h). (2.23)

O

Ezon

Remarque 2.4. On peut prouver qu’il existe deux constantes ci,cy tel que

< max gy <
ﬁ max ih > ﬁ
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Par conséquent pour 0 < 0 < % le 0—schéma est L>™°—stable si et seulement si

2
At < ﬁh? (2.24)

Nous prouvons un autre résultat de stabilité pour la norme de 'espace L?(12).

Proposition 2.1. Sous les notations et les hypothéses précédentes, on a [’estimation

sutvante
n
g 30 +00 Y alul™ ul™) <| o [0+ Z |5 2 n=1,.N
m=1
1
pour 6 > 5.

Preuve. Posons v, = 0 dans Uexpression ([2.10]) et considérons le membre gauche de

I'inéquation, alors on a
(v — o ™) + St (™) = 2 (g I — ™ 1) + (e - —) (Il p =™ Nl2) +
At.a (uh ,ui”)
pour 6 > % on a
(k=g m) o+ St (") > 5 (g 13— W™ 1) + At (7).
Pour le second membre de on utilise I'inégalité de Young

1
ab < gaz—i-—bQ, a>0,b>0a>0,
2 2a0
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et en appliquant ’hypothése de coercivité de a(.,.), on obtient
Aty = o / For e
Q
st [ 1]l do
Q
8 (5 1 I g0 1 127 1) do

1 On On 1 n
st (o (uhm ) + 5o 1007 122

IN

IN

IN

IN

Par conséquent on a

n 1 On On 1 n
(Il 132 = 1l g™ 132) + Ata (ug” uf™) < A (2 (uf"s ) + 5 1 1 H%z>

N |

ce qui donne

At
g e = 1™ e +Ata (™) < = ) £ |2
Par induction sur n, on déduit que

n

n 0,m Jm
i e+ a (™ up™) <l uon ||L2+—Z||f9 I

m=1

On conclut que le #—schéma est inconditionnellement stable pour % < 0 <1 et vérifie

I'estimation ci-dessus. O

2.3 Comportement asymptotique du f#—schéma pour
I’inéquation variationnelle parabolique

Cette section est consacrée a la démonstration du résultat principal de ce travail. Nous

donnons d’abord quelques notions que nous aurons besoin ultérieurement.
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2.3.1 Existence et unicité de la solution discréte

On a

donc

en posant u = , alors I'inéquation (12.10)) devient

1
oAt

on on on 0,n 0,n n—1 o,n
p(uh ,Up — Uy, >+a<uh ,Up — Uy, ) > (f + puy v — Uy, )

posons

b (up,vp) = a (up,vp) + p (up, vp) .

Alors le probléme (2.10) devient un probléme d’inéquation variationnelle elliptique,

pour n =1,...., N, trouver uZ’n € Ky, tel que
b (uz’", v, — uzn> > (f + gt v — ui’") Yoy, € Kqp (2.25)
U = Uop dans (2

Lemme 2.2. [T La forme bilinéaire b(.,.) est fortement coercive, c’est a dire, il existe

une constante v > 0 telle que
b(vp,v) = a(vn, vp) + pwlon, vn) > || vn 13, Yo, € Vi,
avec vy = min(q, ).
Application du théoréme du point fixe
Considérons 'application discréte

Th : Lf(Q) — th, w — Th(UJ) = fh?
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avec

L3(Q) = {w e L¥(Q) [ w > 0}

et £, est une solution de 'inéquation variationnelle elliptique (I.V.E) suivante,

trouver &, € Ky, tel que b(&,,vn—&p) > (fe’” + pow, vy — fh) ,

b(gha Up — gh) > (fem + W, vp — gh) ’ \V/’Uh c th.
(2.26)

Soit une paire de données (w, 1)), (@, @) et solent

Ty(w) = &, = O (fO" + pw, 1)) 5 (vesp.) Th() = &, = O, ( o 4w, WZ)

les solutions correspondantes (resp.) de 'LV (2.26). Nous démontrons une propriété de
monotonie de la solution discréte par rapport au second membre f%" + pw et I'obstacle
1, qui sera utile ci-aprés.

Posons

F'™(w) = fo" + pw, et FO™(@) = fo" + pb.

Proposition 2.2. (Monotonie de la solution). Sous les notations et les hypotheéses précé-

dentes, on a
si FOn > O o v > zz alors O (Fe’", rhw) > O (ﬁo’", rhzz> :
Preuve. On pose
v, = max(—vy,0) qui est une fonction de V,.
La fonction

v, =&, + <§ h— é;)i est une fonction admissible pour le probléme ([2.26), i.e

Boutaghane Med Nadjib 26 Univ. Guelma



Chapitre 2. Inéquation variationnelle parabolique liée a opérateur de
Laplace

(2.27)

b (fh, (& —52))

AV
VR
&

>
.3
~
ass
>
|
™M
>
~——
|
~~_

De méme

vy = Eh — (f h— é;) st une fonction admissible pour le probléme (2.26)), i.e

(G- (6-6) ) 2 (- (6-8) ) (2.28)

par addition de ([2.27)) et (2.28)) nous obtenons

b (fh — &, (fh - 51>_) > <F9’n — Fom, (§h - 57z>_> >0,
ce qui donne

’ ((5’1_51)_’(@1 —§~h>_> <0.

Comme b(.,.) est fortement coercive, ceci implique que

<€h _Eh>7 = 0.
D’ou
En = -

O

Proposition 2.3. Sous les notations et les hypothéses précédentes, si 0 > %, lapplica-
tion T}, est une contraction sur LL(€2) avec une constante de contraction —————. Par
h By 1+ BOAt
conséquent Ty, admet un unique point fize qui coincide avec la solution discréte de .

S10 <0 < %, Uapplication T), est une contraction sur L(Q) avec une constante de

2
contraction ot p(A) est le rayon spectral de l'opérateur A.

2+ BO(1 —20)p(A)’

Preuve. Posons

¢ = ——— || F*"(w) — F*" (@) ||~ (2.29)
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On peut montrer facilement que &, + ® est une solution de

b(&+ @, (v + @) — (& + D) > (F"+ag®+ p®, (v, + @) — (£, + D)), v, € Ky,

i+ o< muy+@ vp + @ <1+ D,
donc

O (F'" + ag® + p®@,rpp + @) = &, + @

= Op (F"",rpep) + @.
De plus, on a

f&,n < F@,n+ H FG,n i ﬁé),n ||oo

< F@,n + Qo +:u || F@,n . ﬁ@,n ||oo
B+ p

< Fo" 4 a9 + p.d.
D’aprés la proposition (2.2)), on a

&, = O (ﬁe’",rhzz>

< O (F"" 4+ ag® + p®@, r1) + D)
= &+ 2.
Donc
G -6 <O (2.30)

En changeant les roles de (Fe’”, rhw) et (f‘g’”, rh;/)), on déduit que

& —& < 0. (2.31)
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De ([2.30) et (2.31]), on obtient

1 —Enllw < @

1 ~

= —— || F""(w) — F*"(0) ||z
G ) (@) |z
o ~

< — — W ||

S I Iz

Par conséquent, on a

- 1 ~
| Tn(w) = Th(w) flre < Z—— [[w—w |1

- Btu
1 _
S il
avec
1
N

Donc Tj, est une contraction.

Maintenant soit 0 < 6 < 3. On sait que d’aprés le théoreme (2.3), si 0 < 6 < 1 le

f—schéma est stable si et seulement si

2
At < ,
(1—20)p(A)
choisissant
A L2000
2
alors on a
| Tu(w) = To(@) e < —— | w— |
rlW hl\W JESIAN 1—{—59At w W || o=
- |w—1 |
= w - w oo
2+ BO(1 — 20)p(A) k
oL P
= w —w 0 .
2ch? + B6(1 — 20) L
D 0 < 6 < L. lapplication T}, est traction d tante égale 3 20h°
onc pour = a 1cation €St une contraction ae constante egale a .
P 2 A4PP " 888 oeh? + BO(1 — 20)
Ce qui achéve la démonstration. O
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2.3.2 Algorithme discret

Nous donnons d’abord un résultat classique de I'estimation de ’erreur due a Cortey-
Dumont [7].

Soit u™ la solution de I'inéquation variationnelle stationnaire continue,

trouver u> € K tel que
b(u*>,

v—u®) > (f+pu>*,v—u>®) YveK, (2.32)

respectivement soit u;° la solution de I'inéquation variationnelle stationnaire discréte,

trouver u;° € Kj, tel que
{ b( (2.33)

upe, v — up®) > (f + puse, v, — up®) Yo, € Ky,
avec

b(u,v) =a(u,v) + p(u,v), p>0

Théoréme 2.4. Sous les notations et les hypotheses précédentes, et [’hypothese du principe

du maximum discret, il existe une constante ¢ > 0 indépendante de h telle que
| u™® —us® ||pe< ch? | logh |? . (2.34)
Nous introduisons maintenant un algorithme due & Lions-Bensoussan[I], puis nous

démontrons un résultat de convergence de la suite itérée discréte.

Partant de u) = ugp,, nous définissons 1'algorithme discret suivant,
" =T, n=1,..,N. (2.35)

Proposition 2.4. Sous les notations et les hypothéses précédentes, on a [’estimation de

convergence suivante,

n o0 1 " (o]
R P e e Ml (2.36)
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1
pour 6 > 3 Eton a

(R Py R — PV Y (237
u," —u o0 U, — U o .
e TR = 0ch2 156 (1 — 26) e The B
1
pour 0 < 0 < 3"
Preuve.
1) Soit § > 1, on a
pour n = 1, en appliquant la proposition [2.3, on obtient,
lup' =i e = || Thup — Thuy? |1
1
< _ 0w || oo .
< <1+59At) | wp, —up o
Pour n > 2, supposons qu’on a
= e e ()l — i
no T TS 1+ oAt neTe e
Introduisons 'algorithme discret de Lions-Bensoussan[I] (dans le cas § = 1),
uf = Thul™, n=1,2, ...
alors pour n + 1, on a,
O,n+1 [e's) n [e'¢)
lup™ =i o = | Thugy — Thuie (2o
< (vt ) k-
_— uy —u oo
= \ 1+ BoAt ho Th AL
1 n— o0
2
1 n—1
< (toaam) Do - s
<,
1 n+1
< | uh — i o=,
1+ BONt ho Th
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ce qui achéve la démonstration de la premiére assertion.

2)Si0<0< %, et par le méme raisonnement précédent, on peut montrer que,

2 n
|l — i || < 2ch o — g e .
=\ 2ch2 1 B9 (1 — 20)

2.3.3 Comportement asymptotique de la solution

Dans cette section nous prouvons un théoréme du comportement asymptotique en
norme L*° de la solution de l'inéquation variationnelle parabolique. Plus précisément,
nous évaluons la variation en norme L* entre la solution wu,(T,x) calculée a I'instant

T = NAt et la solution asymptotique continue u> de I'inéquation ([2.32]).

Théoréme 2.5. Sous les conditions du théoréeme et la proposition on a pour

1
6> 1

| = up™ =< e [h2 [logh [* + <m) ] ; (2.38)

etpour0§9<%, on a

| u® —ul™ ||pe< c [h? | logh | + 2ch” 3 . (2.39)
h - 2ch? + B0 (1 — 20)

Ou ¢ est une constante indépendante de h et N.

Preuve. On a

ui"(ﬂﬂ) = up(t,x), pour t € |(n — 1)At, nAAt]

= Ouj(z) + (1 —0)u) (), pour n =1,..... N.

Donc
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En outre, on a aussi

[e.e]

lu™ = un(T,2) = = || u™ —uy™ |z~

Sl R PR KT Tl 2

Appliquons le théoréme [2.4] et la proposition , alors on obtient pour 6 >

> —uy™ ||Loo§6[h2|10gh|2+<m) ]

1
29

Et pour 0 <0 < %, on trouve

| u® —ul™N || pe< e |h? | logh |* + 2ch” ) :
h - 2ch? + B0 (1 — 20)

Ce qui achéve la démonstration. O

Conclusion

Dans ce mémoire, on a établit une approximation mixte par différences finies
et éléments finis de I'inéquation variationnelle parabolique. En premier lieu on a prouvé
la stabilité du #—schéma qui dépend continument de l'argument 6, puis on a montré
I'existence et 'unicité de la solution discréte. En second lieu, on a prouvé la convergence
et le comportement asymptotique de la solution, lesquels ont fait 'objet principal de ce
travail. En perspective nous souhaitons faire une simulation numérique en FreeFem ++

de ce probléme.
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