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Résumé

Dans ce mémoire, nous nous intéressons a 1’étude d’une équation parabolique dégénérée
intégro-différentielle munie des conditions : initiale, de Neumann et non locale de type inté-
grale, en utilisant la méthode de discrétisation de Rothe. L’idée principale proposée est de
mener les calculs dans des espaces convenables et d’introduire la notion de solution faible pour
le probléme étudié. Par la suite, nous établissons les estimations a priori nécéssaires, sur la
base desquelles la convergence du schéma d’approximation correspondant est démontrée. Nous
montrons I’existence, I'unicité et la dépendance continue de la solution par rapport aux données.

Mots clefs : Equation parabolique dégénérée intégro-différentielle, méthode de Rothe, so-

lution faible, estimations a priori.



Abstract

The aim of this thesis is to develop Rothe’s method for the study of a degenerate parabolic
integrodifferential equation with initial, Neumann and non local integral conditions.

The main idea proposed is to carry out the calculations in suitable spaces and to introduce
the notion of weak solution for the studied problem. Subsequently, we establish the estimates
a priori necessary, on the basis of which the convergence of the corresponding approximation
scheme is demonstrated.

Key words : degenerate parabolic integrodifferential equation, Rothe’s method, estimates

a priori, weak solution.



Introduction

Les équations aux dérivées partielles linéaires ou non linéaires sont les outils mathématiques
qui permettent de modéliser les phénomeénes physiques, mécaniques, chimiques et biologiques,...

L’étude de ces équations nécéssite la connaissance de leurs proprietés qualitatives et les diffé-
rents problémes qu’elles modélisent, par exemple, les équations de type elliptique interviennent
souvent dans la modélisation des phénomeénes stationnaire c-a-d n’évoluant pas au cours du
temps, I’équation de Laplace est ’exemple le plus simple. Les équations de type parabolique et
hyperbolique modélisent des phénomeénes dépendant du temps, de transport ou de propagation
d’ondes. Les exemples modeéls sont I’équation de la chaleur, I’équation de transport et I’équation
des ondes.

Dans les problémes réels, des fois on peut avoir les trois catégories en méme temps comme
pour le systéme de Navier-Stokes. Ainsi, en changeant I'ordre des dérivées ou en changeant les
conditions, parfois, en ajoutant d’autres termes, comme une intégrale dans I’équation ou dans
les conditions on obtient une nouvelle équation qui correspond au probléme que nous voulons
étudier.

Bien que la résolution directe des équations aux dérivées partielles trouve des difficultés
considérables, l'utilisation des méthodes numériques a pris une grande importance dans la
recherche des solutions approchées des problémes considérés.

Dans ce mémoire, nous nous intéressons a 1’étude d’une équation parabolique dégénérée

intégro-différentielle munie des conditions : initiale, de Neumann et non locale de type intégrale,



en utilisant la méthode de discrétisation de Rothe. Cette équation est de la forme suivante :

otp (u) — g:; = /Ota(t —s)k(u(s,z))ds+ f(t,x,u)

avec la condition initiale u (0, =) = ug (z), = € (0,1), la condition de Neumann % (¢,0) =
0,t € I = [0, T] et la condition intégrale non localefolu(t,:r) = 0, ou S (u) est une fonction
non linéaire.

Ce probléme inclut le modéle mathématique d’une grande classe de problémes, par exemple,
il décrit le transport des contaminants dans des milieux poreux [8]. Il se pose également dans la
modélisation du flux d’huile et d’eau dans 'ingénierie des gisements pétroliers et des flux d’air
et d’eau dans les champs agricoles [19].

Un exemple de la fonction 8 est donné dans ’équation différentielle partielle suivante :

Qui modélise I’écoulement d’un fluide incompressible & travers un milieu poreux unidimension-
nel, ou le fluide est contaminé par un soluté en cas de réactions d’absorption a 1’équilibre au
moyen de 'isotherme de Freundlich, ici ¢ est la concentration du fluide, p, est la densité appa-
rente du milieu poreux, 6 > 0 est la porosité, D est le coefficient de dispersion, g est la vitesse
moyenne du fluide et p € (0,1).

Rappelons que leffet de régularité se produit pour les équations paraboliques linéaires mais
pas pour ’équation parabolique dégénérée non linéaire, c’est-a-dire que la solution peut com-

mencer d’une fonction initiale réguliére mais elle devient non réguliére dans le temps.



Parmis de nombreuses méthodes adaptés a la résolution des équations aux dérivées par-
tielles, nous allons utiliser la méthode de Rothe ou méthode de discrétisation en temps. Cette
méthode est un outil efficace qui consiste a remplacer les dérivées par rapport & une variable
par des quotients de différence qui méne finalement & des systémes d’équations différentielles
dépondant des autres variables. La méthode de Rothe comme approche approximative est bient
adaptée pour prouver les résultats d’existence. Cette méthode a été introduite par le mathé-
maticien Allemand E. Rothe en 1930 pour résoudre des équations linéaires paraboliques du
second ordre unidimensionnelles [18]. Plus tard, cette méthode a été adoptée pour résoudre
des problémes linéaires et quasi linéaires paraboliques de second ordre et d’équations linéaires
d’ordre supérieur par Ladyzenskaja [14, 15]. Le développement ultérieur est lié a Rektorys [16,
17] qui a obtenu plus de solutions réguliéres. Dans les anneés récentes, d’autres mathématiciens
ont développées la méthode de Rothe pour couvrir d’autres types d’équations comme pour les
équations différentielles avec conditions intégrales dans les travaux de Bouziani [4] et ainsi que
les problémes intégro-differentiels comme nous pouvons le voir dans [2, 7, 11, 12 et 13].

Le schéma de la méthode de Rothe est donné comme suit :

On divise l'intervalle du temps en n sous intervalles (¢; —1,t;), ¢ = 1,...,n. ou t; = ih

et h = %.On note par u; = u; (x) = u; (x, ih) les approximantes de u.

0%u ou ou; — du;—
On remplace les dérivées de la fonction wu, Tl et 5 par 6%u; = IT“ et du; =
Ui — Ui
: 3 il pour tout t =1%;, 1=1,...,n.

On obtient un systéme formé de n équations en x ou 'inconnu est u; (z) donc on approche
le probléme posé en tout point t = t;, ¢ = 1, n. par un nouveau probléme discret.

On détermine les fonctions u™ solutions du systéme obtenu.



On construit les fonctions de Rothe définies par

u(”) (t) =uj—1+ ou; (t — tj) , t € [tifl, ti] ,t=1,..,n

et les fonctions tests correspondantes

Uy te[—h, 0]

Ce mémoire est composé de quatre chapitres.

Dans le premier chapitre, nous rappelons quelques notions d’analyse fonctionnelle, comme
les espaces de Hilbert et les espaces de Bochner ainsi que quelques lemmes et théorémes utiles.

Dans le deuxiéme chapitre, nous faisons les hypothéses nécessaires et nous dennons le concept
précis de la solution faible.

Dans le troisiéme chapitre, on traite la discrétisation de 1’équation parabolique dégéné-
rée intégro-différentielle en utilisant la méthode de Rothe. A partir d’un schéma implicite on
construit une solution numérique du probléme discrétisé, et on déduit quelques estimations a
priori des approximations.

Dans le dernier chapitre, nous etablissons la convergence de la méthode ainsi que I'existence
de la solution faible et certains résultats de régularité sont obtenus. Finalement nous discutons
I’unicité de la solution faible.

On termine ce mémoire par une conclusion.



Chapitre 1

Rappel d’analyse fonctionnelle

Le contenu de ce chapitre s’appuie sur quelques notions de bases fondamentales d’analyse
fonctionnelle, définitions élémentaires et théorémes essentiels. Le choix étant réduit aux défini-
tions et aux propriétés introduites dans ce mémoire.

La majorité des rappels énoncés dans ce chapitre sont tirés des livres [1, 5, 8 et 10].

1.1 Espaces de Hilbert et de Banach

Définition 1.1 Une application ||.| : V — Ry est une norme si elle vérifie les conditions

sutvantes :

VueV:|ul|=0&u=0

VAER,ue E: Al = M|l

Vu,v € E ¢ ||lu+ v < Jlull + vl

Le couple (V,||.||) est alors appelé un espace vectoriel normé.

Définition 1.2 On dit que deux normes sont équivalentes sur un espace vectoriel V' s’il existe



deux constantes C1,Cy telles que :

Ve e V,Crllzll, <llzfly < Coflz,

Définition 1.3 Soit u une fonction définie d’un ensemble V' dans un ensemble H.(u est conti-

nue en a) < (Ve > 0,36 > 0,Vz € V||l —ally, <0 : |lu(z) —u(a)|y <e).

Définition 1.4 (Fonction Lipscitzienne). Soit I un intervalle de R,u une fonction de I dans

R. On dit que u est lipschitizienne de rapport k > 0 si pour tout x,y de I :

u(@) —u(y) < klz—yl

Définition 1.5 (suite de Cauchy) On dit qu’une suite (u,) de réels ou de complexes est une

suite de Cauchy si elle vérifie la propriété suivante

Ve>0, ANEN; V(p,q) €N?, p>Net q> N = |u, —uy| <¢

Définition 1.6 L (.) est une forme linéaire continue sur V, c’est a dire que v — L (v) est
linéaire de V' dans R et il existe C > 0 tel que :

|L (v)| < C'jv|| pour tout v e V.

Définition 1.7 Soit V' un espace sur R. On appelle forme bilinéaire sur V |, toute application
a:VxV —-R
(u,v) — a(u,v)
linéaire par rapport & chaque variable, de plus a (.,.) est continue, s’il existe M > 0 tel que

la (u,v)| < M ||ul| ||[v|| pour tout u,v € V.

10



Définition 1.8 Soit V' un espace vectoriel. Un produit scalaire (u,v) est une forme bilinéaire

de (V x V) dans R telle que

(u,v) = (v,u)Vu,v e H (symétrique)

(u,u) > OVu € H et (u,u) > 0Vu # 0 (définie positive)

Définition 1.9 (Injection continue)
Soient (V. ||.Ily,) et (H,|.|) deux espaces normés avec V C H.
On dit que I est une injection de Vdans H si elle vérifie
I (V) = (= [ )
u—1I(u)=u
de plus elle est continue st AC' > 0 tel que

[ullg < Cllully,vu e V.

Définition 1.10 Le support d’une fonction continue est le complémentaire du plus grand ouvert

sur lequel f est nulle (ou, ce qui revient au méme, l’adhérence de l’ensemble {x; f(z) # 0} ).

Quand on travaille avec des fonctions mésurables il faut étre plus prudent, puisque ces
fonctions sont seulement définies presque partout et la définition précédente ne convient plus.

La définition appropriée est la suivante

Définition 1.11 Soit Q C RY un ouvert et soit u une fonction définie sur Q & valeurs dans
R. On considére la famille de tous les ouverts (w;);c;,w; C §2 tels que pour chaque i € I,u =0
p.p. sur w;. On pose w = U w;.

el

Alors u =0 p.p.sur w.

11



Par définition, Supp u = Q\w.

Définition 1.12 Un espace de Banach est un espace vectoriel normé complet.

Définition 1.13 Un espace de Hilbert est un espace vectoriel H muni d’un produit scalaire

N

(u,v) et qui est complet pour la norme (u,u)? .

Définition 1.14 (Dual dun espace) Le dual d’un espace de Hilbert V' est l’espace des formes
linéaires et continues sur V noté par V'.

L’espace V' et muni de la norme duale

[ully: = sup [u (z)].

reV
=] <1

Lorsque u € V'et € V on notera (u,z) au lieu de u(z); on dit que (,) est le produit

scalaire dans la dualite V', V.

Théoréme 1.1 [5](Théoréme de représentation de Riesz-Fréchet)
Etant donné ¢ € H' il existe f € H unique tel que :
(p,v) = (u,v) Yv € H.

De plus on a

|ul = [loll g

1.2 Espaces de Bochner

Nous allons introduire une famille d’espaces fonctionnelles de fonctions de t & valeurs dans

des espaces de fonctions de x.

12



Définition 1.15 Soit V' un espace de Banach de norme |||y, ; pour tout entier k > 0, on dé-
signe par C* ([0,T];V), 0 < T < +o0, l'espace des fonctions k fois continiment différentiables

sur [0, T| a valeurs dansV'; c’est lui méme un espace de Banach pour la norme

)

On note L2 ([0,T];V) I'espace des fonctions de [0, T]dans V telles que la fonction ¢t —

L

k
”UHCk ([0,T};V Z ( sup

0 \O<t<T

|v (t)]|y, soit mesurable et de carée intégrable, c-a-d que

1
2
HU||L2(0T / |lv (¢ HV dt < +o00.
Muni de cette norme L2 ([0,T];V) est aussi un espace de Banach. De plus, si V est un

espace de Hilbert, alors L2 ([0,7]; V) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire
T

(o) oy = | [ (0O (@) de
0
Pour tout p € R avec 1 < p < +00, on peut généraliser la définition précédente en intro-

duisant ’espace de Banach L? ([0,7];V) des fonctions de [0,7] dans V telles que la fonction

t — ||v (t)||; soit mesurable et tel que

TP /mj W dt | < oo

Maintenant et de maniére particuliére en posant I = [0, T, nous allons définir les espaces

suivants

13



. C(I,L*(Q)) ={v: I — L* () qui associe a t, v (¢) € L? () continue} muni de la norme

HUHC([, L2(Q)) — mar ||U”L2(Q) :

. C(I,B)={v:I— B quiassocié¢ a t — v (t) € B continue} muni de la norme

”UHC(I,B) = max o]l -

L2 (1, L2(Q)) = {v: 1 — L? () & carré intégrable} muni de la norme

FollZar, Loy = /1 oll22 ) d.

. L2(I,B*) = {v: I — B* qui associé & t — v (t) € B*} muni du produit scalaire

(W v) 207, B Z/I(u, V). dt

et de la norme

2 2
vl 72 I,B*) — [v]| 5= dt.
(1,B*) T

. L*(I,B) = {v: I — B qui associé & t — v (t) € B} muni du produit scalaire

(Ua”)m(I,B) :/I(Ua v)p dt

et de la norme

2 2
[0l Ze(r,my = | vl dt
(1,B) T

14



6. L2(I,V)={v: I — V qui associ¢ & t — v (t) € V} muni du produit scalaire

(o) = [ (ol de

et de la norme

2 2
ol vy = /I loll? d.

1.3 Définitions et propriétés élémentaires des espaces LP

Dans toute la suite € désigne un ouvert de RY muni de la mesure de Lebesgue.

On désigne par L' (Q) 'espace des fonctions intégrables sur & valeurs dans R. On pose :
Jull sy = [ Ju (@)l dz
Q

Définition 1.16 Soit p € R avec 1 < p < 0o ; on pose
LP(Q) = {u: Q= R; f mesurable et |u’ € L'(Q)}

On note

1
P

el = / fu ()P d

Q

la norme correspondante.

15



Définition 1.17 On pose
L™ () ={u:Q — R; u mesurable et 3 une constante C telle que |u(x)| < C p.p surQ }.

On note :

[ull oo = Inf{C; [u(z)| < C p.p. sur 2}
La norme correspondante.

Définition 1.18 Soit Q un ouvert de RN muni de la mesure de Lebesque. On définit lespace

L?(Q) des fonctions mesurables de carré sommable dans Q. Muni du produit scalaire

(u,v) = /u (z)v (z) da

Q

L% (Q) est un espace de Hilbert. On note

[N

el o ey = / fu (2) 2 d

Q
La norme correspondante.
Définition 1.19 (Dérivation faible). Soit v une fonction de L? (Q). On dit que v est dérivable

au sens faible dans L? (Q) s’il existe des fonctions w; € L? (Q) ,pour i € {1,..., N}, telles que,

pour toute fonction ¢ € CX (£2), on a

16



Chaque w; est appelée la i-éme dérivée partielle faible de v et notée d%

1.4 Quelques inégalités et théorémes utilisés

Théoréme 1.2 (Inégalité de Cauchy-Schwarz) [5] Vu,v € L? (Q)

/uvd:p /|u|2d:€ /|U|2d$

Q Q Q

N
M

IN

(SIS
N|=

N

N
/Zu?dw /vadx
i=1 o i=1

Q

IA

N
/Zuividx
o i=1

Lemme 1.1 (Inégalité de Cauchy)

1
uv < Eu2—i—fv2,v<€>0,Vu20,1}20
2 2e

Lemme 1.2 (Inégalité de Young) Soit 1 < p < oo, % + ]% =1,

1 1
uv < —uf + —oP Vu > 0,v > 0.
p D

En effet la fonction log etant concave sur |0, co[,on a

log (%ap + ﬁb”l) > %log (aP) + ﬁlog (bpl) = log (ab)

Lemme 1.3 Inégalité de Gronwall (forme continue)
Soient @, ¥ ety trois fonctions continues sur un segment [a, b], a valeurs positives et vérifiant

l'inégalité
t

vt € [a,0], y<t>§¢<t>+/w<s>y<s>ds

a

17



alors

Vt € [a,b], y(t) gnp(t)—l—/np(s)z/}(s)exp (/w(u)du) ds

a

t

Preuve. Posons F'(t) = / ¥ (s) y (s) ds. En multipliant les deux membres de 1’égalité don-
née par ¢ (t), on obtient F' (t) — v (t) < ¢ () ().
Ce qui 8’écrit aussi

6'0) < oD expl— [ v(5)ds)

G(t) < / (5)0(s) exp(~ / b (u)du)ds

Or, par hypotheése, y(t) < ¢(t) + G(t) exp(/d)(s)ds), d’ou le résultat en utilisant I'inégalité ci
dessus. m

On utilise parfois le lemme de Gronwall dans le cas particulier suivant.

Corollaire 1.1 Soient ¢ et y : [a,b] — RT deux fonctions continues et vérifiant

t

Jc >0, Vt € [a,b], y(t) <c+ /w(s)y(s)ds

a

alors

t

€ ] () < cexp( [ v(5)d

a

18



Il s’agit du lemme de Gronwall dans le cas particulier ot ¢ est la fonction constante égale

a ¢, on a donc pour tout ¢ € [a,b],

t

t t t t
y(t) <c+ /cw(s) exp /w(u)du ds=c+c |—exp /w(u)du = cexp /¢(s)ds

a

Citons enfin une application intéressante du lemme de Gronwall, utile dans les majorations

d’erreurs sur les solutions d’équations différentielles.

Corollaire 1.2 Soit y : [a,b] — R™ une fonction de classe C' vérifiant
Ja > 0,38 > 0,Vt € [a,b], Hy'(t)H < B+ ally@)|

Alors

vt € [a,0], [ly(@)] < lly(a)]exp(a(t—a))+ g (exp(a(t—a)) —1)

Il suffit d’écrire, pour tout t € [a, b]

ly@OI < lly(a@)ll + ly(t) = y(a)l <y (@) +/Hy’ ()] ds < lly(a)| + B (t - a) +a/ ly(s)|l ds

puis on applique le lemme de Gronwall et en conclut en intégrant par parties.

Lemme 1.4 Inégalité de Gronwall (forme discréte)

n
Yn ZO,OénZOén —17/3]‘ >0et Tn San‘i'ZﬁjVj: n=>0
Jj=1

19



alors

n
T < anexp(Zﬁj).
j=1
Définition 1.20 La forme bilinéaire a (.,.) est dite coercive(ou elliptique) s’il existe une constante

a > 0 telle que

Yo eV, a(v,v) 2 allv|?
pour tout v € V.

Théoréme 1.3 (Lemme de Laz-Miligram) [5]. Soit V' un espace de Hilbert réel, L (.) une forme
linéaire continue sur'V, a(.,.) une forme bilinéaire continue et coercive(elliptique) sur V. Alors
la formulation variationnelle :

Trouver u € V tel que a (u,v) = L (v) pour toute fonction v € V, admet une solution unique
u € V. De plus cette solution dépend continument de la forme linéaire L, c- a- d l'application

linéaire L — u est continue de V' dans V.

20



Chapitre 2

Hypothéses et définitions

Dans ce chapitre, nous donnons quelques définitions, notations et hypothéses de base

utiles dans ce mémoire.

2.1 Position du probléme

Considérons I’équation parabolique dégénérée intégro-différentielle de la forme suivante :

32 t
05 (w) - 55 = [ alt-9) k() ds+ f (tow) (P)
0
Avec condition initiale
’LL(O,.’E) = Ug (Cl?), VS (Oal) (1)
Condition de Neumann
ou

21



la condition intégrale non locale

1
/ u(t,z) =0 (3)
0

La fonction u est I'inconnue, l’intégralefot a(t—s)k(u(s,x))ds est le terme de mémoire, f est

la source et B(u) est une fonction non linéaire.

2.2 Espaces fonctionnels et hypothéses

Soit H = L?(0,1) l'espace usuel de Lebesgue des fonctions réelles a carrées intégrables sur
(0,1) dont le produit scalaire et la norme seront respectivement notés par (,) et |||.

V' désigne I'espace de Hilbert suivant

1
V= {¢e L2(0,1);/ ¢dx:0}.
0

Nous utiliserons dans ce chapitre les espaces de fonctions suivants :
C%M (I, X)={u:I— X; u fonction continue de Lipschitz} .

C3(0,1) est 'espace linéaire des fonctions continues a support compact sur (0,1). Comme de
telles fonctions sont intégrables au sens de Lebesgue, on peut définir sur C&(O, 1) la forme

bilinéaire suivante :

1
(u,v) :/ SpuSvde,
0

ou
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La forme bilinéaire (u,v) est considérée comme un produit scalaire sur C2(0,1) pour lequel

C2(0,1) n’est pas complet.

Définition 2.1 On note par B(0,1) le complété de C}(0,1) pour le produit scalaire (u,v), qui
est noté par (.,.)B, appelé Uespace de Bouziani [6] ou l'espace des fonctions primitives & carrée

intégrables sur (0,1). La norme d’une fonction u de B(0,1) est le nombre non négatif.
lullz = v/ (u,u)B = [|Szull -
Pour u € L?(0,1), nous avons l'inégalité
Jully < gl

telle que ||u/|est la norme de v dans L? (0,1), d’ot, I'injection continue L?(0,1) — B(0,1).
Vg désigne 'espace de Hilbert

€ B(0,1); [ ¢.
v ¢ € B(0,1); [y ¢

dex =0
Pour I’étude de ce probléme nous allons faire les hypothéses suivantes :
(Hy) B est une fonction croissante, continue de Lipschitz telle que h™ < B/ < hT™, et
m € (0, %) Dans le cas dégénéré, nous remplacons 8 par ﬁ;L (s) = max {hm, min (B/ (s) ,h_m) }

(Hs) f () € L?(0,1) et Hf(t) —f (t)HB <l ‘t -
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(H3) a est une fonction continue telle que :

)a(t) —a(t)

gcl(t—t’),szxB(0,1)—>L2(0,1)

est une fonction continue et ||k (t,u)|| 5 < ||ul 5 -

(Hy4) Pour u(t),v (t) € V nous avons :
|k (t,u) =k (0)] < L (@) [Ju(t) — o)l

pour presque tout t € I, o L € L' (I) est une fonction positive.
(Hs) (|8 (u1) = B (u2)llp > Co |lur — uz| 5.
Notons que la monotonie de § implique (5 (u1) — 5 (u2), w1 —u2)g > 0.
Maintenant, nous allons voir dans quel sens nous avons défini la solution faible du probléme

posé.

Définition 2.2 Nous désignons par une solution faible du probléme (P), une fonction u qui
satisfait :

(1) we L2(1,V) et B (u) € C(I, B).

(2) 0,8 (u) € L*>(I, B*). B*est l'espace dual de B.

(3) u vérifie les conditions (1) et (3).

(4) Pour toute ¢ € V, nous avons :

J@s@. o+ [ o= [ op+ [([at-9ruima, ) |
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Chapitre 3

Construction d’un schéma de

discrétisation et estimation a priori

Dans ce chapitre, on commence par discrétiser en temps le probléme continu (P) en utilisant
un schéma numérique qui correspond a la méthode de Rothe, puis nous établissons quelques

estimations a priori.

3.1 Schéma de discrétisation

Si on multiplie I’équation (P) par une fonction ¢ € V et on intégre sur I on obtient la
formulation variationnelle suivante
S0 @), @)+ ;s 6) = [;(f, D+ Jy (Jyalt—s)k(uls,))ds, 6) VoV
Soit 'intervalle I = [0,T7] .
.. . . T .
On divise l'intervalle I en n sous intervalles de longueur h = — et notons t; = ih, u; =
n

U(ti,fﬂ), 5“@ = %7 fz :fz (ti7$)a Qi :(l(ti—tj), k(uj) :k(tjvu])> = 17 """ y T
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Pour simplifier, nous allons négliger x.

Alors le probléme (P) est approché par le systeme d’équations suivant :

u; (0,2) =wug(x), =€ (0,1)

1
0

L’existence d’une solution faible u; € V' est assurée par le lemme de Lax-Milgram.

On a:

(w0), = [ Sl S = / 1 < I u) Sode = | il @) - ) )] 3,0,

D’apres la relation u; (0) = 0 11 suit que
" l !
(wi0), = [ ui @) 90z,
B 0
En integrant par parties la derniére relation on obtient

(1:6), = s @S0Z— [ oo =~ (i),
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et puisque fol ¢pdx =0 (¢ € V), alors
(u;lv ¢>B = - (ui7 ¢) :

En remplagant dans (4), on obtient finalement

i—1
N1 (i —uisyy, @) g+ h(ui @) = h(fi, @) +h*Y (aijk (u5), ¢)p (7)
j=1

ou le schéma de relaxation \; _1 satisfait, \; = ﬁ;l (u;) .

3.2 Estimation a priori
Dans cette section, nous établissons quelques estimations a priori utiles.

Lemme 3.1 Il existe une constante C' > 0 telle que les estimations suivantes sont vérifiées

uniformément enn, i, j et h :

i i
W™ hllou]|B < C, Jlwill < C D flus — wia|* < C. (8)

=1 =1

Preuve. En posant ¢ = u; — u;—1 dans (7) et en faisant la sommation pour i = 1,...,[, on

obtient

l l l

l i—1
Zh()\i,léui, (5’LL1)B+Z(UZ, ’U,Z'*’U,Z',l) = Zh(fl, 5u1)3+z hQZ(aijk‘ (Uj), 6ul)B (9)
i—1 j=1

i=1 =1 i=1

L’égalité (9) est brievement notée par : J; + J, = Js + Js. Maintenant nous allons estimer

chaque terme.
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-Ona

l l

l
J1 = Zh ()\Z-,léui, 5Uz)B = Z h (,B;l (uz) 6ui75ui)B = Zhﬁ;z (ul) ||6ul||23

=1 =1 i=1

et comme

By (u;) > K™

Donc
l
Ty = W™y h|ow|;
=1

- Pour estimer J,, nous utilisons la relation :

2 2 2
(Ml = 1ol + fluw = ]} ,

N |

(u,u —v) =

alors
l 1 l
Joo = > (uius— i) =3 > ( Juil| 72 = lwiall72 + i — ui—1H%2>
i=1 1=1
1 l
2 2 2
= 5(2 [[will72 — Z lwi-allz2 + Z llui —wi-1l72),
=1 i=1 =1

d’ou

27> = flel*~ fJuoll? + Z s — i1

- Pour J3 I'inégalité de Chauchy-Schwarz donne

l

Zh(f“ 5“7,)3

=1

l l
|J3] = <D hlfillslsuly < ChYlsuil,
=1 i=1
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et d’aprés l'inégalité de Cauchy

l l l
€ 1 € 1
[Ja] <CRY (=4 —ouilly | <Ch (O =+ =Y llduil3),
— 2 2 — 2 2 p
d’ou

!
1 2
< — i . 12
U3’_C<€+€E h||ou HB> (12)

i=1
- Maintenant nous allons estimer le terme de mémoire Jy en utilisant I'inégalité de Cauchy-

Schwarz et 'inégalité de Young :

% 1

|(aijk (u;) , 0uq) |

l i—1 ;
[l = ZhQZ(aijk(uj)75uzB Z
3 ol <oy <;+21€||5w||23>,

=1 j=1

||M

IN

d’ou

l
1 2
< - h (51 1
u4|_c<s+€§j ||u|rB> (13)

En résmant toutes ces considérations, en recueillant (10) - ( 13), en choisissant ¢ suffisamment
petit, alors le lemme discret de Gronwall conclut la preuve du Lemme 3.1. =

Soit w" une fonction d’état définie par :
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et soit la fonction 8" (@) telle que

i—1
hZaijk (u]) S [tifla ti]
K" (t) = j=1 , 1=1,.,n
haioko, t=0

Nous définissons les fonctions de Rothe sur Iintervalle I par

u (1) =wi -1+ (t —tiz1) dus, € [t ti], i=1..,n

B (@™ (t) = B (wi—1) + Xi—1 (t — ti—1) ouy, t e [ti—17ti] , 1=1,..

Lemme 3.2 L’estimation a priori

[Aic1 duil|, < C
est vérifiée pour 1 < i <n, ot ||Ai—10ui]l, =  sup  |(Ni—1dui, @)].
loll<1, ¢V
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Remarque 3.1 Des lemmes 3.1 et 3.2, nous déduisons les estimations suivantes

) 108" (@) 21,8+ < C5 0) @[l p2(ryy < C,

il n (=n c n il C
¢) I18(@") = 8" @)z2,p) < =g W0~ lp2gp) = ==

n —N C
e) [[u" —u" || 2 (r r2)) < 7n

Preuve. a) On a
B (@™ (t) = B (wi—1) + Xi—1 (t — ti—1) Oy t € ti—,ti], i=1,..,n
On dérive cette relation par rapport a ¢, on obtient :
oB" (@™ (b)) = Ni—10ug, t € [ti—1,ti],i=1,...,n
En appliquant le lemme 3.2, on obtient :
108" (@ (£)]1* = [|Xi-16uil|? < C,
on intégre par rapport a ¢, on obtient :
T T T
| o @ @nita = [ inasular< [ ca

ce qui implique que
||at5n (En (t))HLQ(I,B*) < C.
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b) De (14) on a :

u; te [ti—h ti]
u" (t) = vi=1,...,n
Uuo t=20

alors

"l = fluill < €.

On intégre par rapport & t, on obtient :

T T T
/ a1 dt = / g2 dt < / cat,
0 0 0

donc
[ 21,8y < C-
d) On a
u; t € [tio1,ti]
u" (t) = i=1,...,n
uQ t=20
et

u" (t) = u; 1+ (t—ti—1) duy, t € [ti1,t], i=1,..,n
Ju” =" = flui — wi—1 — (¢ = tiz1) Sui|| = [|hdu; — ( — tim1) Ousl| < [|6ui(h — (t = tiz1))|| < R [|0uill 5 ,

et on a

R (10w |3 < C,

d’ou

Q

IN

[u" = a"[| 21 gy

:
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e) De (18) et (14) on a :
u —u" = w1 + (t - tifl) Ou; — Uj = U1 — Uj + (t — tifl) ou; = —hou; + (t — tifl) ou;,

C
™ =" [* = fluix o+ (8 = timn) Sui — wa® = || =hdu; + (¢ — ti1) Susl|* < 4B [|dws|* < —.

Donc

_ C
[u" — unHL2(I,L2(Q)) < ﬁ
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Chapitre 4

Résultats de convergence et

d’existence

4.1 Convergence

Selon le lemme 4.1 dans [9] nous avons
W™ (|6 (u) = 8" (@)l 215y < C (h+RTH™)

Ce qui donne

A" (@) — B(u) dans L*(I, B).

n —oo

D’autre part, de la remarque (3.1), on a :

[ 21y < C
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On déduit que la suite {u"}, est uniformément bornée dans L*(I,V), donc nous pouvons

extraire une sous-suite {T"* },  telle que

"™ — wudans L? (I,V). (24)

k—o00

D’apres (Hs) on a

- fel, <tli-¢] <<

n

Comme
T c
157 (@) = £ OB / L (8) — £ I dt g/o C i
On obtient
C

£ () = f (D)l 2 IB)SE
Donc

f*(t) — f dans L*(I,B). (25)

n—oo
Lemme 4.1 La suite {K"}, est uniformément bornée donc nous pouvons extraire une sous-
suite { K"}, telle que :

K™ — K dans L*> (I, B) (26)

k— o0

Preuve. La preuve est similaire a celle de [3].

i—1 i—1

n T

1K @l = |[hD_aik ()] < —max|a@®)] D Ik (u)ll5
< ; <

1E" @)l 5

IN

*maX\a \Z lujl g -
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D’apreés Hs et le lemme 3.1 on a

IE" Dl p < maX\a \ZH%HB <G,

ce qui implique

I Ol = [ 1" @1 de < €

D’autre part, dans [3] lauteur a démontré que k" (t) — k(t) dans L (I, H) et pour H =

n—oo

B(0,1) on aura k" (t) — k (t) dans L> (I, B) . L'injection L™ (I, B) — L? (I, B) implique

n—oo

k™ (t) — k(t) dans L?(I, B)

n—-+o00

Lemme 4.2 La convergence suivante est vérifiée :
O™ (') - OB (u) dans L* (I, B*) (27)
—00

Preuve. De la remarque 3.1, on a [[0;8" (W")|| 12(;, p+) < C, d’ot 88" (u™) est uniformément

bornée dans B* et ainsi, elle admet une sous suite {9;5"* (u"*)}, telle que

08" (u"*) k:mf (28)
De 'égalité
(8™ (@) — g™ (Vo) , ¢) = /0 (0™ (U™ (s)), ¢)ds, (29)
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on obtient quand k£ — oo

t
(6 () — B(To), ¢) = /0 (€, ) ds. (30)
ce qui implique
(B ()=o) - [ ¢ ¢) 0 (31)

Donc nous avons 0;3 (u) =& m

4.2 Existence et unicité de solution faible
Le résultat principal de ce chapitre est donné dans le théoréme suivant.

Théoréme 4.1 La limite u est une solution faible du probléme (P) dans le sens de la définition

2.2.

En vertu du (14) — (19) I'identité (7) peut étre écrite comme suit

[, o+ @ o= [ s+ [ onvoey (32)

Selon (24) nous avons; u € L? (I, V) et puisque u (t) € V presque pour tout ¢t € I, alors
u satisfait la condition (3). D’autre part (30) implique que S5 (u(0)) = B (Up) ce qui donne
u (0) = Uy (parce que [ est une fonction continue et croissante). Maintenant, remplagons n par

ng — oo dans (32) et prenons en compte (24),(26), les lemmes 4.1 et 4.2, on obtient

J@sw. on+ [w o= [t o+ [n 0p voev
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Alors u est une solution faible de (P) dans le sens de la définition 2.2.

Maintenant, nous allons montrer ’unicité de la solution faible.

Théoréme 4.2 Sous les hypothéses (Hi)-( Hs), le probléme (P) admet une solution faible

unique.

Preuve. On suppose que le probléme (P) a deux solutions faibles uj, ug, alors u = u; — ug

satisfait :

J(@ata) = s ornae+ [ o= [[([[at-9 s - Ksunlds, 6) as
(33)
Soit W = C%(ngzm la ()] fOT L (t) dt, on devise l'intervalle I en sous-intervalles de longeur p tel
que; W.p < 1, aprés on choisit la fonction ¢ dans (33) telle que :

u(t) t € [0.p]
¢ (t) =
0 t €lp.T]

On voit que ¢ € L? (I,V), alors on obtient :

D D t
(3lur ()2 (o)1 ()2 ) [ P e = [ ( / a(t—s)[k(s,un—k(s,w)]ds,u) di

B
(34)

En utilisant les conditions (Ha), (Hs) et I'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous obtenons :

Co llu (P = Collur (9)) —u2 ()| < (Blur (b)) — Bluz (p)), ur — uz) g
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/0 0 (t— 8) (s, u1) — ks, uz)] ds

P
</
0

Alw @)  dt,
B

alors

T
Co lu )} <maxla () / L (t) dt.p. max [u ()3 dt. (35)
0 t€[0,p]

.

Soit t* € [0, p| tel que m[gux] llu(t)] 5 = ||u(t")| g alors
te

D,

"d 2 Pd 2 2
g lu®lpdt< | — llu@®lpdt=ul@)lp, (36)
0 0
ce qui implique
t* d 2 *\ 112 *\ |12
; 7 1e Ol dt = Jlu ()l = Wop- Jlu ()l - (37)

Puisque W.p < 1, donc

u(t) =0,Vt €10, p|.

En répétant la méme procédure sur les intervalles [ip, (i + 1)p], i = 1,..., on obtient

u(t) =0, Vt € I;

et par conséquent

Ul = u2.

Ce qui termine la preuve. =

39



Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons utilisé la méthode de Rothe pour I’étude d’une équation
parabolique dégénérée intégro-différentielle avec des conditions : initiale, Neumann, et non locale
de type intégrale, nous avons établis les estimations a priori nécessaires, sur la base des quelles
la convergence du schéma d’approximation correspondant est démontrée. A la fin nous avons

montré ’existence et 'unicité de la solution faible.
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