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Abstract

The aim of this thesis is to give some contributions to theory of differential
inclusions involving normal cones from the point of view of nonsmooth and
variational analysis, on infinite dimensional separable Hilbert spaces. In
particular, we are interested in the study the following variant of the sweeping

process, which is known the perturbed degenerate sweeping process

{—X(t) € Neiy(A(x () + f(t,x()) a.e t € [Ty, T],
x(Ty) = x9,Axy € C(Ty).

where the perturbation f: [T,,T] X H — H is a single-valued map which is
measurable with respect to the first variable, and Lipschitzian with respect to the
second variable.

Differential inclusion (PDP) and many of its variants appear naturally in
several applications such as elastoplasticity, electrical circuits, modeling crowd
motions, and complementarity systems, etc. Applications of our results to the
differential complementarity problems, and to the quasistatic evolution

variational inequalities have been given.

Key words : Degenerate sweeping process, perturbation, differential inclusion,
normal cone, set-valued map, absolutely continuous map, monotonicity, differential

complementarity problem, variational inequalities.



Résumeé

Le but de cette thése est d’apporter quelques contributions a la théorie des
inclusions différentielles impliquant des cones normaux, du point de vue de
I’analyse non lisse et variationnelle, sur les espaces de Hilbert séparables de
dimension infinie. En particulier, nous nous sommes intéresses a I’étude de la
variante suivante du processus de Rafle, qui est connu sous le nom de processus de

Rafle dégéneré perturbé

—%(t) € Ne@y(A(x () + f(t,x(©) p.p t € [Ty, T],
x(Ty) = x9,Axy € C(Ty).

(PDP): {

Ou la perturbation f: [Ty, T] X H — H est une application univoque,
mesurable par rapport a la premiére variable et Lipschitzienne par rapport a la
seconde variable.
L’inclusion différentielle (PDP) et beaucoup de ses variantes apparaissent
naturellement dans plusieurs applications telles que I’élastoplasticité, les circuits
électriques, la modélisation des mouvements de foule, et les systemes de
complémentarité, etc. Des applications de nos résultats aux problemes de
complémentarité différentielle, et aux inégalités variationnelles d’évolution quasi-

statiques ont été données.

Mots clés : Processus de Rafle dégénéré, perturbation, inclusion différentielle,
application multivoque, fonction absolument continue, cone normal, monotonie,
probléeme de complémentarité différentielle, inégalités variationnelles.
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Abréviations et notations

Les notations suivantes seront utilisées dans toute la thése :

c-a-d C'est-a-dire.
resp Respectivement.
i. e « C'est-a-dire ».

min, max, inf, sup  Minimum,Maximum,Infimum et Supremum respectivement.
p.p Presque partout.

Egal a, par définition.

Ensemble des nombres réels.

=R uyu {—w, +w0}.

Ensemble des parties de F.

el e D R
o

= int(A) Intérieur topologique de I'ensemble A.
= cl(A) Adhérence topologique ou fermeture de I'ensemble A.
r(A) = 0A Frontiére topologique de |'ensemble A.
Bz,7] Boule fermée centrée en x et de rayon r € |0, +oo[.
B(x,r) Boule ouverte centrée en x et de rayon r € |0, +0].
B = B|0,1] Boule unité fermée centrée en 0.
co(A) Enveloppe convexe d'un sous ensemble A.
co(A) Enveloppe convexe fermée d'un sous ensemble A.
cone(A) Enveloppe cénique convexe d'un sous ensemble A.
cone(A) Enveloppe coénique convexe fermée d'un sous ensemble A.
At Ensemble orthogonal a I'ensemble A.
I Norme sur X.
H Espace de Hilbert.
D) Produit scalaire sur H.
S.C.i Semi-continue inférieurement.
s.C.S Semi-continue supérieurement.



Fonction indicatrice d'un ensemble C.

)
oc(+) Fonction support d'un ensemble C'.
Po(.) Projection sur |'ensemble C'.
d(-,C) =de(+) Fonction distance a C.
aof (") Sous-différentiel de I'analyse convexe d'une fonction convexe f.
() Conjuguée de Fenchel d'une fonction.
() Biconjuguée de Fenchel d'une fonction.
(O Cone polaire d'un sous-ensemble C'.
c* Céne dual d'un sous-ensemble C'.
Ne(z) Cone normal de I'analyse convexe d'un ensemble convexe C' au point z.
To(x) Cone tangent de I'analyse convexe d'un ensemble convexe C' au point z.
E’ Dual topologique d'un espace vectoriel normé E.
o(E,E) Topologie faible sur E.
— ou % convergence faible.
s ou 1 convergence forte.
f: X—Y Application univoque définie sur X a valeurs dans Y.
dom(f) Domaine effectif de la fonction f.
epi(f) Epigraphe d'une fonction f.
hypo(f) Hypographe d'une fonction f.
{f<r} Ensemble de sous-niveau r € R.
{f =r} Ensemble de sur-niveau 7 € R.
F:X33Y Application multivoque de X vers Y.
dom(F) Domaine effectif de I'application multivoque F'.
S(F) Image de I'application multivoque F'.
gph(F) Graphe de |'application multivoque F'.
e(A, B) Exces (de Pompeiu- Hausdorff ) ou écart de A sur B.
dy(A, B) Distance de Hausdorff (Pompeiu-Hausdorff ) entre A et B.
C([Ty,T],H) Espace des fonctions continues définies sur [T, T'| a valeurs dans H.
LP([To,T], H) Espace des fonctions mesurables de puissance p — ieme intégrable sur [Ty, T'] .

L*([Ty,T), H Espace des fonctions essentiellement bornées sur [Tj, T'| a valeurs dans H.

)
Wk ([Ty,T], H) = {u e L7 ([To, T], H) : |u¢ < 0,¥j < k}

)HLP([TO,T],H)



Introduction Générale

L'analyse multivoque c'est I'étude des propriétés des applications multivaluées, autrement dit les ap-
plications dont I'image est un sous-ensemble de I'espace d'arrivée. Le besoin de |'analyse multivoque s'est
ainsi fait sentir pour la résolution de nombreux problémes émergents dans divers domaines. Parmi les
nombreux domaines dans lesquels les outils de I'analyse multivoque sont utilisés, on peut citer le contrdle
optimal [44], I'économie mathématique [6], [36], le calcul sous-différentiel [68], [69], I'optimisation, et
I'étude des inclusions différentielles.

Les inclusions différentielles représentent une généralisation des équations différentielles ordinaires (une

équation différentielle a second membre multivoque) de la forme
x(t) € F(t,z(t)), z(0) = xo. (1)

ou (-) indique la dérivée temporelle de (), 9 € X une condition initiale et 7 : [0,7] x X — P(X) est
une application multivoques, c'est- a-dire une application dont les valeurs sont des sous ensembles de X.

Quand F est un singleton sur X, on obtient un cas particulier de notamment |'équation différentielle
B(t) = f(t,x(t)),2(0) = xo, f € L'(I, X),

qui est intensément étudiée dans la littérature (voir par exemple [38]). Contrairement aux équations
différentielles ordinaires, I'existence de solution pour une inclusion différentielle repose non seulement sur
des conditions de régularité sur F' (i.e, les divers types de continuité ou semi-continuité) mais aussi a
des conditions de type topologique ou géométrique (compacité, convexité) de son image (Pour plus de
détails voir [8], [9], [37] et [72]). Aujourd'hui, cette théorie est devenue plus importante et plus attirante.
Son champ d’application s’est considérablement développé, et s'est avéré fructueuse dans de nombreux
domaines comme : la mécanique unilatérale [56], I'économie mathématique [8], les sciences de I'ingénieurs
(circuit électrique) [I], [35], etc... plus récemment, elle est devenue une des méthodes importantes pour
I'étude des inégalités variationnelles d'évolution [35], [73], principalement celles gouvernées par le cone

normal.



Un autre cas particulier trés important, qui d'ailleurs justifie aussi le grand intérét suscité par les
inclusions différentielles est donné par le sous différentiel d'une fonction convexe, on obtient le probleme
connu sous le nom de processus de Rafle (En anglais : sweeping process) introduit dans les années 70 par
J.J. Moreau. Ce probleme était formulé sous la forme d'une inclusion différentielle d'évolution du premier

ordre associée a un cone normal,

—i(t) € Neg((t) pp. te[0,T], @)
x(0) = 29 € C(0).

Telles que : H est un espace de Hilbert, C(-) : [0,7] =3 H une application multivoque définie sur
I'intervalle du temps [0, T'] et dont les valeurs sont convexes fermées non vides de H. N (x(t)) est le cone
normal au sens de |'analyse convexe a I'ensemble convexe C(t) au point z(t) avec une condition initiale
donnée x5 € C(0). Selon la définition du cone normal des ensembles convexes, I'inclusion différentielle
ci-dessus avec la contrainte x(t) € C(t) peut étre énoncée pour presque tout ¢ € [0,7] sous la forme

d'inégalité variationnelle d'évolution suivante
(—=z(t),y — z(t)) < 0 pour tout y € C(t),
z(0) = xo € C(0).

Le probléeme ([2]) s'écrit aussi

(1) € (b)) pp. te[0,T],
o (4)

ot zg € C(0) et dihey(v) est le sous-différentiel de la fonction convexe v —— () (v) I'indicatrice de
I'ensemble C'(t) (i.e. Yo (v) = 0 sive C(t) et +00 sinon).

Cette inclusion différentielle peut étre interprétée de la maniére suivante : Pour interpréter le mécanisme
décrit par ce probléme, on suppose que xz(t) se trouve a l'intérieur de C(t). Alors, le cone normal a
I'ensemble C'(t) a ce point x(t) est réduit a zéro et donc, la vitesse du point est nulle, c’est-a-dire que le
point ne bouge pas. Par contre, tout contact du point z(t) avec la frontiére de I'ensemble C'(¢) produit
un choc qui repousse ce premier avec une vitesse opposée a la normale a I'ensemble. C'est-a-dire que le
point est repoussé chaque fois vers |'intérieur de I'ensemble ( voir figure (1)) . Le nom de « processus de

Rafle » donné par Jean Jacques Moreau, se réfere a cette expressive interprétation géométrique.
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b 2(tr) € int(C(t)) V a(ty) € Fr(C(ty))
) Cithsycly) Y
')
a.j( ) B TRy
Ny (z(ty)) = {0} Nct,)(x(t2)) = Ryv
i(t1) = 0 B(ta) 70

FIGURE 1 — Interprétation physique

Ce probleme d'évolution abstrait a été introduit et étudié par Jean Jacques Moreau dans les années 70
dans une série d'articles [60], [61], [62], [63], dans le cas ou les ensembles C'(t) sont supposés convexes et
avec aucune perturbation. |l joue un role important dans I'élasto-plasticité, la quasi-statique, la dynamique,
notamment en mécanique [25], [58], [59]. Dans le premier article de [62], J.J. Moreau a étudié I'existence
d’une solution absolument continue pour (12)) sous la convexité de C(t) (La convexité de I'ensemble joue
un role déterminant pour la résolution de ce type de problémes) et sous I'hypothése que les ensembles
(C(t)); bougent de facon absolument continue par rapport a la distance de Pompeiu- Hausdorff, qui est

équivalente a I'existence d'une fonction absolument continue v(-) : [0,7] — R telle que
Ve e H Vs, te[0,T]:|d(x,C(t)) — d(xz,C(s))| < |v(t) —v(s)].

Pour résoudre ce probleme, J.J. Moreau apporta une nouvelle idée tres importante |'algorithme de rattra-
page (catching-up algorithm).

Depuis, de nombreuses améliorations ont été apportées dans la littérature : pour ajouter une per-
turbation, pour diminuer I'hypothése de convexité des ensembles C'(t), pour obtenir des résultats dans
un contexte Banachique (et pas seulement dans des espaces de Hilbert). Principalement, nous citons les
travaux C. Castaing, T.X. Duc Ha et M. Valadier [30] ainsi que ceux de C. Castaing et M.D.P. Monteiro
Marques [29]. Puis une importante amélioration fut apportée pour contourner I'hypotheése de convexité des
ensembles C'(t) grace a la notion d'ensemble prox-régulier. La notion de prox-régularité(qui est en fait une
version locale de la convexité) a été initialement définie par H. Federer ([43]) dans R? sous I'appellation
"positively reached sets". Elle fut ensuite étendue aux espaces de Hilbert par F.H. Clarke, R.J. Stern et P.R.
Wolenski ([31]) puis par R.A. Poliquin, R.T. Rockafellar et L.Thibault ([66]) et trés récemment dans des

espaces de Banach par F. Bernard, L. Thibault et N. Zlateva [16], [14]. Cette classe d'ensembles est plus



générale et comprend les ensembles convexes. Cette propriété peut étre décrite de maniere géométrique :
un ensemble C' est r—prox-régulier (r > 0) si on peut faire rouler une boule de rayon r continiiment sur
toute la frontiere 0C' de C'. Elle est équivalente a la propriété suivante : la projection Po(-) est univoque
et continue en tout point x a distance d(z,C) <.

De nombreux travaux traitent des processus de Rafle par des ensembles uniformément prox-réguliers. Le
cas sans perturbation a été tout d'abord traité par G. Colombo, V.V. Goncharov [34], par H. Benabdellah
[15] et ensuite par L. Thibault [76] et G. Colombo, M.D.P. Monteiro Marques [33] dans un cadre Hilbertien.
Dans le cadre d'un espace de Hilbert de dimension infinie, le probléme perturbé a été étudié par M.
Bounkhel, J.F. Edmond et L. Thibault [42], [41], [76], [21] et récemment dans un cadre Banachique par
F. Bernicot et J. Venel [17].

De plus, vu les nouvelles techniques du traitement des inclusions différentielles gouvernées par le cone
normal, plusieurs nouvelles variantes du processus de Rafle ont été introduites, notamment les processus
de Rafle dépendant de I'état, les processus de Rafle du second ordre et quelques autres variantes (Voir
[19], [47], [50],[52], et [53]).

Le but de cette these est d'apporter quelques contributions a la théorie des inclusions différentielles
impliquant des cones normaux du point de vue de |'analyse non lisse et variationnelle. En particulier, nous
nous intéressons a |'étude de la variante du processus de Rafle, qui est connu sous le nom de processus

de Rafle dégénéré perturbé et qui correspond a l'inclusion différentielle suivante

—i(t) € New(Az(t) + f(t,x(t) pp te [Ty T],
(PDP) : (5)
.CE(TQ) = Xy, A$0 € O(TO)

dont la perturbation f : [Ty, T] x H — H est une application univoque, mesurable par rapport a la

premiéere variable et Lipschitzienne par rapport a la seconde variable sur tout sous ensemble borné de H

et vérifiant |I'"hypothése de croissance suivante
[f @ @) < B+ |z]), V(¢ =) € [To, T] x H, (6)

Ou B(+) € LY([Ty, T],RT).

Lorsque la perturbation f = 0 et les ensembles C'(¢) sont convexes, M. Kunze et M.D.P Monteiro
Marques ([54], théoreme 2) ont prouvé I'existence et |'unicité de la solution du systéeme (PDP) ci-dessus
dans le cas ou la multiapplication C(-) varie d'une facon Lipschitzienne par rapport a la distance de

Hausdorff, c’est-a-dire qu'il existe une constante réelle L > 0 telle que, pour tous s,t € [Ty, T,
du(C(t),C(s)) < Lt — s

et cette solution est Lipschitzienne. Dans le cas non convexe, précisément lorsque les ensembles C/(t)

sont prox-réguliers, une version récente de tel probleme a été étudiée dans [3] ou les auteurs ont prouvé
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le caractére bien posé de (PDP) en utilisant la réduction de la I'inclusion différentielle avec contrainte
(PDP) al'inclusion différentielle sans contrainte gouvernée par le sous-différentiel de la fonction distance
dans un espace Hilbertien de dimension finie.

Nous généralisons les mémes résultats au cas de dimension infinie, c'est-a-dire que pour assurer le
caractére bien posé du probléeme (P D P) nous montrons |'existence et |'unicité des solutions dans le cadre
de dimension infinie.

Le résultat de I'existence et de |'unicité de la solution a été établi en considérant les hypothéeses
suivantes :

(H1) Pour tout t € [Ty, T'], C(t) sont des sous ensembles convexes fermés non vides de H.
(Hs) Pour tout t € [Ty, T, C(t) varie de maniére absolument continue. C'est-a-dire qu'il existe une

fonction absolument continue v(-) : [Ty, T] — R telle que pour tout z € H et s,t € [Ty, T,
|d(z, C(t) — d(z,C(s)] < [v(t) —v(s)]. (7)

(H3) A: H — H est un opérateur linéaire borné symétrique et p—coercif, c'est-a-dire qu'il existe p > 0
tels que

(Az,xy = (&, Ax) = p|z|* Vo € H. (8)

Ces nouveaux résultats sont présentés dans les trois derniers chapitres.

Cette these, qui est basée sur les travaux de J.F. Edmond and L. Thibault [42], est divisé concep-
tuellement en quatre chapitres. On commence par un chapitre introductif qui rappelle et présente les
résultats fondamentaux et les concepts de base dont nous avons besoin dans les chapitres postérieurs.
Par exemple, nous présentons quelques notions de base de I'analyse multivoque qui sont nécessaires pour
I'’étude des inclusions différentielles. Par la suite, nous donnons une revue courte sur I'analyse convexe,
particulierement, nous présentons quelques définitions et propriétés d'ensembles et de fonctions convexes
ainsi que des propriétés de la sous-différentiabilité des fonctions convexes, cela est suivi par quelques
résultats classiques de I'analyse fonctionnelle.

Le deuxieme chapitre concerne une nouvelle variante du processus de Rafle convexe (PDPT) de
premier ordre avec une perturbation univoque dépendante du temps . Telle que

—i(t) € Newy(Az(t)) + h(t) p.p te [Ty, T],
(PDPT) :
x(Ty) = xg, Axg € C(Tp),

Nous y présentons un résultat d'existence de solutions pour le probleme (PDPT) en le ramenant a un
probléme sans perturbation et en appliquant un résultat de Kunze et Monteiro Marques [54].

Dans le chapitre suivant, nous appliquons les résultats du deuxiéme chapitre pour établir un résultat
d’existence et d'unicité pour le probléme perturbé (PDP), ou la perturbation est Lipschitzienne dépen-

dante du temps et de |'état.



Enfin, dans le quatrieme chapitre, nous appliquons nos résultats principaux aux problemes de complé-
mentarité différentielle, et aux inégalités variationnelles quasi-statiques d’évolution.
Notons que les résultats de cette these ont fait I'objet d'une publication en collaboration avec le professeur

Haddad Tahar, et le docteur Moustapha Sene dans le journal "Applicable Analysis”, voir [51].



Chapitre 1

Concepts de base et résultats préliminaires

Dans ce chapitre, nous rappelons certaines notions préliminaires nécessaires que nous utiliserons dans
cette thése. Il s'agit de résultats fondamentaux d'analyse multivoque, d'analyse convexe et fonctionnelle.
Dans la premiére partie, nous recueillons d'abord les définitions et propriétés relatives aux applications
multivoques dont nous aurons besoin dans le cadre de cette thése, notamment la notion d'application
multivoque, les notions de semi-continuité inférieure et supérieure et quelques notions d'exces et de dis-
tance de Hausdorff qui sont deux outils importants en analyse multivoque permettant d'évaluer |'écart
entre deux ensembles. Nous proposons dans la deuxieme partie de ce chapitre, I'étude de la semi-continuité
des applications univoques a valeurs réelles étendues et ses propriétés. La troisieme partie est consacrée a
quelques rappels sur I'analyse convexe, qui sont utiles pour la suite de ce travail. Nous introduisons dans un
premier temps la notion d'ensemble convexe, donnons quelques leurs principales propriétés (géométriques
et topologiques). Ensuite, nous abordons une classe particuliére d'ensembles convexes : les cbnes convexes
qui jouent un role particulier dans la description des ensembles convexes. Nous étudions également, les
fonctions convexes et ses propriétés. Nous proposons |'étude du sous différentiel au sens d'analyse convexe
d'une fonction convexe, et ses propriétés, qui est tres important dans la résolution des problemes d’'évo-
lutions non linéaires. Dans la derniére partie, nous donnons des notions sur les opérateurs monotones,
maximaux monotones et quelques résultats classiques de I'analyse fonctionnelle qui nous serviront tout au

long de ce travail.

1.1 (Généralités sur les applications multivoques

L'analyse multivoque est une importante branche de |'analyse variationnelle. Elle étudie les propriétés
des relations F' d'un ensemble X dans un ensemble Y ; appelées applications multivoques qui, a chaque
élément x € X associent un sous-ensemble éventuellement non vide de Y. On peut voir les applications

multivoques comme une généralisation des applications univoques. |l est bien connu que certains problémes
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provenant de divers domaines conduisent tout naturellement a I'utilisation de telles applications. C'est le
cas par exemple de nombreux problémes en théorie du controle, en économie et gestion, et en biologie...

Comme nous |'avons dit précédemment, nous nous intéressons dans cette section aux applications
dites multivoques. Ce sont des applications dont les images ne sont pas nécessairement des points comme

en analyse classique, mais des ensembles.

Définition 1.1.1 Etant donné deux ensembles X et Y. Si a chaque élément x de X, on associe un
sous-ensemble éventuellement non vide de Y noté F(z), on définit une application multivoque F (ou,
multiapplications, multifonctions) de X vers Y et on note F' : X 3'Y pour faire la différence avec la
notation usuelle des applications univoques.

Les notations F : X — 2¥ F : X — P(Y),F : X — Y sont aussi utilisées dans la littérature.
Remarquons qu’une application univoque est aussi une application multivoque puisque pour x € X le

singleton f(x) = {y} est un sous-ensemble de Y .

Afin de bien travailler dans le cadre de I'analyse multivoque, énoncons maintenant quelques définitions et

caractéristiques propres aux applications multivoques.

Définition 1.1.2 Soient X et Y deux ensembles, F' : X 3'Y une application multivoque. Alors
@ On appelle domaine de F' et on note dom(F') I'ensemble des éléments de X dont I'image par F' est

un sous-ensemble non vide de Y . Autrement dit,
dom(F) :={xe X : F(x) % ¢}.

L’application F' est dite stricte si pour tout x € X, I'ensemble F(x) est non vide.
@ On appelle image de F' et on note Im(F') la réunion des valeurs F(x) lorsque x parcourt X. Cet
ensemble se définit par,
Im(F):={yeY,dre X :ye F(x)} = | JF(a).
zeX
Si A c X, alors I'image de A par F' est
F(A):=| JF(z) ={yeY,Fwe A:ye F(z)}.
zeA

Ainsi

@ On appelle le graphe F' le sous-ensemble de X x Y défini par

gph(F) :={(z,y) e X xY :ye F(x)}. (1.1)
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I est dite non triviale si son graphe est non vide, c'est-a-dire s'il existe au moins un élément x € X tel
que F(z) soit non vide.

@ L'inverse de F' est I'application multivoque F~' : Y =3 X telle que
re Fl(y) = ye F(z) = (z,y) € gph(F).

@ L'application multivoque F' est dite a valeurs fermées, ouvertes ou compactes si, pour chaque x €
dom(F), F(x) est respectivement un ensemble fermé, ouvert ou compact en Y .
@ L'application multivoque est dite fermée, ouverte ou compacte, si son graphe est un ensemble fermé,

ouvert ou compact.

Définition 1.1.3 Soit F': X =2 Y une application multivoque. Pour tout V <Y, on définit

@ L'image réciproque (large) de V' par I'application multivoque F' par
FrV)={zeX:Flx)nV + ¢}. (1.2)
@ L'image réciproque (étroite) de V' par I'application multivoque F' par
FY(V):={zreX:F(z)cV}. (1.3)

Remarque 1.1.1 5/ F : X 3 Y une application multivoque. Alors pour tout sous-ensemble A < Y, on
a

A

D) FHC) = Cy' (1.4)

et
(i) F (0 = o5 ™. (1.5)

Définition 1.1.4 (Continuité des applications multivoques) Soient XY deux espaces topologiques et
F: X 3Y une application multivoque.
@ On dit que F est semi-continue supérieurement (en abrégé s.c.s) en x* € domF si et seulement si

pour tout ouvert U de Y contenant F(z*), il existe un voisinage V < X de x* tel que
F(x)cUNzeV.

Autrement dit F est s.c.s a x* si I'image réciproque (étroite) de tout voisinage de F(z*) est un voisinage
de x*.

Lorsque la propriété est vérifiée a chaque point * € X (resp. x* € A, ou A < E), on dit que F est s.c.s
sur X (resp. s.c.s sur A).

@ On dit que F' est semi-continue inférieurement (en abrégé s.c.i) en z* € domF si et seulement si

pour ouvert U de Y Vérifiant F(x*) n U # ¢, il existe un ouvert V. X de x* tel que

Fx)nU % ¢,V e V.
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Autrement dit I est s.c.i a x* si I'image réciproque (large) de tout sous-ensemble ouvert intersecte F'(z*)
est un voisinage de x*.

Lorsque la propriété est vérifiée a chaque point x* € X (resp. * € A, ou A < E), on dit que F est s.c.i
sur X (resp. s.c.i sur A).

@ F' est dite continue en x si elle est a la fois semi-continue inférieurement et semicontinue supérieure-

ment en x et elle est continue si elle est continue en tout point x € dom(F).

Il n'est pas facile de prouver que les applications multivoques sont semi-continues supérieurement
ou inférieurement en utilisant les définitions de ces continuités. La proposition suivante exprime la semi-
continuité des applications multivoques en termes d’'images inverses. Nous avons donc les caractérisations

suivantes pour ces définitions.

Proposition 1.1.1 [10]Soit F : X 3 Y une application multivoque. Alors

@ Les assertions suivantes sont équivalentes deux a deux.

(a1) F est semi-continue supérieurement.

(b)) F7H(U) ={x e X : F(z) < V} est un ouvert de X pour tout ouvert U de Y.
(c1) FFY(V)={xe X : F(x) nV % ¢} est un fermé de X pour tout ferméV de Y.
@ De méme les assertions (az), (by) et (co) suivantes sont deux-a-deux équivalentes :
(ag) F est semi-continue inférieurement.

(by) F~Y(U) est un ouvert de X pour tout ouvert U de Y.

(ca) F71(V) est un fermé de X pour tout fermé V de Y.

La notion de la Lipschitzité dont les origines remontent a quelques siécles, a joué un réle important dans
plusieurs domaines comme la théorie de la mesure et la résolution des équations différentielles ordinaires. I
est donc intéressant d'étendre cette propriété, du cadre univoque au cadre multivoque. A cette fin, et pour
passer a la version ensembliste, on aura besoin d'introduire la notion d'excés et la distance de Hausdorff

qui sont deux outils importants en analyse multivoque permettant d'évaluer |'écart entre deux ensembles.

Définition 1.1.5 Soient (E,d) un espace métrique et A un sous ensemble non vide de E. La distance
du point x € E 3 I'ensemble A notée d(z, A),d(x) est définie par
d(z,A) = da(z) := mfd(x a). (1.6)

acA

Si A= ¢, alors d(x,p) = +w0.
e Si A est non vide, alors pour tout € > 0, il existe un élément y € A tel que
d(xz,y) <d(z,A) +¢

Définition 1.1.6 Soient (E,d),(F,d') deux espaces métriques, U un ouvert de E, et f : E — F une

fonction.
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@ On dit que f est Lipschitzienne sur E de rapport | s'il existe un réel | € R, tel que pour tous x,y € E,

d(f(x), f(y)) < ld(z,y).

@ On dit que f est localement Lipschitzienne de rapport | € R, au voisinage de xo € E si pour un

certain r > 0, f est [-Lipschitzienne sur l'ensemble B(xq,T).

Remarque 1.1.2 Soient A un sous ensemble non vide d'un espace métrique (E,d) et x € E . Alors

(@) La fonction x — d(x, A) est Lipschitzienne de rapport 1 pour la distance d, i.e.

Vl’,y € X: |d(£L‘,A> o d(y,A)‘ < d(l‘,y)

®

dz,A) =0 <=z A

Définition 1.1.7 Soit (E,d) un espace métrique et soient A et B deux sous-ensembles de E.
» On appelle excés (de Pompeiu- Hausdorff) ou écart de A sur B et on le note e(A, B), la quantité

suivante

e(A, B) := supd(z, B) = sup (infd(:z:,y)) . (1.7)

€A zeA \YEB

» Dans le contexte de I'espace normé une définition équivalente de I'excés se donne par
e(A,B):=inf{r >0: Ac B +rB}, (1.8)

Telle que
B+rB= u B(x,r).
zeB

Définition 1.1.8 (Caractérisation de la fonction de I'excés en termes de distance d'un point a un en-
semble)

Une autre formulation équivalente pour la fonction de I'excés en termes de distance d’'un point a un
ensemble est donnée par

e(A,B) = sup (d(z, B) —d(z, A)) . (1.9)

zeFE

Proposition 1.1.2 (Propriétés)

Soit (E,d) un espace métrique et soient A, B,C et D des sous-ensembles de E. Alors

@ e(p,B) =0, si B £ ¢ et e(A,¢) = +00 pour tout A. Alors I'excés prend ses valeurs dans
I'intervalle [0, +0].

(2) e(A,B) =0+« Ac B.

@ e(A,C) <e(A, B) +e(B,C) (I'excés vérifie I'inégalité triangulaire).
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Définition 1.1.9 Soit (E,d) un espace métrique et soient A et B deux sous-ensembles non vides de E.

» La distance de Hausdorff (Pompeiu-Hausdorff) de A a B, notée dy (A, B) est définie par
dy(A, B) := max {e(A, B),e(B,A)}. (1.10)
» La distance de Hausdorff dans un espace normé prend la forme suivante

dy(A,B) =inf{r >0: Ac B+rBet Bc A+ rB}. (1.11)

Définition 1.1.10 (Caractérisation de la distance de Hausdorff)
Une autre formulation équivalente pour la fonction de Hausdorff en termes de distance d’un point a un

ensemble est donnée par

dy(A, B) = sup |d(z, B) — d(z, A)|. (1.12)

zel

D’apres la définition de dy, on peut facilement vérifier les propriétés suivantes.

Proposition 1.1.3 (Propriétés)

Soit (E,d) un espace métrique. Alors la distance de Hausdorff vérifie les propriétés suivantes.
@ diy(A, A) =0, pour tout A e P(E).

@ dy(A, B) = dy(B, A), pour tout A, B e P(FE).

(3) du(A, B) < du(A,C) + du(C, B), pour tout A, B,C € P(E).

Définition 1.1.11 (Applications Lipschitziennes)
On dit qu'une application multivoque I’ : X 3'Y est lipschitzienne relativement a un sous-ensemble non

vide D de dom(F'), si elle est a valeurs fermées sur D et s'il existe une constante | = 0 telle que
F(z) c F(z') + l.d(z,2") - By. (1.13)
L'inclusion (1.13|) peut étre réécrite en termes de distance de Hausdorff

dg(F(z), F(2") < ld(x,2"),Vz, 2" € X.

1.2 Semi-continuité de fonctions a valeurs réelles étendues

On appellera ici fonction a valeurs réelles étendues sur un ensemble non vide E toute fonction de F
dans R := R U {—00, +o0}. Si E est muni d'une topologie 7 et si f(x¢) est fini, i.e. f(zo) € R, alors la
continuité de f en xq revient a dire que pour tout réel € > 0 il existe un voisinage V' de x tel que pour

tout z € V on ait

flxo) —e < f(z) < f(xg) +&. (1.14)
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En découplant les deux inégalités ci-dessus, on aboutit aux deux concepts de semi-continuité.
Observons avant d'énoncer les définitions que pour f(z9) = +o0 on a f(xg) —e = f(xy) et donc au
lieu de f(xo) — e on est conduit a considérer un réel r < f(xq) pour la premiére inégalité. Une remarque

similaire est valable pour la seconde inégalité.

Définition 1.2.1 (Semi-continuité)

Soit f : E — R une fonction a valeurs réelles étendues d'un espace topologique dans R. Alors on dit
que

@ f est semi-continue inférieurement (s.c.i en abrégé) en un point a € E quand pour tout réel r < f(a),

il existe un voisinage V' de a dans E tel que pour tout x € V on ait

fz)>r.

@ | est semi-continue supérieurement (s.c.s en abrégé) en un point a € E quand pour tout réel r > f(a),

il existe un voisinage V' de a dans E tel que pour tout x € V on ait

flx) <r

@ Si f est semi-continue inférieurement (resp. supérieurement) en tout point d'un ensemble A c E on
dit que f est semi-continue inférieurement (resp. supérieurement) sur A. Quand A = E, on dit simplement

que f est semi-continue inférieurement (resp. supérieurement).

Exemple 1.2.1 Soient E un espace topologique, f, g : E — R deux fonctions a valeurs réelles étendues
et a un point de E. Alors

@ Toute fonction réelle étendue continue en a est a la fois semi-continue inférieurement et semi-continue
supérieurement en a.

@ La borne supérieure (resp. La borne inférieure) d’une famille quelconque de fonctions réelles étendues
s.c.i (resp. s.c.s) en un point a € E est s.c.i (resp. s.c.s) en a.

@ La fonction f est s.c.s (resp. s.c.i) en a si et seulement si la fonction (—f) est s.c.i (resp. s.c.s) en
a.

@ Si f et g sont s.c.i (resp. s.c.s) en a et si f + g est bien définie sur un voisinage de a, alors f + g
est s.c.i (resp. s.c.s) en a.

@ Soit o € R une constante réelle non nulle. Si f est s.c.i en a, alors la fonction o.f est s.c.i en a pour

a >0 et s.c.s en a pour a < 0.

La s.c.i (resp. s.c.s) d'une fonction réelle étendue est reliée a son épigraphe et a ses sous-niveaux
inférieurs. A une fonction réelle étendue f : £ —> R on associe son épigraphe noté epi(f) et son
hypographe noté hypo( f) définis comme sous-ensembles de ' x R. On associe aussi a f et a chaque réel

r € R les ensembles {f < r} et {f > r} de sous-niveau et sur-niveau r respectivement.
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Définition 1.2.2 Soit £ un espace topologique et f : E —> R une fonction 3 valeurs réelles étendues.

@ On appelle épigraphe de f, noté epi(f) le sous-ensemble de E x R défini par
epi(f) :={(z,r) e ExR: f(x) <r}.
@ On appelle hypographe de f, noté hypo(f) le sous-ensemble de E x R défini par
hypo(f) :={(z,r) e E xR : f(x) = r}.
@ On appelle ensemble de sous-niveau de f, noté {f < r} le sous-ensemble de E défini par
{f<ri={zeE: f(z)<r}.

{f < r} est I'ensemble des points ot elle prend une valeur inférieure a un niveau r.

@ On appelle ensemble de sur-niveau de f, noté {f = r} le sous-ensemble de E défini par
{fzri={xeE: fx)=r}.
{f =} est I'ensemble des points ot elle prend une valeur supérieure a un niveau r.

Le résultat suivant établit certaines caractérisations alternatives de semicontinuité inférieure et supérieure.

Théoréme 1.2.1 [70] Soit E un espace topologique et f : E —> R. Alors

@ Les assertions (ay), (by) et (c1) suivantes sont deux-a-deux équivalentes :

(ay1) La fonction f est semi-continue inférieurement.

(b1) L’épigraphe epi(f) de f est fermé dans E x R.

(c1) Pour chaque réel r € R le sous-niveau {f < r} est fermé dans E.

@ De méme les assertions (az), (by) et (co) suivantes sont deux-a-deux équivalentes :
(ag) La fonction f est semi-continue supérieurement,

(ba) L’hypographe hypo(f) de f est fermé dans E x R.

(co) Pour chaque réel r € R le sur-niveau {f > r} est fermé dans E.

Notre tache maintenant est de relier la semi-continuité inférieure (resp. supérieure) a un concept de
limite inférieure. Pour cela nous allons introduire la notion de limite inférieure (resp. supérieure) pour une

suite (ordinaire) de R et pour une fonction d'un espace topologique F dans R.

Définition 1.2.3 Soit (z,,),, une suite de R. On définit les limites inférieure et supérieure de (x,,),, comme
suit

liminfz, := sup <inka.) ,lim supzx,, := inf <supxk> )

n—->0o0 neN k=n n—-»00 neN k=n

Ces deux semi-limites vérifient les inégalités suivantes

liminfz, < lim x, < limsupz,.
_)@

n—>00 n n—>s00
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Définition 1.2.4 Soit E/ un espace topologique et f : E —> R une fonction a valeurs réelles étendues.
Alors

(a) La limite inférieure de f en a est donnée par

liminf f(z) := supinf {f(V) : V e V(a)} = sup (inff(:r;)) : (1.15)
e vev(a) \EV
@ La limite supérieure de f en a est donnée par
limsupf(x) :=infsup {f(V) : V € V(a)} = inf <supf(a:)> . (1.16)
r—>a VeV(a) \ zeV

ou V(a) désigne I'ensemble des voisinages de a dans E.
Remarque 1.2.1 Notons que pour toute constante o € R* on a
limsupa f(z) = alimsupf(z) et liminfof(z) = oliminf f(z) sia > 0.

Exemple 1.2.2 Si f : R — R une fonction a valeurs réelles étendues. Alors

liminf f(z) = supinf { f(z) : |x — zo| < 1} (1.17)
rT—a r>0
limsupf(x) = iggsup {f(z): |z — x| <7} (1.18)

Tr—a
Le lien entre la semi-continuité inférieure (resp. supérieure) et la limite inférieure (resp. supérieure) se

trouve dans la proposition importante suivante.

Proposition 1.2.1 [74] SoientE un espace topologique, f : E — R une fonction & valeurs réelles
étendues et a € E. Alors

@ Les assertions (ay), (b1) et (c¢1) suivantes sont deux-a-deux équivalentes :

(ay) La fonction f est sci en a.

(br) f(a) < liminff(v).

(c1) Pour toute suite (x,)nen de E convergeant vers a dans E on a f(a) < I}Lni}gjff(:pn)

De méme les assertions (az), (ba) et (ca) suivantes sont deux-a-deux équivalentes :
(ay) La fonction f est scs en a.

a2
(b2) limsupf(z) < f(a).
(co) Pour toute suite (x,,)nen de E convergeant vers a dans E on a limsupf(z,) < f(a).

n—--0o0

1.3 Quelques concepts d’analyse convexe

L'analyse convexe est un des piliers des mathématiques appliquées. Elle intervient dans la modélisation
et la résolution numérique de problémes dans pratiquement tous les secteurs ou la modélisation mathéma-
tique est pertinente : en ingénierie, en statistiques, en physique, en économie, en finance, dans les sciences

de l'information, pour la simulation numérique et des données.



18 Concepts de base et résultats préliminaires

1.3.1 Ensembles et cOnes convexes

Définition 1.3.1 Soit E un espace vectoriel réel. Un sous-ensemble C' de E est dit convexe si et seulement
si

Ve,ye C)Vae [0,1] :ax + (1 —a)ye C.

On dit parfois que le segment [z, y] est inclus dans C.

(&

Non convexe

Non convexe

Convexe

FIGURE 1.1 — Ensembles convexes et non convexes

Exemple 1.3.1

@ Le produit (I'homothétique) aC := {ax : x € C'} d'un scalaire o € R par un convexe C de E est un
convexe.

@ Pour tout convexe C' de E et pour tout a € E, le translaté a + C := {a + x : x € C'} est convexe.
@ Si {C;},.; est une famille quelconque de convexes de I, alors leur intersection est un convexe.

@ Soit C' un sous-ensemble convexe d’un espace normé E. Alors les ensembles adh(A) et int(C') sont

convexes.

Comme les ensembles convexes sont stables par intersection, on peut définir le plus petit ensemble
convexe (au sens de l'inclusion) contenant un ensemble donné. On formalise cette observation avec la

définition suivante.

Définition 1.3.2 Soit A une partie d'un espace vectoriel E. L’enveloppe convexe de A (ou enveloppe

convexe engendré par A) est l'intersection de tous les convexes contenant A et elle est notée co(A).

co(A) = ﬂ {C : C est un convexe contenant A} .
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Il est équivalent de dire que co(A) est I'ensemble de toutes les combinaisons convexes finies d’éléments

de A,
co(A) = Z/\ixi n=>1lx,e AN > O’Z)‘i =1;. (1.19)
i=1 i1

L'enveloppe convexe d'un sous-ensemble fermé n'est pas nécessairement fermée. Pour cette raison, il

est nécessaire de recourir a la notion d’enveloppe convexe fermée.

Définition 1.3.3 Soit A un sous-ensemble d’un espace normé E. On appelle enveloppe convexe fermée

noté co(A) de A l'intersection de tous les ensembles convexes fermés contenant A.
co(A) := ﬂ {C : C est un convexe fermé contenant A} .

Une autre maniére de définir I'enveloppe convexe fermée co(A) est

co(A) = co(A).

Dans un espace vectoriel réel E/, on va s'intéresser a certains convexes particuliers, les cones convexes,
qui joueront un réle important dans la structure des convexes. Parmi tous les types de cénes possibles,

nous nous restreignons aux cones convexes, qui présentent un plus grand intérét pour notre propos.

Définition 1.3.4

@ Soit E un espace vectoriel réel. Une partie C de E est un céne si si et seulement si
Vee CVa=>0:axe(C.

Autrement dit, aoC' < C', pour tout o = 0.

@ Si C' est convexe, il est alors appelé un cbéne convexe.

Remarque 1.3.1 Une formulation équivalente de cette derniére définition est la suivante :
Une partie C' de E est un céne convexe si et seulement si elle est stable par addition et par multiplication

par les réels positifs, c'est a dire, si et seulement si

x+yedl, C+Cc(,
Ve,ye C,Va = 0: et — VYVa=0: et
az € C. aC c C.

Exemple 1.3.2

@ Soit E un espace normé. L’'adhérence d'un céne convexe C' de E est un cbéne convexe.

@ Il est clair que l'intersection d’une famille quelconque de cbnes convexes est convexe. Un produit
cartésien de cénes convexes est un céne convexe. La convexité conique est aussi stable par combinaison
linéaire. L'image et I'image réciproque d'un céne convexe par une application linéaire est aussi un cone

convexe.
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Définition 1.3.5 Soit A une partie d’un espace vectoriel E/. L 'enveloppe cbnique de A ou le céne convexe

engendré par A est I'intersection de tous les cénes convexes contenant A et elle est notée cone(A).
cone(A) := ﬂ {C : C est un céne convexe contenant A} .

Il s’agit donc du plus petit céne convexe contenant A.

Il est équivalent de dire que cone(A) est I'ensemble de toutes les combinaisons céniques finies d'éléments

de A,
cone(A) = Z)\ﬂ“i n=1,z,€ AN =05 (1.20)
i=1

Dans I'analyse convexe, les cones les plus connus sont le cdne tangent et le céne normal. Soit (H, (-, -))

un espace de Hilbert ou (-, ) désigne le produit scalaire.

Définition 1.3.6 Soit C un sous ensemble non vide de H.

@ Le céne dual de C' dans H est défini par
C*:={ye H:{x,y)=>0,VreC}.
@ Le coéne polaire C*° d'un sous-ensemble non vide C' dans H est défini par
C°:={ye H :{x,y) <0,YrelC}=-C"

Evidemment C° est une partie non vide puisque 0 € C°. De plus, si y € C, alors y ¢ C° sauf si y = 0.

C'est pourquoi la notion de polarité est dans un sens une notion de complémentarité.

Il découle de cette définition que pour tout C' un sous ensemble non vide de H. Le cbne dual C* (resp.
polair C°) est un céne convexe fermé non vide.
Les cones tangents et normaux jouent un rdle important dans les inclusions différentielles et sont fonda-

mentaux dans |'étude des problémes d'optimisation.

Définition 1.3.7 Soit C un sous ensemble non vide de H. Alors, un vecteur v € H est dit normal a C
au point a € C' si

v,z —ay<0,VreC.
Ou d’une maniére équivalente si

sup (v, 2) = (v, a)
zeC

Remarquons que si v est un vecteur normal a C, alors aw I'est aussi pour o = 0. Alors I'ensemble de

tous les vecteurs normaux a C' au point a € C' forme un cone appelé le cone normal a C' au point a, noté

Nc(a).
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Définition 1.3.8 Soit C' un sous-ensemble convexe non vide de H et soit v € H. Le céne normal (au

sens de I'analyse convexe) a C' en x noté N (x) est défini par

{ye H:(y,z—x)<0,VzeC}, sizeC,
Ne(z) = (1.21)
o, siz¢C.

Ou d’une maniére équivalente

Neo(z):={ye H :sup(y,C —z) < 0}. (1.22)

FiGURE 1.2 — Cones normaux a un sous-ensemble convexe en différents points

Remarque 1.3.2
@ En utilisant la notion de polarité, on obtient la formulation équivalente des cénes normaux suivante
(C—2)°, sizeC,

Nc<l') =
o, sixz ¢ C.

Telle que
C—x:={2—x:2€C}.

@ Remarquons que les éléments du céne normal forment un angle obtus avec z — x pour tout élément

de I'ensemble C.
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(¢) Le céne normal de C' est une application multivoque de H vers H, i.e Nc(-) : H = H.
@ Six € int(C), alors No(z) = {0} (Les seuls points intéressants sont ceux sur la frontiére de C').

(e) No(x) est un sous-ensemble convexe fermé de H contenant ['origine.

Exemple 1.3.3 Soit C' = [0, 1], alors

R, six=0
Ry, six=1
{0}, size]0,1]
¢, Par ailleurs.

Nc(]?) =

Proposition 1.3.1 Soit C' un sous-ensemble convexe non vide de H. Alors pour tout x € —C' et
y,z€ H tels quey+ ze C, on a

(ONo(y+2) = Ne—.(y),
@ — Nc(—l’) N_C(ZE).

Preuve. Soient x€ —C' ety,z€ H, alors

@ Soit t € H, alors
t € Noly+z) <= {,s—(y+2))<0,¥seC

— ({,(s—2)—y)<0,VseC

<= te€ Nc_.(y).
@ Soit t € H, alors

t € N -s—2)<0,VseC
— —(t,s—(—x))<0,VseC

< te—Ng(—x).

Définition 1.3.9 Soit C' un sous-ensemble convexe non vide de H et soit x € H.
» Le cone tangent (au sens de I'analyse convexe) a C en x noté T (x) est I'adhérence du céne convexe

engendré par C' — {z},

To(z) :==cone(C) =R (C —x) = U {zeH:z=\Ny—=x),yeC}. (1.23)

A>0
» Sixz ¢ C, alors
TC(x) = ¢a

Autrement dit, T (x) est 'ensemble des directions tangentes a C' en .
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Exemple 1.3.4 Sur R on considére le sous ensemble C' := [0, 1], alors
T[(),l](l) = ]—OO, O] .
En effet :
C— {1} = {l'— ].,.f € [071]} = [_170]7

On obtient
Ry(C—{1}) = [JPz:zeC—{1}} = | Pz we[-1,00} = ]-,0],

Ce qui donne

Tjo(1) = B (C — (1)) = ]-o0.0].

Proposition 1.3.2 [12]/Soit C' un sous-ensemble convexe non vide de H et soit x € C. Alors

To(z) = Ne(x) et Ng(x) = To(z).

Proposition 1.3.3 Soit K un céne convexe fermé non vide de H et soient u,v € H. Alors

K*sulve K < —ue Nkg(v).

Preuve.
e Soient u,v € H tel que

KsulvekK,

Cela donne

<u’,U> = 07
{u,zy =2 0,Vz e K.

D’autre part, soit z € K, alors
(—u,z —v)y ={—u,z) + {u,v)y = —(u, z) <0.

Par conséquent —u € Ng(v).
e Supposons maintenant que

—u € Nk (v).

Alors
(—u,z—v)<0,Vze K.

(1.24)
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Or v € K, alors on obtient pour z = 0 et z = 2v,

(—u,—v)y <0,
et
(—u,v) <0,
Par suite
{u,vy <0
et = (u,v) = 0.
(u,vy =0
Ce qui donne
u L v. (1.25)

Par ailleurs, de ([1.24)) et de (1.25)), on peut deduire que pour tout z € K,{u, z) = 0.

Ceci entraine que u € K*. H

1.3.2 Projection sur un convexe fermé

La projection sur un ensemble est un probleme particulier de minimisation, qui consiste a trouver,
s'ils existent, les points d'un ensemble C' = FE les plus proches d'un point de référence donné x € E. La

distance d'un point x € E a un ensemble C' ¢ E est définie par

d(z,C) = infd(z,y).

yeC

et il s'agit de trouver les points de C' qui réalisent cet infimum. Nous définissons I'opérateur de projection,

ou projecteur, par :

Définition 1.3.10 Soit C' un sous ensemble non vide d’un espace normé E, et soit x € E. Un élément
y € C est une projection de = sur C, ou le point de C' le plus proche a = (au sens de la distance euclidienne)
si

Jo— vl = inf |« — 2| = d(z.C). (1.26)

» On note Pc(x) I'ensemble de tous les points y € C' vérifiant (1.26)), c-a-d
Po(z) = {ye C: |z —y] = d(z,O)} (1.27)
» Sixz e C, alors Po(x) := {x}. Autrement dit, C est I'ensemble des points fixes par Pc(-).

Remarque 1.3.3

e Un cas remarquable est celui ou la projection existe toujours et est unique, c'est-a-dire
Ve e E: Card(Po(z)) = 1.

Les ensembles ayant cette propriété sont appelés ensembles de Chebyshev.

e [ ‘opérateur de projection est une application multivoque, Po(-) : E 3 E.
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Le théoréeme de projection sur un convexe fermé est un outil fondamental de la théorie des espaces
de Hilbert. IL affirme que si C' est un ensemble convexe, fermé et non vide, alors c'est un ensemble de
Chebyshev. On a donc un opérateur univoque, de H dans C, que I'on appellera opérateur de projection,
ou simplement Projecteur. Le résultat fondamental suivant donne les conditions d'existence et d'unicité

de projection. Sa preuve est standard et peut étre trouvée, par exemple, dans [23].

Théoreme 1.3.1 Soit H un espace de Hilbert et soit C' une partie convexe et fermée, non vide,
de H. Alors, pour tout x € H, il existe un unique y € C' tel que

d(z,C) = o~y = inf |~ 2| .

On dit que y = Po(x) est la projection de x sur C. Cet élément y est caractérisé par I'inéquation
variationnelle
y=PFPo(r) = yeCe (z—y,x—yy<0,Vzel. (1.28)

L'inégalité (1.28)) dit que le produit scalaire du vecteur yZ avec tout vecteur y& (z € C) est < 0,

c'est-a-dire que I'angle 6 déterminé par ces deux vecteurs est toujours obtus, c-a-d, § > 5. voir figure

L3l

FIGURE 1.3 — Interprétation géométrique de la caractérisation (|1.28))

/ T
‘/V T, ! \\
“ |
|

\
/
\ C /
\\ /
~_ /////

FIGURE 1.4 — Non-unicité de la projection
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Dans un espace de Hilbert, le cone normal a un ensemble convexe (fermé) C' est fortement lié a

I'application de projection, ce que |'on peut voir clairement dans |'équivalence suivante
y = Po(x) =z —ye No(y). (1.29)
En effet :

r—y € Nely) ={e-yz2-y<0,vVzel

— y = Po(x).

Cette équivalence se justifie en utilisant la caractérisation de la projection sur un convexe fermé énoncée

dans ((1.28)). Il résulte de (1.29) que
x — Po(z) € Ne(Po(z)) = z € (I + Ne(+)) (Po(z)) <= Po(z) € (I + Ne(-) " (z).
ce qui montre que |'application = — (I + NC(~))_1 (x) est a valeurs univoques et par conséquent
(I + No(-)™" (x) = Po(z) pour tout = € H.

1.3.3 Fonctions convexes

Définition 1.3.11
@ Soit E est un espace vectoriel, le domaine effectif (ou simplement domaine) d’une fonction f : E —>

R U {+0} est I'ensemble des points ot elle ne prend pas la valeur +o. On le note
dom(f):={re E: f(x) < +owo}.
@ Une fonction f : E — R u {+} est propre si son domaine effectif est non vide.

Définition 1.3.12 Une fonction f : E — R u {+x} est dite convexe si pour tous x,y dans E avec

f(z) < 4o, f(y) < +o0 et tout a € [0,1], on a
flax + (1= a)y) < af(@) + (1 - a)f(y). (1.30)

La convexité d'une fonction peut étre caractérisée par la convexité de son épigraphe. Une formulation

équivalente de cette définition est la suivante :

Définition 1.3.13 Une fonction f : E — R u {+00} est dite convexe si et seulement si son épigraphe

epi(f) est convexe.

L'exemple suivant permet de déduire des opérations préservant la convexité des fonctions similaire aux

opérations préservant la convexité des ensembles.
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Exemple 1.3.5

@ Soit (fi)ier une famille de fonctions convexes de E dans R u {+0o0}, alors la fonction f := supf; est
également convexe (Un supremum de fonctions convexes est une fonction convexe). “

@ Si f et g sont des fonctions convexes de E dans R U {+o0}, et «, 3 des réels positifs, alors la fonction
af + PBg est convexe.

@ Sif: E—> Ru{+w} est convexe alors ses ensembles de niveaux {f < r} sont convexes. Mais ceci
ne caractérise pas les fonctions convexes, il existe des fonctions non convexes dont les sous-niveaux sont

tous convexes. Par exemple, f(x) = +/|z|.

@ Une fonction identiquement égale a +oo est convexe et vérifie I'inégalité (1.30)). Autrement dit

f =40 <= epi(f) = ¢ < dom(f) = ¢.

@ Toute application de la forme x € E —— {2/, x) 4+ a avec ' € E’ et a € R est convexe. Ce sont les

fonctions affines a valeurs dans R.

Proposition 1.3.4 [7]/Soit E un espace normé, et soit C' un sous-ensemble fermé non vide de E.
Alors la fonction distance d(-,C') est convexe si et seulement si C' est convexe.

Fonction indicatrice

Nous avons associé a des fonctions des sous-ensembles (épigraphe, ensembles de niveau). Nous allons
inversement associer a des sous-ensembles des fonctions, et en premier lieu la fonction indicatrice. Les
fonctions d’indicatrices jouent un réle fondamental dans I'analyse convexe similaire au rdle des fonctions

caractéristiques des ensembles dans d'autres branches d'analyse.

Définition 1.3.14 Soit C' un sous-ensemble d’un espace vectoriel E.
» On appelle fonction indicatrice de C, notée 1¢(-), la fonction définie par
Qﬁc() . F — Ru {+OO}

0, sizeCC,

r — Yo(x):=
+oo, six ¢ C.

» On voit facilement que dom(i¢) = C.

» Il est clair que

epi(e) = C x [0, +oo] .



28 Concepts de base et résultats préliminaires

Proposition 1.3.5 [77]Soit C' un sous-ensemble d’un espace vectoriel E. Alors
(D La fonction indicatrice 1)c(-) est propre si et seulement si C' est non vide.
(2 La fonction indicatrice 1)c(-) est convexe si et seulement si C' est convexe.

() Si E est un espace normé, alors 1c(-) est s.c.i si et seulement si C' est fermé.

Fonction support

Une autre fonction importante associée a C' est la fonction support.

Définition 1.3.15 Soient E un espace vectoriel normé et E' son dual topologique. Soit C' un sous-

ensemble non vide de E. On appelle fonction support de C, notée o (+) la fonction définie sur E’ par

oc(r): B — Ru{+w}
¥ — oc(2) :=supla ).
zeC

Remarque 1.3.4
@ Il est évident que cette fonction prend la valeur —oo lorsque le sup est pris sur un ensemble vide. On
peut donc considérer que o () = —0.

@ Il est clair que, par définition de la fonction support, si x € C' alors

Vo' e E': {a! x) < oc(a).

SiC = {z}, alors

Vi'e B :oc(2)) = (2 x).

La proposition suivante résume quelques propriétés élémentaires de la fonction support. Sa preuve est

standard et peut étre trouvée, par exemple, dans [48].

Proposition 1.3.6 La fonction support possede les propriétés suivantes :

(1) La fonction support est positivement homogéne de degré 1, c'est-a-dire que
Vi'e E' Ya > 0: oc(ax’) = acc(2).
(2) La fonction support est sous-additive, c'est-a-dire que
Va',y' € B oc(a’ + ) < oc(a’) + oc(y).
@ Si C4, Cy deux sous-ensembles de E, alors

(Z)V&Z, e E: 0C,+Cs (SE’) =0¢ (xl) + O'CQ(ZU/>,
(1))Va' € E' \Va > 0 : 040, (2') = aoe, (2).

(4 Pour tout sous-ensemble non vide C de E, la fonction o¢(-) est convexe et semi-continue
inférieurement.




1.3 Quelques concepts d’analyse convexe 29

Le théoréme suivant établit une relation importante entre la fonction support et la fonction distance.

Théoreme 1.3.2 Soit C' un sous-ensemble convexe non vide d’un espace normé E. Alors, pour
tout x € E, on a

d(z,C) = sup ((2',z)—oc(z')).

JJ’EBE/

Preuve. On a

o . o _ / o _ . / o
dz,C) = infle—y| = inf (fﬁai,@’x y>) S (;gg@,x y>)
= sup <inf (<x’7:r>—<9:’,y>)> = sup <<w’,w>+inf (—<:c’,y>)>
x’e]BE/ yeC x’e]BE, yeC
- s (st
CC/E]BE/ yEC
= sup ({2, z) —oc(a')).
.T/EIBE/

L'importance du rdle joué par cette fonction est due au théoreme suivant.

Théoreme 1.3.3 [7] (Théoréme de séparation)
Soit K un sous-ensemble non vide d’un espace de Banach E. Alors I'enveloppe convexe fermée de
K est caractérisée par des inégalités linéaires de la maniére suivante

co(K)={re EV2' e B :{x',x) < og(z))}.

Sous-différentiel des fonctions convexes

Soit H un espace de Hilbert, plusieurs fonctions convexes f finies en xy € dom(f) et ne sont pas

différentiables en ce point admettent des éléments s € H satisfont
(s,x —xo) < f(x) — f(z0),Vx € H. (1.31)

Par exemple, la fonction convexe f: R — R avec f(x) = |z| n'est pas différentiable en 0 mais tous les
s € [—1,1] vérifient (1.31)) pour o = 0. D'autre part, il est clair que f atteint son minimum en zg si et

seulement si I'élément s = 0 vérifie I'inégalité (1.31)), on peut donc énoncer la définition suivante :
Définition 1.3.16 Soit H un espace de Hilbert et soit f : H — R u {+0} une fonction convexe et
finie en xy € H (c’est-a-dire, x¢ € dom(f)).

@ On définit le sous-différentiel de f (au sens d'analyse convexe) au point xy noté 0f(xy) comme le

sous ensemble de H donné par

Of (xg) :={se H :{(s,x —x) < f(x) — f(x0),Vr € H}. (1.32)
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@ Les éléments de 0f(xy) sont appelés sous-gradients de f en x.

@ On dit que f est sous-différentiable en o € H si 0f(xo) # ¢. Par convention, Of(xg) = ¢ si
xo ¢ dom(f).

Remarque 1.3.5
» On peut voir 0f(-) comme une application multivoque, i.e, 0f(-) : H = H. Le domaine de I'opérateur
0f(-) est défini par
dom(0f () = {v e H : 0f(2) + 6}
» Il est clair que dom(0f(-)) < dom(f).
» On peut interpréter géométriquement cette définition de la facon suivante :

La définition (1.3.16|) exprime que la fonction affine continue notée g, définie par

937;,;0(1') = <87$ - $0> + f(wo) = <S,l‘> + (f(l’o) - <$>-T0>) , U € H,
de pente s, minore f sur H, i.e.
s () < f(2),
et coincide avec elle en xg, i.e.

s,z (1'0) = f(iL'o) .

Exemple 1.3.6 Soit f : R — R,z — f(z) = |z|. Calculons les sous-gradients de f en tout point
Xo € R.

Sixzg =0, alors

En effet, on a

s € 0f(0) = {(s,x) < f(z)— f(0),Vr e R <= s < |z|,Vx eR
sx<wx, siz=0 z(s—1) <0, siz>0
— et — et
sax < —x, siz <0 z(s+1)<0, siz <0
1, siz >0
— et — se[-1,1].

s=z—1,siz<0
Par conséquent, pour tout xy € R, on a
[—1,1], sizg =0

0f(3c0) = {1} , Si To > 0
(1}, sizo < 0.
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Citons quelques propriétés fondamentales du sous-différentiel.

Proposition 1.3.7 [12] Soit f : H — R U {400} une fonction propre et convexe.
() Pour tout x € dom(f), I'ensemble 0 f(x,) est un sous-ensemble convexe fermé de H.

(2) Soit o > 0, alors pour tout zo € dom(f), on a

0 (af) (o) = adf(xo).

Une autre interprétation géométrique du sous-différentiel d'une fonction peut étre donnée en termes
de cone normal a son épigraphe. Le théoréme suivant montre que le sous-différentiel de f peut étre défini
de maniére équivalente géométriquement via le cone normal a I'épigraphe de f en (zq, f(zo)), comme le

montre |'exemple illustré a la figure (|1.5)).

Théoreme 1.3.4 [12] Soit f : H — R u {+m} une fonction propre et convexe. Soient x, €
dom(f) et se H. Alors

s € 0f(xo) = (5, —1) € Nepi(y) (o, f(0)). (1.33)

Exemple 1.3.7 Sous-différentiel de la fonction de valeur absolue a I'origine.

A
Yy

|
[y
»
|

Nepi(£)(0,0)

FIGURE 1.5 — Sous-différentiel de valeur absolue via le cone normal a I’épigraphe.
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D’autre part, il existe un moyen simple pour exprimer le cone normal a un ensemble via le sous-

différentiel de la fonction indicatrice. Nous énoncons cette propriété dans la proposition suivante :

Proposition 1.3.8 Pour tout sous-ensemble C' convexe non vide de H avec x € C'. Alors, le
sous-différentiel de la fonction indicatrice 1 ¢(-) coincide avec le céne normal N¢(-), c'est-a-dire

de(z) = Ne(). (1.34)

\.

Preuve. |l est clair que dom(¢c(-)) = C. D'autre part, on sait que N¢(x) + ¢ si z € C.

» Soit z € C, alors

s € OYolz) = (s,y—x) < tc(y) —ve(z) =0,VyeC
— (s,y—x)<0,VyeC

<= se€ Ng(z).

» Siz ¢ C, alors
Nc(]}) = QZ5 = a¢c(I>
L]

Le résultat suivant est fondamental pour notre étude et qui permet de calculer le sous-différentiel de

la fonction de distance.

Théoreme 1.3.5 [12] Soient C' un sous-ensemble convexe fermé non vide de H et x € C. Alors

0dc(x) = No(z) N B. (1.35)

Conjuguée de Fenchel d’une fonction

Définition 1.3.17 Soient E un espace vectoriel normé, E' son dual topologique et f : E —> R une
fonction (non nécessairement convexe). La conjuguée (de Legendre-Fenchel) de f est la fonction f* :
E' — R définie par

V' e E': f*(x) = sup (o, x) — f(x)).

zelE

» L'application f* est appelée aussi transformation de Fenchel ou transformation de Legendre ou encore

transformation de Legendre-Fenchel, ou polaire de f.

Remarque 1.3.6
@ Une conséquence immédiate de la définition est * une fonction convexe et s.c.i sur E'. En effet,

Pour chaque x € E fixé la fonction (affine) x’' — (x’,x) — f(z) est convexe et continue, donc s.c.i. Par
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suite le supremum de ces fonctions est convexe et s.c.i. De plus, si le domaine effectif de f est non vide

(i.e, f est propre), alors f* ne prend jamais la valeur (—x), c'est-a-dire
Va' e E': f*(2!) > —c0.

@ Il est clair que si f = 40 (f est identiquement égale a +0), alors f* = —co. De méme, s'il y a un

point de E ou f a la valeur (—o0), alors f* = +co. En particulier, (—o0)* = 400.

Exemple 1.3.8 Soit C' un sous-ensemble non vide de E, alors la conjuguée de Fenchel de la fonction

indicatrice f = 1 est la fonction dite support de C, i.e

De facon plus précise
oc(r): B — Ru{+ow}

¥ — oo(d) = i) = sug<x’,x>.
xTe

Définition 1.3.18 Soit f : E — R une fonction et f* : E' — R sa conjuguée. La fonction biconjuguée
de f est la fonction f** : E —> R définie par
Vo e B f*(x) = (f) (x) = sup (@', 2) — f*()).
2/eE’
La fonction biconjuguée f** est un supremum de fonctions affines continues (sur E), alors il est convexe

et s.c.i.

Proposition 1.3.9 [22] (Quelques propriétés de la transformée de Legendre-Fenchel)
Soient f, g : E — R des fonctions, alors
(a) L'inégalité de Young-Fenchel.

& x)y < f(z) + f*(a"),V(z,2") e E x E'.

< g sur E implique = g sur E’.
@ f / f* * /

x) = x), Vo' e E', > 0.
@ ()\f)*( /) )\f*()\ ! /) Vo' VA

@ f** < fsurkFE.

\.

Le théoreme suivant caractérise les fonctions qui coincident avec leurs biconjuguées.

Théoreme 1.3.6 [22] (Fenchel-Moreau)
Soit f : E —> R une fonction propre, alors f = f** si et seulement si f est convexe et semi-
continue inférieurement.

Exemple 1.3.9 Etant donné C' c E, considérons la fonction indicatrice 1)¢c de C. On a ¢%(-) = oo (-).

Par suite

Vo€ B0 (@) = sup (@) = 0E(a) = sup (@) = oc(a'))

ER’
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D’aprés le théoreme de Fenchel-Moreau, \{* = )¢ si et seulement si 1)c est une fonction propre convexe
et s.c.i, et il est facile de vérifier que cela se produit si et seulement si C' est un sous ensemble non vide

fermé et convexe. Par conséquent, nous concluons que C' est fermé et convexe non vide si et seulement

Si é«* = wc.

Le résultat suivant donne quelques informations utiles sur la connexion entre le sous-différentiel d'une

fonction et sa conjuguée. En combinant I'inégalité Fenchel - Young (proposition ((1.3.9))) et le théoréme

(1.3.6)), nous obtenons ce qui suit :

Théoreme 1.3.7 [22] (Formule de réciprocité de Legendre-Fenchel)
Soit f : E— R une fonction, si f est propre, convexe et semi-continue inférieurement, alors

vedf(x) = xedf*(v). (1.36)

Autrement dit

Of*(:) = (@f() " et af() = (af*()"

Définition 1.3.19 Soient E un espace vectoriel normé, E' son dual topologique. Alors

@ ['(E) est I'ensemble de toutes les fonctions E — R qui sont supremum d’une famille de fonctions
(affines continues) sur E de la forme © — (z/,x) + a, ou 2’ € E',ac € R.

@ De facon analogue, nous définissons I'(E’) comme I'ensemble de toutes les fonctions E' — R qui
sont supremum d'une famille de fonctions (affines continues) sur E' de la forme x’' — (2’ ;z) + «, ou
re FE aelR.

@ [o(E) I'ensemble de toutes les fonctions dans T'(E) qui ne sont pas identiquement égale a +oo et

—w (ie, f # +w,—w). De facon analogue, nous définissons I'y(E").

Théoreme 1.3.8 [77]

Soient E un espace vectoriel normé et E' son dual topologique.

@ Si C' est un sous ensemble convexe fermé non vide de E, alors ©f € T'o(E') ot ¢ est la
fonction indicatrice de C'.

@ Soit g € T'g(E") une fonction convexe positivement homogéne. Il existe alors un sous-ensemble
convexe fermé non vide unique C de E tel que ¢ = g.

1.4 Opérateurs maximaux monotones

Les opérateurs monotones jouent un role fondamental dans |'optimisation et les inégalités variation-
nelles. Une classe particulierement importante d'opérateurs monotones est la classe des opérateurs mono-

tones maximaux, qui représentent une extension naturelle des sous-différentielles des fonctions convexes.
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Nous rappelons dans ce paragraphe quelques notions et résultats concernant les opérateurs maximaux

monotones multivoques.

Définition 1.4.1 Soit H un espace de Hilbert muni de produit scalaire {-,-) et de la norme |-|.
(a) L'opérateur A : H — H est dit multivoque s'il est définit de H dans P(H) I'ensemble des parties

de H et on écrit A: H =3 H et le domaine (resp. image) de A est I'ensemble

D(A):={we H: Az + ¢} (resp. R(A) := | JAz).

zeH

On identifiera I'opérateur multivoque avec son graphe dans H x H défini par
gph(A) :={(z,y) e H x H : y € Ax}.
@ Si pour tout x € H, I'ensemble Ax contient au plus un élément on dira que A est univoque.

Exemple 1.4.1

@ Soit C' un convexe de H, alors I'opérateur céne normal A = N¢(+) associé a C' est multivoque.

@ Soit C' un sous ensemble non vide de H, alors I'opérateur projection A = Pc(-) est multivoque.

@ Pour toute fonction convexe f : H — R U {+x}, I'opérateur sous-différentiel A = Of(-) est

multivoque.

Définition 1.4.2 Soient A, B : H 3 H des opérateurs multivoques, et soient «, 3 € R, alors

@ L 'opérateur inverse de A, noté A~! est I'opérateur dont le graphe est symétrique de celui de A, i.e.
re Ay — ye Azx.

Il est défini sur R(A) et d’image D(A).

@ L'opérateur A + BB est défini par

aA+pB: H 3 H
x +—— (aA+ BB)(z):={ay + By : y1 € Az, y; € Ba},

avec

D(aA + 8B) = D(A) A D(B).

Définition 1.4.3 Soit A: H =2 H un opérateur multivoque. Alors

@ on dit que A est monotone si pour tous x1, x5 € D(A), on a
</41& —-z4x2,w1<—-x2> = 0.

On écrit également

V(i'fl, 91), (9527y2) € gph(A) : <?Jl —Y2,01 — 332> = 0.
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Ou plus précisément,

Yy € Az, Yyo € Axg : (Y1 — Yo, 21 — 12) = 0.

@ A est dit maximal monotone s'il est maximal dans I'ensemble des opérateurs monotones. Ou d’une
maniére équivalente, A est monotone maximal si A est monotone et s'il n’existe pas d’opérateur monotone

B : H =3 H autre que A tel que gph(A) soit inclus dans gph(B).

Remarque 1.4.1 [’ensemble des opérateurs multivoques est ordonné par l'inclusion des graphes

Ac B<=Vxze H: Ax c Bx.

Exemple 1.4.2

@ Soient A, B deux opérateurs monotones, alors les opérateurs A=', A+ B et A, a = 0 sont monotones.
@ Soit C' un sous ensemble convexe fermé non vide de H, alors I'opérateur univoque de projection Pc(-)
est monotone.

@ Soit C' un sous-ensemble convexe de H, alors I'opérateur céne normal N¢(-) est monotone.

@ Pour toute fonction convexe f : H — R U {+w}, I'opérateur sous-diftérentiel 0f(-) est monotone.

La proposition suivante donne une explication de la définition précédente.

Proposition 1.4.1 [24] Un opérateur monotone A : H =3 H est dit maximal monotone si pour
tout (z,y) € H? tel que
{y—Az,x — zy = 0,Vz e D(A),

alors y € Ax.

Un cas particulier et trés important d'opérateurs maximaux monotones est donné par le sous-différentiel.

Théoreme 1.4.1 [73] Soit H un espace de Hilbert. Alors le sous-différence 0f(-) d'une fonction
convexe propre et semi-continue inférieurement f : H — R U {400} est un opérateur maximal
monotone.

Corollaire 1.4.1 Soit H un espace de Hilbert. Pour tout sous-ensemble convexe fermé non vide C' de

H, l'opérateur céne normal N () est un opérateur maximal monotone.
Preuve. On sait que, pour tout sous-ensemble convexe fermé non vide C' de H, on a
Ne() = dvel)

D’autre part, on a d'apres la proposition ((1.3.5)), ©¢ () est semi-continue inférieurement car C' est fermé.

Alors on applique le théoréme ((1.4.1)) précédent, on obtient que N¢(-) est maximal monotone. ]
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L'une des caractérisations les plus utiles et fondamentales des opérateurs monotones maximaux est
donnée par le théoréeme de Minty. Il réduit la question de la vérification de la monotonie maximale d'un

opérateur monotone A a la vérification de la surjectivité de (I + A).

Théoreme 1.4.2 [24] (Minty)
Soit A: H =3 H un opérateur. Il y a équivalence entre les assertions suivantes :
(a) A est maximal monotone.

@ A est monotone et (I + A) est surjectif, i.e, R(I + A) = H.

1.5 Autres résultats principaux et définitions
Dans ce qui suit, on utilisera les résultats suivants.

Définition 1.5.1 Soient (E, |-|) un espace normé et E’ son dual topologique, i.e., I'ensemble des ap-
plications linéaires continues de E dans R. On appelle topologie faible sur E que I'on note o(FE,E")
la topologie la moins fine sur E, c'est-a-dire, avec le minimum d’ensembles ouverts, rendant toutes les

applications f € E’ continues.

» La topologie associée a la norme ||-|| est dite topologie forte sur E.
» La topologie o(E, E’) est dite topologie faible sur E.

On définit la convergence d'une suite de £ pour la topologie faible o(E, E’) de la fagon suivante.

Définition 1.5.2 Soit (x,,),en une suite de E. On dit que x,, converge faiblement vers x € E, et on note

x, — x (ou, x, — x pour o(E,E")) si et seulement si

{f,xny — {f,x),VfeE.

Proposition 1.5.1 [23] Soit (x,,)nen une suite de E. On a les propriétés suivantes :
@ Six, —> x fortement, alors x,, — x faiblement pour o(E, E').
() Six, — x faiblement pour o(E, E'), alors |x,| est bornée et |z| < lim inf f (zn).

() Six, — x faiblement pour o(E, E') et si f,, — f fortement dans E' (i.e. | fn — |z — 0),
alors {fp, x,y — {f, ).

Définition 1.5.3 Soit p € R avec 1 < p < 0. Soit ) un ouvert de R", alors on désigne par LP(§2, R)

I'espace des fonctions mesurables de puissance p-éme intégrable sur €, i.e,

LP(Q,R) := < f:Q —> R; f mesurable etf|f(x)|pdx < o
0
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Muni de la norme
£l = | [ 156 ds
Q

Sip = oo, alors on définit
L*(Q,R) :={f: Q —> R; f mesurable et, 3¢ > 0 telle que |f(x)| < ¢ presque partout sur 2} .

Muni de la norme

|fll; = inf{c>0: |f(z)| < c presque partout sur Q} .

Exemple 1.5.1 La notion de convergence faible dans LP devient donc comme suit :

Soit 2 un ouvert de R™ et p = 1. Alors on dit que la suite (f,), de L*(Q2,R) :

(@) converge fortement vers f € LP(2, R) si et seulement si | f, — f|,, — 0.

@ converge faiblement vers f € LP(Q,R) (ou (f,), converge o(LP,L%) sip > 1 et o(L',L*) sip =1

avec % + % = 1) si et seulement si

(Furg) — {frg),¥g e L1 = lim J<fn >d:c—j<f 2))de.

Théoreme 1.5.1 [23] (Théoréme de convergence dominée de Lebesgue)
Soit (fy)n une suite de fonctions de L'(Q)). On suppose que
(@) fal®) — f(z) pp sur .

(b) Il existe une fonction g € L' () telle que pour chaque n,
Alors f € L'(Q) et | f,, — fl ;. — 0.

(z)| < g(x) p.p sur Q.

On a le théoréeme important de Mazur suivant (appelé aussi parfois lemme de Mazur).

Lemme 1.5.1 [73] (Lemme de Mazur)
Soit E un espace de Banach. Si (x,,), converge faiblement vers x dans E, alors il existe une suite (yy)n,
avec chaque y,, combinaison convexe des (Ty)k=n (i.€. Yn € co{xy, k = n}) qui converge fortement vers

x telle que
T € ﬂ@ {zr k>=n

Définition 1.5.4 Soit x(-) une application définie sur un intervalle I — R dans un espace normé (E, |-|).
» On dit que x(-) est absolument continue sur [c, 3] < I si pour tout ¢ > 0, il existe 6 > 0, pour tout
k

si ti€la,Bl,i=1,..,k, avecs; 1 <r; <s; et Y,(s;—1;) <9, ona
=1

k
ZHx si) —x(ry)|| <e.

» La fonction x(-) est dite localement absolument continue sur I si sa restriction a tout intervalle [, (3]

est absolument continue.
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Il s’ensuit que toute application Lipschitzienne (resp. absolument continue) est absolument continue (resp :

uniformément continue).

Théoreme 1.5.2 [39]
(a) Soit x(-) : I — H une application telle que

() = o(to) + Jv(s)ds, o() € LI, H) etty tel,

to

alors z(-) est absolument continue sur I et z(t) = v(t) pour presque tout t € I.

@ Etant donné une application absolument continue x(-) : I — H, alors il existe une application
v(-) : I — H telle que pour tout to,t € I,

t

z(t) = x(to) + Jv(s)ds.

to

De plus, x(t) existe pour presque tout t € I et coincide avec v(t) presque partout (i.e, z(t) = v(t)).

Lemme 1.5.2 [52] Soit x(-) : [0,T] — H une fonction absolument continue. Alors

| catw.aeyae =5 (o)1 - ) (1.37)
Pour s(t) := |z(t)|, alors
Ld ity = (e, () (1.38)
2dt ( ’ ' '

Nous rappelons également le lemme de Gronwall pour des solutions absolument continues d'inégalités

différentielles.

Lemme 1.5.3 [55] (Lemme de Gronwall) Soient a(-), 5(+), () : I = [Ty, T] — R trois fonctions réelles
Lebesgue intégrables. Si la fonction ((-) est absolument continue sur I'intervalle [T, T'| et si pour presque
tout t € [T, T,

C(t) < alt) + BEC(H), (1.39)
Alors pour tout t € [Ty, T1,

t

C(t) < C(Ty) exp J 8(6)d6 +Ja(s)exp fﬁ(@)d@ ds. (1.40)

To



Chapitre 2

Résultat d’existence pour un processus de
Rafle dégénéré

Le concept de processus de Rafle (ou “processus de balayage/Rafle”) a été introduit et étudié par
Jean Jacques Moreau en vue de I'analyse des systémes élasto-plastiques. Soient H un espace de Hilbert
réel et T € )0, +oo[. Etant données C(-) : [0,7] == H une application multivoque définie sur I'intervalle
du temps [0, 7] et a valeurs convexes fermées non vides H. Alors ce probléme d'évolution abstrait était

formulé sous la forme d'une inclusion différentielle d'évolution du premier ordre

—i(t) € New (z(t) p-p. t€[0,T],
(2.1)

z(0) = o € C(0).
Ot Ney(x(t)) représente le cone normal a C'(t) au point x(t) au sens d'analyse convexe (i.e, I'ensemble

des normales a C'(t) au point z(t)) et zo € C(0) est une condition initiale donnée.

=t

£ ?['
I# -7 ‘i‘ﬁm

FIGURE 2.1 — Jean Jacques Moreau 1923-2014

L'importance de cette inclusion différentielle dans divers champs d'applications des mathématiques n'est
plus a démontrer et a notamment conduit a de remarquables extensions et variantes : stochastique,
dépendance en |'état, perturbation, cadre banachique, etc.

En traduisant I'inclusion dans un langage mécanique, nous obtenons I'interprétation suivante :

» Si la position z(t) d'une particule se trouve a l'intérieur de I'ensemble mobile C'(¢), alors () = 0, ce
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qui signifie que la particule reste au repos.
» Lorsque la frontiere de C'(t) rattrape la particule, alors celle-ci est poussée dans une direction normale
vers |'intérieur par la frontiére de C(t) pour rester a I'intérieur de C(¢) et satisfait la contrainte.
Cette visualisation mécanique conduit Moreau a appeler ce probléme le processus de Rafle (la Rafle) : (la
particule est raflée par I'ensemble mobile).
Résoudre un probléme de Rafle consiste a trouver les applications z(+) : [0,7] — H absolument continues
sur [0, T'] satisfaisant z(t) € C(t) pour tout ¢t € [0,T] et

—i(t) € Neg(x(t)) pp. t€[0,T],

z(0) =z € C(0).
Pour traiter le probleme ({2.1)), trois grandes familles de méthodes co-existent : I'algorithme de rattrapage
de Moreau, la réduction a une inclusion différentielle sans contraintes ainsi que la régularisation du cone
normal. Moreau a démontré |'existence et |'unicité de la solution pour ([2.1)) en supposant que les ensembles

(C(t)); bougent de facon absolument continue par rapport a la distance de Hausdorff. Sa méthode consiste

a discrétiser I'intervalle [0,7"] par une subdivision appropriée
O=ty <ty <..<ty,="T,

puis, a définir les itérations x7(-),i = 0, ...,n par
xy =z € C(0),
e C(th), (2.2)
z., = Proj(C(tl,),z!") € C(t?,,),0 <i < n.

Ces itérations sont bien définies grace a |'existence et |'unicité de la projection sur les ensembles convexes

fermés (C'(t));. Ensuite, il a définit la suite de solutions approchées x,,(-) sur chaque intervalle [t;,¢;:1]
comme étant l'interpolation par morceau des points z}" et x7',, (voir Figure [2.3)).
To(t) =i + | 5, m (xyy —af),te [t t0 ] (2.3)
i+1 ~ b
La suite générée x,,(-) converge uniformément vers la seule solution de ([2.1)) lorsque le pas de la subdivision

tend vers zéro. Cette méthode est connue sous le nom d’algorithme de rattrapage (Moreau's catching-up

algorithm en anglais), voir Figure [2.2]
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FIGURE 2.2 — Interprétation géométrique de I’algorithme de rattrapage

o :a:g"

i+ |

n n n
=0 ¢ ¢ t t; =T

FIGURE 2.3 — Construction de la suite des solutions approchées

Dans ce chapitre, on s'intéresse a étudier une nouvelle variante du processus de Rafle dit perturbé et

donnée par l'inclusion différentielle suivante

—i(t) € New)(Ax(t)) + f(t) p.p t€[0,T],
(2.4)
x(0) = xg, Axg € C(0).
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2.1 Processus de Rafle dégénéré sans perturbation

Le cas sans perturbation (f # 0) est traité par M. Kunze et M.D.P Monteiro Marques dans ([54]), le

probléme considéré est
—&(t) € New (Ax(t)) p.p te[0,T],
(2.5)
z(0) = o, Axg € C(0).

Ce probléme est connu sous le nom "le processus de Rafle dégénéré" (En anglais : Degenerate sweeping
process). Le résultat d'éxistence et d'unicité de la solution du probléeme a été établi par Kunze
et Monteiro Marques [54], en supposant que les ensembles (C(t)); sont convexes et bougent de facon
Lipschitzienne par rapport a la distance de Hausdorff. Dans une telle situation la solution est Lipschitzienne.
Dans le cas non convexe, précisément lorsque les ensembles (C'(t)); sont prox-réguliers, une version récente
de tel probleme a été étudiée dans [3] ou les auteurs ont prouvé le caractére bien posé de ce probléme en
utilisant la réduction de la I'inclusion différentielle avec contrainte a I'inclusion différentielle sans contrainte
gouvernée par le sous-différentiel de la fonction distance dans un espace Hilbertien de dimension finie.
Nous généralisons ces résultats aux ensembles (C(¢)); qui varient d'une maniére absolument continue et
sous les mémes hypotheses sur I'opérateur A dans un espace de Hilbert de dimension infinie. Puis, nous
appliquons ce résultat pour obtenir |'existence de solutions du probleme , ou la perturbation f est
supposée ici monovaluée et ne dépend que du temps ¢ .

Soit H un espace de Hilbert et 7" > 0 un nombre réel positif. Soit C'(-) : [0,7] =2 H une application
multivoque a valeurs non vides fermées et convexes de H. Supposons que t — C'(t) varie d'une facon
Lipschitzienne en fonction du temps, avec L comme constante de Lipschitz. C'est-a- dire :

(Hc) |l existe une constante réelle L > 0 telle que pour tout z € H,
Vee H:|dz,C(t)) —d(z,C(s))| < L. |t — s],

pour tous s,t € [0, T]. Ceci peut aussi étre exprimé par un comportement Lipschitzien de C(-) par rapport
a la distance de Hausdorff. Kunze et Monteiro Marques [54] ont prouvé le résultat d'existence suivant

pour le processus de Rafle dégénéré.

Théoreme 2.1.1 [54] Soit H un espace de Hilbert réel. Soit T > 0 un nombre réel positif. Soit
A : H — H un opérateur linéaire borné et auto-adjoint tel que (Ax,x) > p.||z|* pour tout
x € H. Si (Hc) est vérifiée pour C(-) et si Aug € C(0), alors I'inclusion différentielle suivante

—u(t) € Now (Au(?t)) p.p. [0,T]
(DS) :
u(0) = ug, Aug € C(0),

admet une solution unique et cette solution est Lipschitzienne.
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Le résultat suivant généralise le théoréeme de Kunze et Monteiro Marques aux ensembles (C(t)),
qui varient d'une maniére absolument continue par rapport a la distance de Hausdorff. Avant d'énoncer
ce résultat, faisons les hypotheses suivantes :

e Hypotheses sur I'opérateur A

(Ha) A : H — H est un opérateur linéaire, borné et symétrique et p—coercif, c'est-a-dire qu'il
existe p > 0 tels que

(Az,z) = p.|z|* Yz € H. (2.6)

e Hypotheéses sur I'application multivoque C(-)

(H1) Pour tout t € [0, T], C(t) sont des sous ensembles non vides convexes et fermés de H.

(Hs) Il existe une fonction absolument continue non négative v(-) : [0, 7] — R* avec v(0) = 0 telle
que

Ve e H Vs, te[0,T]:|d(z,C(t)) —d(xz,C(s))| < |v(t) —v(s)|. (2.7)

On peut maintenant énoncer le résultat suivant.

Théoréeme 2.1.2 Soit H un espace de Hilbert réel avec {-,-) comme un produit scalaire. Soit
T > 0 un nombre réel positif et C(-) : [0,T] = H une application multivoque. Supposons que les
hypothéses (H.), (H1) et (Hz) soient vérifiées. Alors pour toute valeur initiale uy € H telle que
Aug € C(0) l'inclusion différentielle

—i(t) € Nogw (A (u(®) pp te[0,7],
(DS) : (2.8)
u(0) = ugp, Aug € C(0).

admet une solution unique absolument continue. De plus, pour presque tout t € [0,T] la solution
Vvérifie I'inégalité suivante
. 1.
Ja(®)] < 5 [0(t)] - (2.9)

Preuve. La preuve du théoreme sera établie a travers plusieurs étapes.
Etape @ : Soit v(+) : [ = [0,T] — R, une fonction absolument continue satisfaisant (2.7]).

On fixe maintenant un nombre réel ¢ > 0 de R, et on considére la fonction
ve(+) 1 [0, T] — R,

définie par

val(t) = f (Jo(r)| + &) dr- (2.10)

0
Il est clair que v.(0) = 0.

On observe ensuite que v.(-) vérifie I'inégalité (2.7). En effet, On a

o (#) ;:f (|1'1(r)|+5)dr:f0 [i(r)| dr + <t.

0
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Donc pour tout t,s € I, (t = s), on a

0 (t) — v.(s)] = (J lo(r \dr+€t> (f|1}(7")|dr+5t)‘

= L[( ]dr—l—J]v ) dr +e(t—s)
- Jtlb(r)]dr+e(t—s).

S

Or
e(t—s)=0.
Alors
t t
[ve(t) — ve(s)] = J |o(r)| dr = J o(r)dr|.
Ce qui implique

[ve(t) = ve(s)] = |v(t) — v(s)].
Or v(-) vérifie (2.7)), alors on a
[v=(t) = ve(s)| = |d(z, C(1)) — d(z, C(s))]-
Autrement dit v.(-) est absolument continue. De plus
0.(t) = e > 0. (2.11)
Par (2.11)), nous avons v.(-) est strictement croissante. Il existe donc un inverse continu et croissant
o () [0.7] — 0.7,

Telle que
T = v.(T). (2.12)

A~

Par ailleurs, nous avons v (-) est e ! —Lipschitzienne sur [0, f] En effet, soient 3,7 € [O, T] avec S <t

telles que

ve(s),s € (0,71,

s

t=uv.(t),tel0,T].
Alors,

‘Ua_l(tA) — va_l(é\)‘ =|t—s|=t—s.
A partir de (2.11)), il s'ensuit que
t t
e(t—s) = f edr < J Vs(r)dr = ve(t) — v-(s).

S
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Cela implique
[t —s| < e |v(t) — v(s)],
On obtient

o) — v ' (5)| < e E- 5]
Etape @ : Maintenant, pour récupérer la Lipschitzité, on considere I'application multivoque
/O [o,f] =, (2.13)

définie pour tout 7 € [O,f] par
C(1) := Cv7(7)). (2.14)

L'application multivoque 6() est 1—Lipschitzienne. En effet, soient x € H, 7,75 € [O,f], alors

d(z,C(n)) = d(z,C(m))| = |d(z, C(v= (1)) — d(x, Cv- (12))] < [ve(vZH (1)) — ve (v (72))]

Cela donne

De plus, on remarque que

(2.15)
Aug € C(0) = C(0).

D’aprés le théoreme ([2.1.1]) I'inclusion différentielle associée <l/)§> avec C(-) a la place de C(-) suivante

(5%) —Mﬂd%mmgg»pptehTy -
u(0) = ug, Aug € C(0),

admet une solution unique et Lipschitzienne. On note la solution de <l/1\9) sur [O,f] par

U() [o,:ﬁ] .S (2.17)
Donc on a
—U@EN@NMU@»pptehf] (2.18)
Pour tout ¢t € [0,7], on pose
u(t) := (U owe) (t) = U(ve(t)). (2.19)

Or U(-) est Lipschitzienne et v(-) est absolument continue, alors u(-) est absolument continue. De plus,

pour presque tout t € [O, T], nous avons clairement que

du dv. ,  dU
) = SE O (0e(0). (2:20)
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Etape @ : Montrons que u(-) définie par (2.19) est une solution de (DS).
On a
Wt e [0,T7] : vo(t) € [v.(0), v (T)] = [of] .

Alors, en remplacant ¢ par v.(t) dans ([2.18)), on obtient pour presque tout ¢ € [0, 7]

—U(ve(t)) € N (AU (v(t))) <= =U(v:(t)) € Neg(Au(t))
= —0.(U(v:(t)) € Now (Au(t))
—  —a(t) € New(Au(t)).
De plus
Aug = Au(0) = A(U(v:(0))) = AU(0) € C(0) = C(0).

Par conséquent, u(-) est une solution de (DS).
Etape @ : Montrons maintenant I'unicité.

Soient u; (), uz(-) deux solutions de (DJS), alors pour tout ¢ € {1,2}, on a
—ti(t) € Now)(Auq(t)) p-p. te[0,T],
UZ(O) = Uo,AUO S C(O)

D’apres la monotonie du cone normal, nous avons
Cela implique

th <U1( ) — ua(t), A (ui(t) —ua(t))) = (i (t) — ua(t), A (ui(t) — ua(t))) < 0.

Alors
<ul( ) — u2(t), A(ui(t) — ua(t))) <0,

Ce qui donne

J i<ul(3) — UQ(S)’A(ul(S) _ U2(S))> <0.

o ds
On obtient
Cua(t) —ua(t), A (ur(t) —ua(t))) — (ur(0) — u(0), A (u1(0) — uz(0))) < 0.
Comme
Ui (O) = UQ(O),
Alors

<U1 (t) — Ug(t), A (Ul(t) — Ug(t))> < 0 (221)
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D'autre part, I'opérateur A est p—coercif, alors

Cun(t) = uz(t), A (wi(t) —ua(t))) = p lua (t) — ua(t)]”

Cela donne

Jua (£) — ua(8) ] < <U1( ) — ua(t), A (ur(t) — ua())) . (2.22)
Les relations (2.21)) et ([2.22)) impliquent
Jur(t) —ua(t)]* < O,
On obtient
uy(t) = us(t).
Etape @ : Montrons que pour presque tout ¢ € [0,77],

. T,
la(®)] < p [o(t)]- (2.23)

Soit t € |0, T tel que u(t) et v(t) existent. Si u(t) = 0 alors I'inégalité est vérifiée.

Supposons que (t) # 0. Le développement de Taylor d'ordre 1 de u(-) donne
u(t —§) = u(t) — du(t) — 0e(9), (2.24)

ol £(0) est une fonction qui tend vers 0 quand ¢ tend vers 0.

Pour 6 > 0 assez petit et comme C'(t) sont fermés et varient d'une facon absolument continues, alors on

a
Au(t —6) e C(t — ),
(2.25)
du(C(t —0),C(t) < [v(t) —v(t —0)].
D’autre part, on peut écrire en termes d'inclusions d’ensembles suivante
C(t—198)cC(t)+ |v(t) —v(t — )| By. (2.26)
Alors d’apres les relations ([2.25)) et ([2.26]), ils existent ay € C(t) et 8, € H avec
18] < Jo(t) —v(t = )|,
tels que
AU,(t — (5) = oy + Bt-
Ceci et (2.24) donne
ap = Au(t) — 0Au(t) — 0Ae(0) — By € C(1). (2.27)

Or —u(t) € Ney(Au(t)), alors

(—u(t),w — Au(t)) < 0,Yw € C(t).
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En prenant w = «; et en utilisant (2.27)), on obtient
(—u(t), Au(t) — dAu(t) — §Ae(8) — B — Au(t)) < 0,

Cela implique

(—u(t), —Au(t) — Ae(8) — 6B,y < 0.
On obtient
uft), Aut)y < (—u(t),Ae(8) + 67 'Br)
< ()] |Ae(6) + 0715 -

En utilisant le fait que A est p—coercif, on a

pla)l” < Ja(®)] (1]l + 8" 18.1)
< [a@®)] (1A @) + 6" Ju(t) —v(t = 9)]) -

Lorsque ¢ tend vers 0, on obtient
. 2 . .
plu@®)]” < |a@)] [o@)],

Ce qui donne

Ceci acheve la preuve. ]

2.2 Processus de Rafle dégénéré avec perturbation

Dans cette partie, nous appliquons le théoreme pour établir un résultat d'existence pour un
processus dégénéré perturbé, ou la perturbation est une application univoque dépend seulement du temps
t.

Avant d'énoncer le résultat que nous nous proposons de démontrer, nous aurons besoin des résultats

suivants.

Proposition 2.2.1 Soit H un espace de Hilbert réel et C' un sous-ensemble de H. Alors, pour tous
x,ye H, on a

Preuve. Soient x,y € H, alors

Aw.C+y) = inf o =2 =inf o~ (e +u)] = nf[(r—v) —c| = dlz—y.C).  (229)

O
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Corollaire 2.2.1 Soit x(-) : [0,T] — H une fonction absolument continue. Soit A : H — H
un opérateur linéaire borné et symétrique. Alors pour presque tout t € [0,T], on a

2 (alt), Ax(t) = 2((t), Ax(0) (2.29)

Preuve. Pour tout ¢ € [0,7], on pose s(t) := (z(t), Az(t)). Alors, pour presque tout ¢t € [0,7'], on a

d
gs(t)

lim s(t+h) —s(t)
h—>0 h

Jim [<x(t+ h), Az(t + h)) — (x(t), Az(t))]

hhm [<:z:(t + h) —x(t), Ax(t + h)) + (x(t), Ax(t + h)) — {x(t), Az(t))]

;}ino;]; [Ca(t + 1) — 2(t), Ax(t + h)> + (e(t), Az(t + h) — Az(t))
hlinol<x(t+h)_ x(t) t+h> < Axt+h — Ax(t >]
() o 3]

C@(t), Az(t)) + Cx(t), A(t)) = (i(t) >+<A:C() C&(t), Az(t))

On peut maintenant énoncer le résultat principal de cette partie.

Proposition 2.2.2 Soit H un espace de Hilbert. Soit h : [Ty, T| — H une application univoque
de L'([Ty, T], H
hypothéses suivantes.

(H1) Pour tout t € [Ty, T'], C(t) sont des sous ensembles non vides convexes et fermés de H.
(Hz) C(t) varie d'une facon absolument continue, c'est-a-dire qu'il existe une fonction absolument
continue v(-) :

Soit A: H — H un opérateur telle que,
(Ha) A est un opérateur linéaire, borné et symétrique et p—coercif, c'est-a-dire

Alors pour toute valeur initiale xo € H telle que Axy € C(1y), I'inclusion différentielle

admet une solution unique absolument continue. De plus on a l'inégalité suivante

). On considére I'application multivoque C(-) de I = [Ty, T] dans H vérifiant les

[Ty, T] — R, telle que pour tout x € H et pour tous s,t € I, on ait

|d(z,C(t)) — d(z,C(s))] < Jv(t) —v(s)|. (2.30)

(Az,z) = p.||z|*,Vz € H. (2.31)

—&(t) € Nowy(Az(t)) + h(t) p.p te [Ty, T],
(PDPT) : (2.32)
z(Ty) = xg, Axg € C(Tp),

[AlRO] + o)

lz(8) + h(®)] < )

p-pte[Ty,T]. (2.33)
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Preuve.

» Pour tout t € [Ty, T], on pose
W(t) = Lﬁ h(s)ds et D(t) :== C(t) + A (¥(t)) . (2.34)
0
Il est évident que I'application multivoque D(-) vérifie I'hypothése (#;). De plus
D(Ty) = C(Tp). (2.35)
En appliquant la propostion , on obtient aussi pour tous y € H,t € [Tp, T,

dly. D) =, inf |y = d(t)] = d(y— A V(1) . C(0) (2:36)

Par ailleurs, (C(t)), varient d'une facon absolument continue. Nous avons donc pour tous s,t € [T, T,

|d(y, D(t)) = d(y, D(s))| = [d(y — A((1)), Ct)) — d(y — A(4(s)), C(s))]
< JAW®) = AW6)] +ldly — A1), C@) —dly — A(4(t)), C(s))]
< |A@®) = AW(s)] + o) — v(s)]

VAN

[ Al @) =9 (s)] + [o(t) = v(s)].

D’autre part, on peut écrire

o) =06 = [ dt0yar = [ o (237
Ce qui implique
i)~ 6 = | [ wirsar| < [[juirav (239
Par ailleurs,
lu(t) —v(s)| = J:ti)(r)dr < J: [o(r)| dr (2.39)
De [35) , (39, on a
AL = 0(6)] + o) = o(6) < [ QARG + 150D . (2.0

On peut voir facilement que
t

[[aarmen+ e - |

To

A+ o(r)]) dr — L A A+ [o(r)]) dr.
On pose t
V(t) = L A A+ [o(r)]) dr. (2.41)

On obtient

|d(y, D(t)) — d(y, D(s))| < [V(t) = V(s)].
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Ce qui signifie que I'ensemle fermé D(t) varie de maniére absolument continu par rapport a ¢ € [Ty, T

avec la fonction absolument continue V'(-), car on peut écrire

v = [ (o] + o) an.

To

» Maintenant, pour tout ¢ € [T, T'], on pose

y(t) := x(t) + (t). (2.42)
Ce qui donne, le probleme (PDPT) est équivalent a I'inclusion différentielle dégénérée suivante
—y(t) € Npw(Ay(t)) p-p te[To,T],

y(To) = i[)o,Al’O € D(To)

En effet,
—y(t) €  Npu(Ay(t)) = —y(t) € Npu((Ay(t) — A (¥ (1)) + A(L(1)))
> —a(t) = ¥(t) € Newrawe) (Ay(t) — A (L)) + A((1)))
< —&(t) = h(t) € Now+awe) (A (y(t) — () + A (1))
= —i(t) = h(t) € Now(A(y(t) —¢(1)))
— —i(t) — h(t) € Now(Ax(t))
— —i(t) € Nog (Az(t)) + h(t)
De plus

z(Ty) = y(Ty) = xo, Axg € C(Ty) = D(Tp).

Alors, il résulte du théoreme ([2.1.2)) que le processus suivant

—y(t) € Npw(Ay(t)) p-p te [Ty, T],
(2.43)
y(To) = o, Az € D(Tp),

admet une solution unique absolument continue y(-). De plus, pour presque tout ¢ € [Ty, T'] cette solution
vérifie I'inégalité suivante
. 1.
o)l < - V)] (2.44)

» |l est clair que la fonction z(-) définie par

est une solution absolument continue de (PDPT).

» Montrons |'estimation ([2.33)).

De (2.41)), (2.42), (2.44), on a pour presque tout t € [Ty, T']

|#(6) + 6@ < = (Al IR + o))

1
p
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Ce qui implique
) 1 :
|z(t) + h(t)] < - (HAH [A @) + o)1) -
» La derniére étape de la preuve de la proposition est I'unicité de la solution pour (PDPT). Soient

x1(+), x2(+) deux solutions de (PDPT') avec la méme condition initiale
x1(Ty) = x2(Tp) = xo. (2.45)
Alors pour presque tout t € [Ty, T'], et pour tout i € {1,2} on a
—z;(t) = h(t) € Now (A (1)),
x;(Ty) = xg, Axg € C(Tp).
D’apres la monotonie du cone normal, on trouve

(=1 () — h(t) + @(t) + h(t), Az1(t) — Azs(t)) = 0.

Ce qui implique
(@1 (t) — 22(t), Az (L) — 22(t))) < 0.

En utilisant le fait que

a(t) = (), A (ra(t) — 2a(0))) = 3 5 a(8) — (), A (1) — wa(1))
On obtient
<$1( ) —x2(t), A(21(t) — 22(2))) <0,
Par suite

Ce qui donne
(@1(t) — w2(t), A (21(t) — 22(t))) — {21 (To) — 22(10), A (21(To) — 22(Tp))) < 0.

La relation ([2.45)) donne

oy (1) — o (t), A (21 (t) — 22(1))) < 0. (2.46)

D’autre part, on a l'opérateur A est p—coercif, alors
pllar(t) — za(t)|* < (o (t) — a(t), A (21(t) — 22(1))) (2.47)
(2.46) et (2.47) impliquent

|lz1(t) — 2o(t)[ < 0.

En conséquence, on a x1(-) = x5(-) et I'unicité des solutions est obtenue. Ce qui compléte la preuve. []



Chapitre 3

Résultat d’existence pour un processus de
Rafle dégénéré avec une perturbation
Lipschitzienne

Ce chapitre est consacré a étudier |'existence (et I'unicité) de la solution du probleme (PDP). Grace
a la proposition (12.2.2)) précédente, nous allons établir I'existence et I'unicité de la solution de I'inclusion

différentielle (PDP), ou la perturbation est Lipschitzienne dépendante d'un coté du temps et d'un autre

coté de |'état.

{ —i(t) € New/(Az(@)) + f(t, z(t) p-p t € [To,T7,
(PDP) - (3.1)

ZE(T()) = Xy, AJ]O € C(T())

On peut maintenant énoncer le résultat principal de ce chapitre.
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Théoréme 3.0.1 Soit H un espace de Hilbert. On considére I'application multivoque C(-) de
I = [Ty, T] dans H vérifiant les hypothéses suivantes :
(H1) Pour tout t € [Ty, T], C(t) sont des sous ensembles convexes fermées non vides de H.
(Hs) Pour tout t € [Ty, T'], les ensembles C(t) varient d’'une facon absolument continue. C'est-a-
dire qu'il existe une fonction absolument continue v(-) : [Ty, T] — R telle que pour tout x € H
et pour tous s,t € I,

|d(z, C(t) — d(x,C(s)] < |v(t) —v(s)]. (3.2)

Soit une fonction f : I x H — H telle que pour tout x € H, f(-,x) soit mesurable sur I et
vérifiant

(i) Pour tout i > 0, il existe une fonction positive k,(-) € L'(I,R*) telle que pour tout t € I et
(z,y) € B[0,n] x B[0,7],

[ £t ) = (& )| < kq(t) |2 =yl (3.3)
@ Il existe une fonction positive 3(-) € L'([Ty, T],R"), telle que pour tout t € I et pour tout
ze JC(s),
sel

1 2(@)] < BEA + []). (3.4)

(H3) A : H — H un opérateur linéaire borné symétrique et p—coercif, c'est-a-dire qu'il existe
p > 0 tels que
(Az,z) = (x,Az) = p|z|*, Yz € H. (3.5)

Alors pour toute valeur initiale zq € H telle que Axy € C(Ty), l'inclusion différentielle suivante

—&(t) € New)(Ax(t)) + f(t,2(t) p.p te [Ty, T],
(PDP) :
z(Ty) = xg, Axg € C(Tp).

a une unique solution absolument continue x(-). Cette solution vérifie les inégalités suivantes

Lf(t, z@)] < B +1) p.p. t € [Ty, T]. (3.6)
et A !
lz(t) + f(¢, ()] < ‘p|5(t)(1 +1)+ p [0(@)| pptelTo,T]. (3.7)
Telle que
I :=|zo| + exp ((1 + 12) . 5(T)dr) JT l(l + 2“) B(s) (1 + |zo) + ; l0(s)| | ds. (3.8)

Remarque 3.0.1 Notre approche pour prouver ['existence d’une solution pour le probléme perturbé
(PDP) utilisera des subdivisions de I et des estimations en fonction du point initial de chaque sous-
intervalle. Donc pour faciliter le principe d'itération, il convient de prendre Ty au lieu de zéro pour le point

initial de I.

Preuve. La preuve du théoreme sera établie a travers plusieurs étapes.
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Partie @ : Puisque 3(-) € L*(I,R), on peut donc supposer sans perte de généralité que

T p
d . )
o PE)ds < S (3.9

Nous allons construire une suite de fonctions dans C(I, H) qui converge uniformément vers une solution
z(-) de (PDP).

Etape @ : Discrétisation de I'intervalle I = [T, T :

Pour chaque n € N*, on subdivise l'intervalle I en n intervalles de méme longueur h = % (appelée

subdivision uniforme) et on définit, pour tout k € {0,...,n — 1}

noi= 4 h =Ty + kh,

=Tyt =T, (3.10)

Ip o= [t 4]
Telle que

To=ty <t <..<ty<ti,<..<t)=T. (3.11)

Etape @ : Construction de la suite des solutions approchées z,(-).

Nous allons construire une suite de fonctions (z,(-)) en C(I, H) qui converge uniformément vers une
solution z(-) de (PDP). Notre méthode consiste a établir une suite de solutions discrétes (z}(-))nen dans
chaque sous intervalle I := [t7,¢7,,] (0 < k < n — 1) en utilisant la proposition (2.2.2) (autrement dit
la proposition assure |'existence de la suite (2}(-))nen , et donc I'algorithme est bien défini). En
effet, nous procédons comme suit :

Considérons le probléme suivant
—i(t) € Now (Az(t)) + f(t,z0) p-p t € [To,t7],
(Py) : (3.12)
iL’(To) = Xg.
Alors (Fy) est un processus dégénéré perturbé dont la perturbation ne dépend que du temps. Par consé-
quent, par la proposition ([2.2.2)), il a une solution absolument continue unique notée par

2o ()« [To, ] — H, (3.13)

satisfaisant |'inégalité suivante

< JANIFE 2ol + [0(®)]

; p.p t e [To,t7].

[25(t) + £ (£, 20) |

Considérons ensuite le probléme suivant
—a(t) € Now (Az(t)) + f(¢, 25 (1)) p-p ¢ € [t7,15],
(P) : (3.14)
2(ty) = a(t}).
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Les mémes arguments que ci-dessus montrent que (P;) a une solution unique et absolument continue
notée par

oy ()« [ty t5] — H, (3.15)

et vérifie |'inégalité suivante

< JAL- e, =5 ()] + [o(t)]
p

Successivement, pour chaque n, il existe une famille finie de fonctions absolument continues

[27(8) + (& 25 (7)) ppteltliy].

o () [t tin] — H0<k<n—1, (3.16)

Tel que pour tout k € {0,...,n — 1}, (on pose " (Ty) := xo, I, := {ty = To}), on a
—a}(t) € New (Azg (1) + f(t a3, (7)) p-p te [th 7],
(3.17)
vy (th) = w4 (7).
En outre,
LA (& 2 ()] + ()]
p
Maintenant, nous utilisons la suite discréte (x}(-))nen pour construire la suite de fonctions (z,(+)), de

k() + f(t 2ia (10))] < p-pte [ty t]. (3.18)

|70, T] & H en prenant sa restriction sur chaque intervalle I} := [¢7,t7, || comme suit, pour tout n € N,
() : [To, T] — H,

tel que

To(t) = ap(t) site [th i ] ke {0,1,...,n—1}. (3.19)

Il est clair d’aprés cette définition que x,,(-) est absolument continue.

Par ailleurs, soit 6,,(-) la fonction définie de [T5, T’] vers [T, T] par

en(Tg) = To,
(3.20)
0,(t) =ty site [trtr,].
On obtient par (3.17), (3.18) , (3.19) , (3.20)),
—i() € Negy(Awa(t)) + 1t 2a(0,(0) pop € [T, ],
(3.21)
In(To) = T
et
|20 () + (L, 20 (00 (1)) < 1;1. [t 2 (0n(6))] + ; [o(@)| pptelTT] (3.22)

Etape @ : Montrons que la suite (7,(-)) est uniformément dominée par une fonction inté-
grable.
Par construction, on a pour tout i € {0,...,n — 1} et pour presque tout ¢ € [t?, tﬁrl],

JAILFCE znEDT+ O] _ AL 2 gy L g
< p = Itz + 1ol (3.23)

[ () + f 2 (t)]
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D’autre part, on a

ln ()] = ll2n(t) + [t 20 () = (& 2@ < Jn(t) + F & 2a @)+ [1FE 2a(E)] -

Par ([3.23]), on obtient
| 4] 1 o
e (1 D) 1t + 2 ) po e [,

En utilisant le fait que x,(-) est absolument continue, on a

et )] — L)) < Jn(t) — )] = HJ

Cela implique que

7
fonttz)l < JanDl + [ bl s

Les inégalités ([3.24)) et (3.25)) impliquent que
i

()] < Jzalt)]| + (1 n ”’;") | o) ds + [ as

n n
2 7

Par ailleurs, on a
0 0 2 b

n
1 ti

En utilisant ([3.24)), on obtient

oy
j lia(s)] ds <
2

1

J (1 ) el 2 | s
Cela implique que

[ oras < Z([ (2D bt + S ds)

0

N

N

1 (5] ) HAH i {35 "
pfg 6(s) s + (Hp);o( f |f<s,xn<tk>>|ds>.

< Jos), tr e,

sel

Puisque

Z ( [ ots >|ds> « (14140 2 ( [ (s, ()] ds)

(3.24)

(3.25)

(3.26)

o 0o 5o o o
f |xn<s>|ds=f lin(s)] ds + f |xn<s>||ds+...+f lin(s)] ds + f Jin(s)| ds.
t t

< [T+ 20 bttt + Lot ase [ [ (1 20 pstssaateini + L ot s+
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En utilisant la condition de croissance @
If & z@)] < BE)(A + |z]),Vte I,Vx e UC(S)
sel
Il s'ensuit que, pour tout i € {0, ...,n — 1},
[ i ti1 .
3 ([ i) < 3 ([0 - oo
k=0 k=0 \Yt
i . ti1
< (@l [ s
k=0 e
i N e
< (0% gms et | ooy
k=0
< (14 uax Jea(8)])- Zf (s
tn
< (1 s o)) - | 7 BGs)ds
0
Notant donc que t = i, nous avons
L1 . 1 i1 ) HAH L1
J |Zn ()] ds < J [o(s)|ds+ |1+ — ) (1+ max |z (ED]) B(s)ds (3.27)
To P Jr, P O<k< To
En utilisant encore le fait que z,,(-) est absolument continue, nous obtenons
o
ra(th) = ) = | (o).
124
Par suite
i
ot = Jra(t)] < Joa(tin) — waltd)] = f =l
to
Puisque ||z, (To)| = |0, on a
. ti
otz < Jaol + [ lin(o) ds
2
Par conséquent, I'inégalité (3.27)) donne
" 1 tir ) HAH " 24
Hxn(tiH)H < |zo| + J |o(s)|ds + <1 + ) (1+ max |zn(E)]) B(s)ds. (3.28)
P Jry P 0<k< To
En utilisant le fait que
tln+1 T t?+1 T
f B(s)ds < | Bs)ds et f li(s)| ds < f li(s)| ds.
TO TO TO TO
On obtient
n L | Al i [
H:cn(tHl)H < o —|—; [o(s)|ds + | 1+ 7 (1+ max |z, (&) | B(s)ds. (3.29)

0<k<

To To
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La relation (3.29) étant vraie pour tout i € {0,...,n — 1}, nous avons ce qui suit

T
g, ()1 < o+ 1 [ ool (14 20 0ot o o) | 0

0<k<

Ce qui implique

T

n 1. AN
max |z, (t7)|| < |zo| + lo(s)|ds+ |1+ — B(s)ds +
p P To

0<k<n Ty

. < ;H) B(s)ds (011135 ’xn(tkH)
Par suite

(1—( ';‘”) B(s)d )mx o (61)] < o + ;|v<s)|ds+(1+';‘”) LTOB(S)d&

En utilisant I'hypothese (3.9)), on obtient

s | (8))] < M, (3.30)
Telle que
- 1 1Al
M = - (%> S;OB(S)d [arol + = J |0(s)| ds + (1+ ; ) B(s)d ] (3.31)

D’aprés la condition de croissance de f et (3.20]) et (3.30]) on a, pour presque tout ¢ et pour tout n,

[t 2n(0n (D)) < BE)1 + [lzn(0n())]) < (1 + M)B(2). (3.32)

Par conséquent (3.22) et (3.32) impliquent pour presque tout ¢ et pour tout n,

|z () + f(E, 2n(6n(1)))] < ;1(1 + M)B(t) + ; [0(t)] -
Cela donne
|20 (8) + [t 20 (0a(2)))] < a(?), (3.33)
Ou
_la) i,
at) = ; (1+ M) - 6()+p| ()] (3.34)
Par ailleurs

| @) = 20 (t) + f(E 20 (0n(t))) — [ (£, 20(0n(E))] < [ (& 20(@n(O))] + [2n(E) + f(E 20 (0a(2)))] -
Ceci implique

|Al

len@I < [ 2n(0n(®)] + 7(1 + M)B(t) + /1) [o(2)]

< (L+M)B(t) + ’12(1 + M)B(t) + ; [o(t)].
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Ce qui donne pour presque tout ¢ et pour tout n

lzn ()] < (1), (3.35)

A1) = (1 + M) (1 + ?) B(t) + ; lo(1)] . (3.36)

Etape (4): Montrons la convergence de la suite z,(-).

Il suffit de montrer que x,,(-) est une suite de Cauchy dans I'espace de Banach (C(I, H), |-|.,), i.e,

lim e, (-) = 2m ()] = 0.

n,m——00
Telle que
|20 () = Zm ()| = sup [an(t) —zm(@)] .
te[To,T]

Soient m,n € N, alors pour presque tout t € [Ty, 7], on a

{ — i (t) = f(t, 2n(0n(t)) € Nog (Azn(t)),

— T (t) = f(t, 2 (O (t)) € NC(t)<A$m(t))'

En utilisant le fait que le céne normal est monotone, nous obtenons ce qui suit

(3.37)

(=i (t) — F(t, 20 (0n()) + Em(t) + [t 2 (O (), Azn(t) — Az (t)) = 0.

Cela implique que

() + [ 2 (0n(t) = 2 (t) = f(E 2m(Om(E)), A (20 (t) — 2m (1)) =

= (@n(t) = 2m(t), A (2n(t) = 2 (1)) + (F (620 (0n(8)) = F (& 2m (O (1)), A (2m(t) — 2n(t)))

< 0.

Alors

(o (t) = (t), A (2n(t) = 2m (1)) < (8 20 (0n(E) = f(E 2 (0 (1)), A (2 (E) — 2a(t))) -

Remarquons que

th <$n( ) = @m(t), A(n(t) — 2m (1)) = CEn(t) = (1), A (2n(t) — 2m (1)) (3.38)

On obtient ce qui suit

;jt n(t) = am(t), A(zn(t) —xm(t)) < (f(E2n(00(t) = (8 2 (Om(1)), A (2 (E) — 20(1))3-39)

< Az (@) = 2m @ 20 (0n(t)) = f(E 2m(0m ()] -
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D’autre part, on a
|2 ()] < y(t) ppte[To, T].

Or x,(+) est absolument continue, alors on peut écrire

t t

t
Jo(t)) = (T < Jon®) = T = | [ dn(s)as] < | Jiu()ds < [ 2()ds < [ 2()is,
To To To To
Cela implique
T
|n @) = 2n(To)] < f V(s)ds.
To
Cela donne
T
)] < Jon(T)] + | (s)as.
To
Par suite pour tout t € [1p, T'],
|z ()] < m, (3.40)
Telle que
T
=l + | ()i (3.41)
To
Ceci nous donne pour tout t € [ et pour tout n € N,
z,(t) € B[0,n]. (3.42)
Par conséquent
(), 20 (0 (8)), 2 (6 (1)) € B0, 17]. (3.43)

En appliquant la Lipschitzité de f avec k,(-) € L'(I,R*) comme constante de Lipschitz, sur le sous-

ensemble borné B [0,7] et en utilisant (3.39), il s’ensuit que
;jt () = 2m(t), A(zn(t) = 2m(1)) < [A[ - lon(t) = 2m (@) - E(E) - |20 (00 (t) = 2m (0 ()]

< k() - [A] - llzn(®) = 2m @] - [l2n (00 (1) = 20 (@] + |20(E) = 2 (@) + [2m(8) = 20 (0 ()]
< k() Al (t) = (O + k@) [ Al |20() = ()] (|20 (0a(2) = ()] + [2m(t) — 2 (Bn(D))])

Par (3.35)), on a pour tout n € N et pour tout ¢

[a(t) — 20(0n(£))] = j o)

t t
< J |, (8)] ds < J v(s)ds.
0,(1)

On(t)
On obtient
L )~ (D) Awt) — () < K 1AL o 6) — 2 (O] +
SR LA Ja(t) — ()] ( [ s+ | V(S)dS) |

On (t) Om (t)
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De plus, par (3.42), on a
|2n(t) = 2m @) < [0 (O] + |zm ()] <0+,

On obtient
[zn(t) — zm(8)] < 2.
Cela donne que

1d

L 8) = w0). A @a(8) — 2 (0)) < K(E) 1] o 8) — () +
Fank(t) | A] ( ) RCCE ) y 7(8)d8> ,
Par suite
9 o t) — 20). A (w8) — (1)) < 26(0) 14 [ 8) — D) +
Fnk(t) | A] ( ) RCCE ) y 7(8)d8> ,
Par conséquent
9 a8) = 20 Alwt) — 2 () < 2JAIKD [08) ~ 20O + Gund). (340
Ou t t
Gom(t) == 4nk(t) |A s)ds s)ds | . 3.45
n(t) = dnk(t) | ‘(Ln(ﬂ” *Lmaﬂ” ) (3.45)

D’autre part, on a A est p—coercif, alors

foa(t) =m0 < -

Ceci et impliquent que
;lt@n(t) — T (1), A(n(t) — 2m (1)) < i [ AN K@) Cen(t) = 2m (), A (2n(t) = 2m(t)) + Grm(t)-

Il découle du lemme de Gronwall que

nlt) = 2n®) Alaalt) = 20)) < | ' Guls) exp ( | t | k(r)dr) ds

s

t 2 T
< [ Guntre (2141 [ yar) as
TO p TO
t 2
< (" Gu(s)exp < 4] ||k|L1([TO,T],R+>) s
Ty P
t
< )\J Gnm(s)ds,
To
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Ou
2
A 1= exp ;‘L4HHkHL1QﬂLTLR+) : (3.46)
Il est clair que
t T
J Grm(8)ds <J Gnm(s)ds,
TO TO
Ce qui donne
T
@Aﬂ—ﬁm@~4@Aﬂ—%Aﬂ»<Af Ghm(s)ds. (3.47)
To
Comme 7(-) € L*(I,R") et pour chaque t € I, on a
0,(t), 0 (t) — t,
Alors pour presque tout t € [Ty, T
lm Gn(t) = 0. (3.48)
Par ailleurs, on a pour tout n € N
¢ T t T
J v(s)ds < J v(s)ds et J v(s)ds < J v(s)ds. (3.49)
On () Ty Om (t) To
Les relations (3.45]) et (3.49)) impliquent
T
Gt < 841 ([ 2(0)as) ko (3:50)
To
Alors il résulte du théoréeme de convergence dominé que pour tout ¢ € [Tp, T']
T
lim Gnm(t)dt = 0. (3.51)
n,m—00 Ty
Par (3.47) et (3.51]), on obtient
Clim (@ (t) — wn(t), A (2 () — 2 (1)) < 0. (3.52)
De plus, comme A est p—coercitif, alors
1
IMMQ—LAﬂV<;C%@%ﬂmﬁ%A@Mﬂ—$m@D- (3.53)

De (3.52) et (3.53), on obtient

lim |z,(t) — 2, ()] = 0.

n,m— 00
L'égalité ci-dessus étant vraie pour tout ¢ € [Ty, T'], il s'ensuit que
lim  sup |x,(t) — 2z, (t)]| = 0.
MO 17,7 " "
Par conséquent

lim e, (-) = 2m ()] = 0.

n,m——00
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Alors, la suite (2,(-))nen est de Cauchy dans (C ([1y,T], H),|-||,,) et donc converge uniformément vers
une fonction x(-) € C([To,T], H), telle que z(Ty) = x¢ et Axg € C(Tp).
Etape @ : Montrons que z(-) est absolument continue.

Nous avons pour presque tout t € I et pour tout n € N

| 4]
(1)) < <1+M>( ) B0) + 2 1) = (1) (3.54)

On peut donc extraire une sous suite de (Z,(-)) et sans perte de généralité, on peut supposer que
cette sous suite encore notée (,,(+)) et qui converge faiblement dans L' (I, H) vers une fonction notée

g(-) e L' (I, H) . Cela équivaut a ce qui suit

JT (Xn(s),h(s)yds — . {g(s),h(s))yds,Yhe L* (I, H).

Maintenant pour tout ¢ € [T, T, en fixant z € H et en écrivant
T ¢
(En(s), 2. X[m0, (5) ) ds = <3cn s),zyds =< f Tn(s)ds, z >,
To To
Telle que X[7,4(+) est la fonction caractéristique de [7p,t] définie par
1,site [To,t] >

X[1o.1(t) = (3.55)
0, si t¢ [To,t] .

D’autre part, on a

T t t
(o) zxma(o)ds = | Gols)2ds == [ gls)ds,z >
To TO

To

D'aprés la convergence faible de (z,(+)), nous déduisons que
t t
J tn(s)ds — | ¢g(s)ds faiblement dans H.
To To
Cela implique que
t t
xn(Th) + f Tp(s)ds — x,(Tp) + f g(s)ds faiblement dans H.

T(] TO

En utilisant le fait que z,(-) est absolument continue, on obtient

t t

zn(t) = 2,(To) + J tn(s)ds — x(Ty) + J g(s)ds faiblement dans H.
To TO

Comme pour tout ¢ € [T, T

x,(t) —> x(t) fortement dans H,

Alors

x,(t) — x(t) faiblement dans H.
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Il découle de I'unicité de la limite que

t

z(t) = z(Ty) + f g(s)ds.

To

Par consequent, z(-) est absolument continue avec i(t) = ¢(t), pour presque tout t € [Ty, T'].
Etape @ : Montrons que z(-) est une solution de (PDP) sur [Ty, T'.

Comme 6,,(t) — t pour tout t € I, et x,(-) converge uniformément vers xz(-), alors x,,(0,,(t)) — x(t)
pour tout ¢ € I. D'autre part, la continuité de la fonction f(¢,-) sur B[0,n] (2,(0.(t)) € B[0,n]) assure

que, pour tout t € I,

ft,zn(0,(t))) — f(t,x(t)) dans H. (3.56)
Ceci et impliquent que
[t z@)] < (1+M).p@E) pptel

Maintenant, on montre que z(-) est une solution de (PDP). Autrement dit
w(t) + f(t,x(t)) € —New (Az(t)) p.pte[To,T].
Ceci est équivalent a ce qui suit
AN < I: pu(N) =0et 2(t) + f(t,2(t)) € —New)(Azx(t)),Vt € I\N.

On définit
Ga() v= () + [ 2a(0a()) = (V0) + ¢PC). (3.57)

Telles que

D () = (),
GD() = S 2a(0n()))-

Nous avons montré a I'étape @ que ¢{V(-) = @,(-) converge faiblement vers i(-) dans L'(I, H).

(3.58)

En outre, pour presque tout t € I, et pour tout n,

|G @] = 1t 2a(0u®)))] < 1+ M)B(1), () € L'(1,RY).

Il s'ensuit que
T T
f 12 (6)] dt < (1 + M) f Bt = (1+ M) 8111
TO TO

Par conséquent (¥ (-) est une suite de L' (I, H).

D’autre part, on a

GI (1) = f(t, 20 (0(1)) — CP(2) == f(t,2(t)) dans H, (3.59)
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En appliquant le théoreme de convergence dominée de Lebesgue, il s'en suit que

C2() ELl(I,H), (360)
et
HCn - (')HLl(I m 0 < ¢?(:) — ¢(.) fortement dans L' (I, H),
Par suite

FCo2a(0(-)) — f( 2(-)) dans LY(1, H),
Cela implique que

fC,20(0,()) — f(-,z()) faiblement dans L'(I, H).
Par conséquent
Ca(r) = an () + f(, 20 (00 () — () + f(-,x(-)) faiblement dans L*(I, H). (3.61)

En appliquant le lemme de Mazur a travers (3.61)), on peut extraire une sous suite de (,(-) et sans perte
de généralité, on peut supposer que cette sous suite encore notée (,,(-) telles que :

(@) Pour presque tout ¢ € I,

Cu(t) € co{a(t) + f(t, 2 (Ok(t))), k = n}. (3.62)

@ Cette suite converge fortement dans L' (I, H) vers z(-) + f(-,x(-)). Autrement dit

i (G = @0+ Gl = lim f IGu(t) — (t) + F(t, 2]y = 0.
(©) Pour presque tout ¢ € 1,
ﬂw+f@wa»e5pﬂm@yhﬂumwgﬂmk>ny (3.63)
Par (3.21), on a pour presque tout ¢ € I,
alt) + F(1,2(00(1))) € —No(Aza(t)), (364
et par (3.33), on 2
n(t) + F(t, 2 (00(1)) € a(t) By, (3.65)

Al
a(t) =
==

Les relations (3.64) , (3.65) impliquent

C@n(t) + f(tza(0
a(t)

(1+ M)B(E) + ;ro<t>|.

") ¢ N (Aza(®)) A By,
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En appliquant le théoreme (|1.3.5)), il s’en suit que

n(t) + [t 20 (0n(t)))
aft)

& (~adeq (A (1))

Il en résulte que, pour presque tout ¢t € I, pour tout £ € H

<g Tn(t) + f(t, 20 (0,(1)))
’ a(t)

> < O'(—ad(;(t) (Al’n(t), 5)

Par suite

(€ nlt) + F(E 20 (0a()))) < ()0 (—0deiy (w()), ). (3.66)
Ob o (—0ddos)(xn(t)), ) est la fonction support associée a (—dde (z,(t))).
Par ailleurs, de et , on peut déduire que pour presque tout t € I, et pour tout £ € H,

& a(t) + f(t,2(t))) < infsup (&, @x(t) + f (¢, 21(0x(1)))) < infsup (a(t).o(—0dcw (Azi(t),€)) ,

k=n " k=n

On obtient
& x(t)+ f(t,z(t)) < aft).infsupo(—dde ) (Azk(t)), §).

" k>n

Ce qui donne

& a(t) + ft,2(t)) < a(t)limsupo (—dde (Azn(t)), £)-

n—=ao

En outre, le fait que la fonction distance dc((-) est Lipschitzienne (en particulier localement Lipschit-
zienne), alors pour tout ¢t € I, o(—0dco)(-), &) est semicontinue supérieurement sur H. Ce qui donne

pour presque tout ¢t € I, pour tout £ € H,

€ 2(t) + f(t,2(t)) < a(t)o(—ddeg (Az(t)), §).
Cela implique
& a(t) + f(t,2(t) — a(t)o(—0deg (Ax(t)), §) < 0,
Par suite
€ 2(t) + f(t,2(t)) — o(—a(t)ode (z(t)), §) < 0.

Puisque £ est choisi arbitrairement, nous avons

sup [(€, &(t) + f(t,2(t))) — o(—a(t)ddeg (Ax(t), )] < 0. (3.67)

£eH

En utilisant le théoreme (1.3.2)), le fait que ddc () (Ax(t)) est un sous ensemble convexe fermé de H, il

découle que

d (&) + f(t,2(t), —a(t)0dew (Az(t)) = sup {& @(t) + f(t,2(1)))) — o(—a(t)ddow (Ax(t)), §) }

§eBy

< sup {(& i (t) + St 0(1)) — o(—a(t)odop (Ax (1), O}
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Il découle de ceci et (3.67) que

d(2(t) + f(t,z(t), —a(t)ddew (Ax(t))) < 0.

Ce qui donne
d(z(t) + f(t, z(t)), —a(t)ddew (Az(t)) = 0

Par conséquent

#(t) + f(t,2(t) € (—a(t)odew (Az(t))) = (—a(t)ddew (Az(?))) . (3.68)
Ce qui donne
—i(t) — f(t,2(t)) € a(t)ddop (Ax(t)).
Par ailleurs, pour tout ¢ €
ddey (Az(t)) < Neg(A(z(t)).

On déduit de la définition du céne normal et le fait que a(t) = 0, on a

—i(t) — f(t,5(t)) € New(Az(t)) pp tel.

On observe que

CC(T0> = nh_r)nocxn(To) = Xy.

Par conséquent, la fonction z(-) est une solution de (PDP).

Etape (7) : Montrons les estimations (3.6) et (3.7).
Soit x(-) la solution unique de (PDP). Selon la proposition (2.2.2)), on a

lz(t) + £t 2(1)] < ”;1” [ x(6)] + /1) [o(t)| p-p [To,T7]. (3.69)

D’autre part, on a

lz@)] = [2@) + f(t,2@) = [, 2@)] < [&(8) + f@2(@)] + [ £ ()]
Ce qui donne
IIA]

(1)) < (1 L2

1.
) F(eal)] + 3 o0

Par conséquent, d'apres la condition de croissance de f, on a

l&()] < (1 + ”ﬁ') plt) (1 + |z®)]) + ; [0(t)| p.pte[To,T]. (3.70)

Par ailleurs, puisque la fonction x(-) est absolument continue, alors on déduit

lz@)] < flzoll + L la(s)ll ds, (3.71)
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Ce qui donne
i

L+ ()] <1+ [z + . |2(s)] ds.
0

Il s'en suit que

14] 1. 4] iy L
(1 ; p) B0) (1 + [a(0)]) + 5 600 < <1 ; p) B(t) (1 + ol + f Ji(s)] ds) +Ji(0)].

Cela donne

4]
<1+p)6(t)(1+|()|) ~o(0)|

< (1 + 'A') B(E) (1 + o) + (1 + 'jj) ) | ()] ds + ~o(o) (3.72)

Les inégalités (3.70) et (3.72) impliquent que

N

l#(t)] < (1 ' ;‘) ) | " Jas)] ds+ (1 " "2') B0) 1+ Lsal) + 5 6(0)] pp t€ [, 7). (373

Par conséquent, le lemme de Gronwall garantit que, pour tout t € [

t

i) ds < f ([ (+ ) s as by + Stoto|esn (| t (1+120) soyar ) ) s

(3.74)
Il découle de ceci et (3.71) que

Jo(t)] < ol + f (| (1+ ) s as tanby + 2ol o ([ t (1+20) styar) ) as.

Par ailleurs

J B(r J Pyret | os)ds < [ Jo(s)]dr (3.75)

T() T()

exp Ut (1 + 'ﬁ) B(r)dr) < oxp (L (1 ; ”;”') B(r )dr) |

On obtient pour tout ¢ € [Ty, T

Cela implique

|lz(t)] <1, (3.76)

~ ol +exp (14121 :05<r>dr) f (1 ED) s 0l + 2 o as.

De plus pour presque tout t € [Ty, T'], on a

Ou

[£(t2(@)] < BHA + [x@)])-

Cela implique

[f @ x@)] < B +1) p.ptelTo,T]. (3.77)
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Par (3.69) et (3.77)), on obtient
|A]

lz(t) + £t 2(t)] < TB(t)(l +1) + ; [o(t)] p.pte[To,T]. (3.78)

Etape : Montrons I'unicité de la solution du probleme (PDP).

Soient x1(-), x2(+) deux solutions de I'inclusion différentielle (PDP), alors
—@1(t) = f(t,21(t)) € New (Azi(t) pp te[To, 17,

xl(To) = Xy, A.CL’O S C(Tg)

et
—22(t) — f(t,22(t)) € New (Axa(t)) p-p te [T, 17,

Z‘Q(To) = Xy, A.%’O € C(To)

Par la monotonie du cone normal de C(¢), on a

(=a1(t) — f(t,x1(t)) + To(t) + f(t, 22(t)), Axq(t) — Axa(t)) = 0.
Ce qui implique
(@1(t) — 2a2(1), A(21(t) — 22(t))) < {f(E21(1) — f(E 22(1)), A (22(t) — 21(2)))
< | f@ (@) = f(E 2(6) [ |A (22(2) — 21(2))] -

Puisque A est un opérateur linéaire borné et f est k(-)—Lipschitzienne sur un ensemble borné, nous avons

() = a(t), A (21 (8) = 22(8))) < A [21(8) = 22 (O] 1f (&, 22(2)) = f (2, 22(2))]
< AL k@) [21(t) = 22(0)]"

Ce qui donne
2 p <x1( ) = a(t), A (1(t) = 22(1)) < AL R(E) [1(8) — 22(1)[*. (3.79)
En utilisant I'inégalité (3.79), le fait que I'opérateur A est p—coercif, il découle que
2

<l‘1( ) = 22(t), A (1(t) — 22(2))) < p | Al () (o (8) = 2(t), A (21(F) — 22(2))) - (3.80)

On peut donc appliquer le lemme de Gronwall a travers (3.80]), on obtient
(@1(t) = 22(t), A (21(t) — 22(1))) < 0.
Puisque A est p—coercif, cela implique clairement que
1 (t) = 2o(8)[* = 0.

Par suite

x1(t) = zo(t).
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Ce qui justifie I'unicité.
Partie @ : Supposons maintenant que
' B(s)ds = —L—. (3.81)
T p+ Al
Dans ce cas, on considére une subdivision (plus fine) de [Ty, T'] donnée par
Thy<Ti<..<T,=T,
tel que, pour tout i € {0,1,...,n — 1},
o (s)ds < P (3.82)
T p+ Al

et d'apres la partie @ il existe une fonction absolument continue sur [Ty, T'] solution de probléme

(PDP). L'unicité découle de la monotonie du cone normal et de la condition de la Lipschitzité de f.

Ce qui termine la preuve du théoreme.

O



Chapitre 4

Problemes de complémentarité différentielle
et Inégalités variationnelles d’évolution
quasi-statiques

Le but de ce chapitre est de donner des applications illustratives de nos résultats principaux donnés
précédemment. Précisément, on va donner une application aux problemes de complémentarité différentielle
(DCP) et aux inégalités variationnelles d’évolution quasi-statiques permettant d’établir les théoremes

d'existence (3.0.1)) et (2.1.2).

4.1 Application aux problemes de complémentarité
différentielle (DCP)

Dans cette section, nous illustrons le lien entre le processus de Rafle dégénéré et les systemes dyna-
miques non lisses a travers des probléemes de complémentarité différentielle (ou dynamique). Ces types de
problémes ont fait I'objet d'un fort intérét en raison de leurs applications dans divers domaines tels que
la mécanique, les circuits électriques, la science des transports, les systémes de commande, etc (voir [26],
[27], [73], [33]).

Nous allons appliquer le Théoréme ((3.0.1)) pour établir un résultat d'existence et d'unicité d'un probléme
de complémentarité différentielle.

Supposons que K < H est un cone convexe fermé et
K*={heH:{hky>=0,Yke K},

son dual coéne. Soient I = [0,7] un intervalle, A : H — H un opérateur satisfaisant (H3) et
f :[0,T] x H — H une application univoque vérifiant les conditions et du Théoréme
(3-0.1). Soit A(:) : I — H une fonction absolument continue telle que A(0) = 0. Un probléme de
complémentarité différentielle se compose des équations différentielles ordinaires couplées a des conditions

de complémentarité et se présente sous la forme suivante :
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Trouver une fonction absolument continue x(-) : I — H et une fonction intégrable u(-) : I — H

satisfaisant pour presque tout t € I le probléme de complémentarité différentielle suivant

2(t) = f(t,x(t)) + ult),
K*su(t)lo(t) € K,
v(t) = Ax(t) + A(t),
x(0) = xg, Axg € K.

(DCP1) :

La deuxiéme ligne est appelée relation de complémentarité entre u(t) et v(¢). Nous pouvons utiliser la
proposition (1.3.3]) pour prouver que la relation de complémentarité peut étre écrite de maniére équivalente
comme suit

K*su(t)lo(t) e K < —u(t) € Ng(v(t)). (4.1)
Par conséquent, le probleme (DCP1) équivaut a trouver x(-) : I —> H tel que

#(t) € —Ny(Az(t) + M) + f(t,2(t) pp t e,

(4.2)
x(0) = 9, Az € K.
En effet, pour presque tout t € I, on a
—u(t) € Ng(v(t) < f(t,x(t)) —a(t) € Nk (Az(t) + A(t))
< 2(t) e =Nk (Azx(t) + A\(t)) + f(t,z(t)).
D'autre part, on a x(0) = xg, Axg € K.
Maintenant, introduisons |'application multivoque C/(-) définie par

C(t) := K — A(t) pour tout t € I. (4.3)

En utilisant la proposition ((1.3.1)) et la formule (4.3]), on peut encore réécrire le probleme (DCP1), sous

la forme
#(t) € —Nog (Az(t) + f(t,2(t) pptel,
(4.4)
z(0) = xg, Azg € C(0).

En effet, pour presque tout t € I, on a
(t) € —Ng(Azx(t) + A1) + f(t,2(t)) = 2(t) € —Newy+a@w (Az(t) + A(t)) + f(t,2(t))

— $(t) S —NC(t)Jr)\(t),/\(t) (Al’(t)) + f(t, 1’(t))

— :E(t) € _NC(t) (Alf(t)) + f(t, C(](t))

Telle que z(0) = g, Az € C(0).
Clairement, toutes les hypothéses du Théoréme (13.0.1]) sont satisfaites. En effet, ona A : H — H est

un opérateur satisfaisant (H3) et f : [0,T] x H — H une application univoque vérifiant les conditions

(3.3) et (3.4) du Théoreme (3.0.1). Montrons maintenant les hypotheses (H;) et (H2).
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@ Il est facile de voir que pour tout ¢ € [0,77], les sous ensembles (C(t)); de H sont convexes

fermés ou

Ot) == K — A\(t).

Ce qui traduit bien I'hypotheése(H;).
@ Montrons que |'application multivoque ¢t — C'(t) bouge de facon absolument continue.
Soient 0 < s < ¢ < T, alors en utilisant la proposition (2.2.1) et le fait que la fonction disatence dp(-, B)

est Lipschitzienne de rapport 1 avec B < H, il s’en suit que

du(C(t),C(s)) = du(K = A(t), K = A(s)) = sup |d(z, K = A(t)) — d(z, K — A(s))]

zeH

= igg |d(x + A(t), K) — d(z + A(s), K)|

< i{;}; IA(E) = A(s)||
< M) = A(s)]-

Par ailleurs, puisque A(-) : [0,7] — H est une fonction absolument continue telle que A(0) = 0, alors

d’apres le Théoreme (|1.5.2)), il existe une application w(-) : [0,7] — H telle que pour tout to,t € [0, T],

A(t) = M(to) + Jt w(r)dr. (4.5)

to

Par suite,

du(C(1),C(s)) < [AE) = As)]

N

N

/)

g

=

=
S

N
3
=
|
3
S

Telle que
m(t) = L |w(r)| dr. (4.6)

alors en utilisant encore le Théoréme , on en déduit que () est absolument continue. Par consé-
quent C'(t) bouge de fagon absolument continue. Ce qui traduit bien I'hypothése (Hs).

Alors toutes les hypothéses du Théoreme sont satisfaites. Cela assure |'existence et I'unicité de la
solution pour (DCP1).
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4.2 Application aux inégalités variationnelles d’évolution quasi-
statiques

Dans cette section nous allons appliquer les résultats présentés au chapitre 2, en particulier le Théoréeme
(2.1.2) pour prouver |'existence d'une solution unique pour I'inégalité variationnelle (/V EJ) suivante :
Trouver une application x(-) : [0,T] — H telle que &(t) € K < H pour presque tout t € [0,T] et

a(x(t),y —x(t)) +jly) —j(&(t) = {f(t),y — (1), Yy e K

x(0) =x0€ H.

(IVE)

Oua(-,-) : HxH —> R est une forme bilinéaire, continue et symétriqueetj: K — R, f : [0,T] — H.
Le probleme ([V E)) s'appelle une inégalité variationnelle d'évolution parce qu'elle invoque la dérivée
x(t) de la fonction inconnue z(-) par rapport au temps, alors il est naturel de considérer une condition
initiale z(0) = zg € H.
Pour résoudre ce probléme, on va suivre la méthode utilisée par Adly et Haddad ([4]) ou ces auteurs
ont démontré le résultat d'existence et d'unicité sous certaines conditions de solutions pour le probléme
suivant :

Trouver une application z(-) : [0,T] — H telle que x(t) € K < H pour presque tout t € [0,T] et
a(x(t),y —&(t)) + b(z(t),y — (1) + j(y) —j(@(t) = (f(t),y —&(t)),Vy e K

z(0) = zp € H.

(IVEV)

Ou a(-,-),b(-,-) : Hx H— R sont deux formes bilinéaires, continues et symétriques et j : K — R, f :
[0,T] — H.

Le probleme s'appelle une inégalité variationnelle d'évolution avec viscosité. Cette inégalité
est d'un grand intérét dans la modélisation des problemes de contact de frottement quasi-statique. Dans
un langage mécanique, la forme bilinéaire b(-, ) représente le terme de viscosité.

Ce type des problemes a été étudié par M. Sofonea et A. Matei dans le livre [71] sous le nom "Evo-
lutionary Variational Inequalities with Viscosity". Les auteurs ont démontré |'existence et I'unicité de la
solution en utilisant un résultat du point fixe. Le probleme (IV EV)) a été étudié par Adly et Haddad ([4]),
ou les auteurs ont montré (sous certaines conditions), pour la premiére fois, I'équivalence entre I'inégalité
variationnelle d'évolution et un processus de Rafle implicite.

Soit H un espace de Hilbert réel. Soit 77 > 0 un nombre réel positif et C(-) : [0,7] = H une

application multivoque. On considére l'inclusion différentielle suivante

—i(t) € Nog (A ((1)) pp te[0,T],
0 y (DS)

Supposons, que les hypothéses (H.4), (H1) et (Ha) du Théoréme (2.1.2)) soient vérifiées.
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On donne, a présent, la liste des hypotheses que I'on va supposer pour démontrer |'existence et |'unicité
de la solution de I'inégalité variationnelle (IV EJ).
(VI;) K < H est un cdne non vide, fermé et convexe.

(VZs) a(-,-) : H x H — R est une forme bilinéaire, continue et symétrique telles que pour tout u € H
alu,u) = A,

pour une constante positive A > 0.

(VZ3) j : K —> R une fonction convexe, positivement homogene de degré 1 (i.e. j(wz) = wj(z) pour
tout w > 0) et Lipschitzienne avec j(0) = 0.

(VZ,) fe WHL([0,T], H) avec a(zg,v) + j(v) = {f(0),v), pour tout v € K.

Notre objectif consiste, a transformer I'inégalité variationnelle quasi-statique a une inclusion
différentielle de type (DS). De facon plus précise, nous allons montrer, sous certaines conditions, que le
processus de Rafle (DS) est équivalent a I'inégalité variationnelle (IV E).

Dans un premier temps et vu la formule de (IV E]), il est nécessaire de considérer une fonction j(-)
définie sur 'espace H tout entier (afin que I'on puisse aussi définir le sousdifférentiel), a cette fin, on va
prolonger la fonction donnée j(-) dont le domaine est K a tout I'espace H en introduisant la fonction
J(-) : H— R U {400} définie par

j(z),si z€e K,

J(z) = (4.7)

+00, si 2 ¢ K.
Puisque K est un cdne non vide, fermé et convexe, et j(-) est convexe, positivement homogene de degré
1 et Lipschitzienne sur K, on en déduit que la fonction étendue J(-) est propre, positivement homogene
de degré 1, convexe et semi-continue inférieure avec J(0) = 0. Autrement dit, la fonction J(-) hérite
toutes les propriétés de j(-) données dans (VZ3). Avec ce prolongement, I'inégalité variationnelle (IV E)
équivaut a :

Trouver une application x(-) : [0,T] — H telle que pour presque tout t € [0, T

a(e(t),y —(t) + J(y) — J(&(t)) = {ft),y —2(t)),Vy e H
(IVEJ)
z(0) =x0€ H.
Maintenant soit A un opérateur linéaire borné coercif et symétrique associé a la forme bilinéaire a(-, ),

c'est-a-dire,

a(xz,y) = (Ax,y) pour tous z,y € H.

Par conséquent, on obtient le résultat suivant.
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Proposition 4.2.1 Avec cette derniére notation, I'inégalité (IV E.J|) peut étre mise sous la forme
d’un probléme d’évolution gouverné par le sous différentiel d'une fonction convexe comme suit

F(t) — Az(t) € 2J(a(t)) pp te[0,T]

(4.8)
z(0) = zp € H.

Preuve. Comme z(t) € K, alors 0J(&(t)) + ¢.
D'autre part, soit y € H alors pour presque tout ¢ € [0, 7]

a(z(t),y — &(t) + J(y) — J(&(t) = (f(t),y — 2(t)) <

= (Ax(t),y —2@t)) + J(y) = J(@(t)) = {(f(t),y — 2(t))

= Jy) = J(@(t) = (f({t),y — 2(t)) — (Ax(t),y — &(t))

= J(y) = J(@(t) = (f(t) — Az(t),y — 2(t))

— f(t) — Ax(t) € dJ(z(1)).

]

La proposition suivante montre |'équivalence entre le processus introduit dans (DS9S] et I'inégalité

variationnelle quasi-statique (/V FE)).

Proposition 4.2.2 Supposons que (VZI,)—(VZ,) soient vérifiées, alors x(-) : [0,T] — H est une
solution de si et seulement si elle est une solution de , ot A est un opérateur linéaire
borné coercif et symétrique associé a la forme bilinéaire a(-,-) et C(t) := f(t) — 0J(0),t € [0,T]
et J(-) est définie dans (4.7).

Preuve. D'aprés |'équivalence que I'on a démontrée entre ([ V E|) et (4.8]), il suffit de prouver que (4.8)
et (DS9S] sont équivalents.

[l est connu que le sous-différentiel d'une fonction convexe, s.c.i et propre est convexe fermé, on en déduit
que le sous-ensemble

C:=0J(0)={se H:{(s,v)< J(v),Vve H}, (4.9)

est convexe et fermé de H.
Puisque J(-) est positivement homogene de degré 1 avec J(0) = 0, a partir du théoreme ([1.3.8]), nous
avons

J(z) =vi(z) = 0(C,2),Yz € H. (4.10)

De plus, la fonction J(-) est propre, convexe et s.c.i, alors d’aprés le théoreme ((1.3.7) on a

vedJ(z) = ze€dJ*(v). (4.11)



4.2 Application aux inégalités variationnelles d’évolution quasi-statiques 79

Par ailleurs, puisque la fonction 1) est convexe et semi-continue inférieurement, alors on déduit d'apres

le théoreme (1.3.6)) que

0J(-) = 0vg () et J*() = v5 () = vel). (4.12)
Par suite
veEdJ(z) = z€ Mo(v) = 2z € Ng(v) avec C = 0J(0). (4.13)

Maintenant, soit x(-) une solution de (4.8)) alors, en utilisant les relations (4.11)) et (4.12]), on obtient

pour presque tout ¢ € [0,7'] on a

F(6) = Az(t) € 0J(i(t)) — i(t) € 0T (f(1) — Az(t))

Telle que
C(t) := f(t) — C = f(t) — 2J(0). (4.14)
Par conséquent, le probleme est équivalent a
(t) € —Now (A(z(t)) p-p t € [0,T7,
z(0) = zg € H.

qui est exactement de la forme de la variante du processus de Rafle introduit en (/V E)) . O

Comme une conséquence directe du Théoréme (2.1.2)), on a le résultat d’existence et d'unicité suivant,

pour I'inégalité variationnelle d'évolution (IV E).

Corollaire 4.2.1 Supposons que (V1) — (VZI,) soient vérifiées alors, pour tout xo € H, l'inégalité

variationnelle d'évolution (I'V E|) admet une seule solution x(-) : [0,T] — H.

Preuve. |l suffit de montrer que toutes les hypotheése (H4), (H1) et (Hz) du Théoreme (2.1.2)) sont

satisfaites.
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Prouvons d'abord la condition Azy € C'(0). On a

Yo e K :(f(0),0) < j(v) + a(wo, v) == (F(0),v) < j(v) + (Azg, v)
= (f(0) = Azo,v) < j(v)
— (f(0) = Azo,v) < j(v) — j(0)
—  f(0) — Az € 0J(0)
— f(0)— Azye C
—  Awye C(0).

Montrons maintenant les hypothéses (H4), (H1) et (Ha).
Il est clair que les hypothéses (VZ,) et (Ha) sont équivalentes. Autrement dit la linéarité, la

bornitude et la coercivité de A se déduisent directement de (VZ,).
@ Il est facile de voir que pour tout ¢ € [0, 7], les sous ensembles (C(t)), de H sont convexes fermés
ou
C(t) == f(t) — C = f(t) — 2J(0).
Ce qui traduit bien I'hypothese (H;).
@ Montrons que |'application multivoque t — C'(t) bouge de facon absolument continue.
En effet, soient 0 < s <t < T, alors en utilisant la proposition et le fait que la fonction distance

est Lipschitzienne de rapport 1, il s'en suit que

dn(C1),C(s) = du(f(1)=C,f(s) = C) = sup d(a. £ (t) = O)) = d(z. f(5) = )
= supd(x — £(t),~C)) — d(z ~ f(5),~C))
= supd(= (/(t) ), ~C)) ~ d(= (/(s) = 2),~C))

zeH

= igg |d(f(t) —x, C)) - d(f(s) -, C))|

< Supr(t)—f(S)H
< ||f f(s)]

<

< Hdr

N
<
—
~
N—
|
<
—
V2]
SN—

Telle que

o) = j f)| ar.

avec v(0) = 0, alors en utilisant le Théoréme , on en déduit que v(-) est absolument continue.

Par suite, il existe une fonction absolument continue non négative v(-) : [0,7] — R* avec v(0) = 0
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telle que

Ve e H :|d(x,C(t)) —d(z,C(s))| < |v(t) —v(s)].

Par conséquent (C(t)); varient de maniére absolument continue. Ce qui traduit bien I'hypothése (Hs).
Alors toutes les hypotheses du Théoréme sont satisfaites. Cela assure I'existence et |'unicité de
la solution pour (D.S)), qui représente également la seule solution de d’'aprés I'équivalence établie
dans la Proposition (4.2.2)).

O]



Conclusions et perspectives

Au terme de ce travail nous relevons |'apport de quelques éléments déterminants dans cette thése.
D’abord pour le deuxieme et le troisieme chapitre, nous devons la discrétisation utilisée a des inclusions
différentielles similaires a celles gouvernées par le cone normal. C'est a ce niveau que la monotonie du cone
normal est déterminante en ce sens qu'elle joue pour le processus de Rafle dégénéré un rdle analogue a
celle du processus de Rafle classique. Cette monotonie a été aussi cruciale dans I'étude pour le processus
de Rafle dégénéré avec perturbation Lipschitzienne. Pour le quatrieme chapitre on souligne le rdle du
processus de Rafle dégénéré avec perturbation Lipschitzienne. En effet, Nous avons montré |'équivalence
entre ce processus de Rafle dégénéré et une évolution quasi-statique d'une inéquation variationnelle.
Il est bien connu que la formulation variationnelle de nombreux problémes mécaniques avec contact
unilatéral et frottement conduit a une inéquation variationnelle d'évolution. Comme application, nous
avons reformulé le probleme de contact quasi-statique avec frottement pour les matériaux élastiques
linéaires a mémoire courte en tant que processus de Rafle dégénéré. Le lien entre le processus de Rafle
dégénéré et les inéquations variationnelles quasi-statiques est possible grace a certains outils standards de
I'analyse convexe.

Par conséquent I'importance de ces équivalences nous indique des pistes de recherche plus approfon-
dies dans ces différents domaines notamment les inéquations quasi-variationnelles mais aussi I'étude du

caractere bien posé pour le processus de Rafle dégénéré avec contrainte non convexe.
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Résumé

Le but de cette thése est d’apporter quelques contributions & la théorie des inclusions différentielles
impliquant des cénes normaux, du point de vue de ’analyse non lisse et variationnelle, sur les espaces
de Hilbert séparables de dimension infinie. En particulier, nous nous sommes intéressés a 1’étude de la
variante suivante du processus de Rafle, qui est connu sous le nom de processus de Rafle dégénéré perturbé

—i(t) € Now(Az(t)) + f(t, (1)) pp t € [To, T],
(PDP)
:L“(T()) = xg, Axg € C(Tg).

Ou la perturbation f : [Ty, T] H — H est une application univoque, mesurable par rapport a la premiére
variable et Lipschitzienne par rapport a la seconde variable.

L’inclusion différentielle (PDF') et beaucoup de ses variantes apparaissent naturellement dans plusieurs
applications telles que 'elastoplasticité, les circuits électriques, la modélisation des mouvements de foule, et
les systémes de complémentarité, etc. Des applications de nos résultats aux problémes de complémentarité
différentielle, et aux inégalités variationnelles d’évolution quasi-statiques ont été données.

Abstract

The aim of this thesis is to give some contributions to theory of differential inclusions involving nor-
mal cones from the point of view of nonsmooth and variational analysis, on infinite dimensional separable
Hilbert spaces. In particular, we are interested in the study the following variant of the sweeping process,
which is known the perturbed degenerate sweeping process

—i(t) € Now (Ax(t)) + f(t, x(t) ae t € [To, T,
(PDP)
.%'(To) = x9, Axg € C(To).

where the perturbation f : [Ty, T] H — H is a single-valued map which is measurable with respect to
the first variable, and Lipschitzian with respect to the second variable.

Differential inclusion (PDP) and many of its variants appear naturally in several applications such as
elastoplasticity, electrical circuits, modeling crowd motions, and complementarity systems, etc. Appli-
cations of our results to the differential complementarity problems, and to the quasistatic evolution
variational inequalities have been given.
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