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Résumé

Dans tous les domaines des sciences, nous rencontrons & ce que nous appelons les
problémes d’optimisation, que les mathématiques ont essayé de résoudre et de traiter de nom-
breuses méthodes. La méthode du gradient conjugué est considérée comme 1'une des méthodes
les plus utilisées pour résoudre ce genre de probléme notamment les problémes de grande taille.

Dans ce mémoire, on présente une synthése des différentes variantes de la méthode du gra-
dient conjugué non-linéaire avec la recherche linéaire inexacte de Wolfe. Il s’agit des méthodes
de FR, DY et une méthode du gradient conjugué unifiée.

Toutes ces variantes possédent la propriété de la descente des directions générées ainsi la
convergence globale. Des simulations numériques seront présentées afin d’illustrer la conver-

gence de ces derniéres.

Mots clés : Optimisation sans contraintes, gradient conjugué, recherche linéaire.
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Abstract

In all areas of science we come across what we call optimization problems, which ma-
thematics has tried to solve and to deal with many methods. The conjugate gradient method
is the most used to solve this kind of problem.

In this thesis, we present a synthesis of the different variants of the non-linear conjugate
gradient method with Wolfe’s inexact linear search. This methods are FR, DY and a unified
conjugate gradient method.

All these variants have the property of the descent of the directions generated, thus global

convergence. Numerical simulations will be presented to illustrate the convergence of the latter.

Key words : Unconstrained optimization, conjugate gradient, line search.
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Introduction générale sur la méthode de gradient conjugué.

Introduction

La méthode du gradient conjugué est considérée comme une amélioration de la mé-
thode du gradient. Elle est I'une des méthodes les plus utilisée pour résoudre les problémes
d’optimisation non-linéaire surtout de grande taille.

Il bien connu que la méthode du gradient consiste a partir d’'un point x4 calculé a I'itération
n, on cherche le point suivant x,; sur la droite passant par x,, et dirigée par d,, = =V f(x,).
Ainsi, seule I'information fournie par le gradient de f & ’état n est utilisée pour déterminer
la prochaine direction de descente.

Le principe de la méthode de gradient conjugué consiste, au contraire, a utiliser tous les
gradients calculé précédemment par l'algorithme V f(zo), Vf(x1), ..., Vf(z,) pour détermi-
ner la prochaine direction de descente. Cette méthode est basée sur le concept de conjugaison
et conduise & l'optimum en un nombre fini d’itérations.

En analyse numérique, la méthode du gradient conjugué est un algorithme qui sert a
résoudre des systémes d’équations linéaires dont la matrice est symétrique définie positive,
autrement dit pour la minimisation des fonctions quadratiques strictement convexes.

Cette méthode a été proposée en 1952 simultanément par EDUARD STIEFEL et MAGNUS
HESTENES.

Plusieurs mathématiciens ont étendu cette méthode pour la minimisation des fonctions de
plusieurs variables & valeurs réels réguliéres non-nécessairement convexes.. Ceci a été réalisé
pour la premiére fois en 1964 par FLETCHER et REEVES, (méthode de Fletcher-Reeves). Une
autre variante a été proposé par DAI et YUAN en 1999 (méthode de Dai-Yuan).

En 2003, ce fut la premiére initiative d’unification de toutes ces méthodes dans une méme

classe et étudier par la suite ces propriétés et sa convergence par Y.DAI et Y. YUAN.

Les méthodes du gradients conjugués sont parmi les plus anciennes méthodes utilisées pour

résoudre les problémes de minimisation non linéaire, sans contraintes, de la forme suivante :
min{f(z) : x € R"} (1)

ot f: R" — R. Dans ce but, on va générer une suite {z;} comme suit :
On démarre par un vecteur de départ xq donné. A l'itération k£ on a la valeur de z;, € R", et

Try1 est calculé par la relation suivante :
Thy1 = T + apdy; (2)

le pas ap € R est déterminer par une recherche linéaire exacte ou inexacte, les vecteurs

do,dy, -+ ,d, sont des directions de descente recherchée est définie par la formule de récurrence
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— k=0
dk _ go St . ) (3)
— gk + Brdp—1 si k > 1;

suivante :

gr = V f(z) est le gradient de f au point zj et le ceefficient S, € R ou ces différentes valeurs
définissent les différentes forme du gradient conjugué.

Dans ce mémoire, on présente une synthése de quelques variantes de la méthode du gradient
conjugué non-linéaire avec la recherche linéaire inexacte de Wolfe. Il s’agit des méthodes de
FR, DY et une méthode du gradient conjugué unifiée.

Toutes ces variantes possédent la propriété de la descente des directions générées ainsi la
convergence globale. Des simulations numériques seront présentées afin d’illustrer la conver-

gence de ces derniéres.

Ce mémoire est composé de cinq chapitre :

— Dans le premier chapitre, on va cité quelques notions de base qui seront utilisées par
la suite, comme : les directions de descente, les conditions nécessaires et suffisantes
d’optimalité,... .

— Dans le deuxiéme chapitre, nous avons rappelé la méthode du gradient conjugué li-
néaire,pour la minimisation des fonctions quadratiques strictement convexes.

— Le troisiéme chapitre est consacré a une étude de deux classes de méthodes du gradient
conjugué non-linéaire qui sont globalement convergentes pour des fonctions de plusieurs
variables a valeurs réels réguliéres non-nécessairement convexes. La premiére méthode a
été introduite par Fletcher et Reeves [9] en 1964, ( méthode de Fletcher-Reeves ), et la
deuxiéme a été proposée par Dai et Yuan [7], (méthode de Dai-Yuan) en 1999.

— Quant au quatriéme chapitre, il traite une nouvelle variante de la méthode du gradient
conjugué non linéaires nommée "la famille des méthodes du gradient conjugué non li-
néaire unifiée", proposée en 2003 par Dai et Yuan [§].

— On termine ce manuscrit par des simulations numériques, afin de comparer numérique-

ment les variantes étudiées pour des fonctions test bien connues.
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Chapitre

Préliminaire

L’objectif de ce chapitre est de rappeler quelques notions de base qui seront utilisées par

la suite.

Généralités sur 'optimisation sans contraintes

L’optimisation consiste en la recherche de minimum (ou maximum) d’une certaine quantité,
appelé coiit ou objectif. Dans ce mémoire, on supposera que le coiit dépend de n variables
réelles, rassemblées en un vecteur z = (1, xs, ..., z,) € R et qui fournissent une valeur f(x)
ou f est une fonction de R™ dans R. Les variables (21, zo,... , x,) seront autorisées & prendre
n’importe quelle valeur dans R", et c’est ce qu’on appelle 'optimisation sans contraintes. On

écrira les problémes d’optimisation sans contraintes sous la forme générale suivante :

fel%%f(x) (1.1)

On dit que le probléme admet une solution s’il existe un choix de variable * € R™ tel
que

Vz eR"; f(z") < f(z). (1.2)
On dit que z* est un minimiseur ( ou point de minimum) de f sur R”, et que f(z*) est un

minimum de f sur R".

Bilan Face au probléme
— L’existence d’'un minimum est liée a la continuité de f.
— L’unicité du minimiseur z* est liée a la convexité (stricte) de f.
— L’équation satisfaite par x* est associée a la dérivée de f.
Toutes ces propriétés joueront des roles analogues en dimension n, la dérivée sera rem-

placée par dérivées partielles ou dérivées directionnelles.

le vecteur de R™ noté Vf et est définé par :

V(a0) = ( g (an), g e a)) (13)

Définition 1.1.1. Soit f : R* — R, on appelle GRADIENT de la fonction f au point xy € R”
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Définition 1.1.2. Soit O C R™ un ouvert et f : O — R une application. Soit x € O. Alors,
on dit que f est DIFFERENTIABLE au point x s’il existe une application linéaire L € L(R™ R)
telle que, pour tout h € R™ avec x + h € O,

f(x+h) = f(z) + L(h) + o(|[A]]) (1.4)

Si une telle application existe, on lappelle différentielle de f au point x et on la note D f(x).

Définition 1.1.3. Soit d € R™"\{0}. on dit que f admet une DERIVEE DIRECTIONNELLE
dans la direction d, au point x, si Uapplication t € R — f(x + td) est dérivée en 0. Si c’est le

cas, on note cette dérivée
of (v _ 1. fla+id) — f(z)
%@) - ;

Dans ce cas, si d = e, est [’'un des vecteurs de base de R™, on appelle cette dérivée directionnelle

(1.5)

la k°™ DERIVEE PARTIELLE de f au point x, que [’on note

of flzr,@e,. . xp+1,. . x,) — f(T1, 29, ..., 2y)

a—ek(ﬂf) = lim ; (1.6)
Définition 1.1.4. On dit qu’une ensemble K est CONVEXE si
vae[0;1], V(z,y)eK?® (A-Nz+lyek (1.7)

Cela signifie que les deux points = et y dans K et le segment li¢ entre z et y est inclus dans

K tout entier.

Définition 1.1.5. Soit f : R® — R une application, on dit que :

1. lapplication f est CONVEXE sur R™ si :
VA e[0,1]; VY(z,y) e R"xR" fAx+(1—-Ny) <Af(x)+ (1 —-N)f(y) (1.8)
2. lapplication f est STRICTEMENT CONVEXE sur R" si :

VA e[0,1]; V(z,y) eR" X R" avecz #y; fAx+ (1—=Ny) < Af(z)+ (1 =N f(y)
(1.9)

Définition 1.1.6. a) On dit qu’une matrice carée A € M,,x,, est SYMETRIQUE si seulement
St :
At = A (1.10)

b) On dit qu’une matrice carée A € M,,x,, est DEFINIE POSITIVE si seulement si :

Vz e R", z'Ax >0 (1.11)
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3 Chapitre 1. Préliminaire

Définition 1.1.7. Soit A une matrice symétrique n x n, b € R™ et ¢ une constante.

On appelle FORME QUADRATIQUE la fonction f: R"™ — R définie par :

1
flz) = §xTA:1:—bT:B+c (1.12)

Lorsque la matrice A est définie positive (resp. semi-définie positive ), on dira que f(x) est

une forme quadratique définie positive (resp. semi-définie positive ).

Définition 1.1.8. Soit A € M,,«,, une matrice symétrique, définie positive et x,y € R"™.
On dit que les deux vecteurs x et y sont conjugués par rapport a A ( ou A-conjugués ), s’ils
vérifient :

o' Ay = (,y)a =0 (1.13)

c-a-d ils sont orthogonaux pour ce produit scalaire.

Remarque Une famille de vecteurs sont conjugués par rapport a A s’ils sont orthogo-

naux au sens de ce produit scalaire. En particulier, ils forment donc une famille libre.

Problémes d’optimisation sans contraintes

Soit f : R™ — R. On appelle probléme de minimisation sans contraintes le probléme suivant

e

z€R™

Considérons le probléme (P)

Définition 1.2.1. Soit f : R™ — R, une fonction contintiement différentiable.
a) soit x* € R", x* est dite SOLUTION OPTIMALE GLOBALE (autrement dit minimum
global) de (P) si et seulement si :

Ve e R", f(z") < f(x) (1.14)

b) soit x* € R", x* est dite SOLUTION OPTIMALE LOCALE (autrement dit minimum local)

de (P) si et seulement s’il existe un voisinage V.(x*) de x* tel que

Ve e Vi(z*), f(z*) < f(x) (1.15)

c) soit z* € R", x* est dite SOLUTION OPTIMALE LOCALE STRICTE de (P) si et seulement

sl existe un voisinage Ve(x*)de z* tel que

Ve e Vo(z*) et x # 2", f(z*) < f(x) (1.16)
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Chapitre 1. Préliminaire

1.2.1 Conditions d’optimalité des problémes d’optimisation

sans contraintes

Les conditions d’optimalité sont des équations, des inéquations ou des propriétés que véri-
fient les solutions de (P) (conditions nécessaires) ou qui assure a un point d’étre solution de

(P) (conditions suffisantes).

Conditions nécessaires d’optimalité

local de (P) alors V f(x*) = 0.

Théoréme 1.2.1. [3] Soit f : R" — R différentiable au point z* € R"™. Si x* est un minimum

note H(x*), est semi définie positive.

Théoréme 1.2.2. [1]] Soit f : R" — R deux fois différentiable au point z* € R™. Si x* est

un minimum local de (P) alors V f(xz*) = 0 et la matrice hessienne de f au point x*, qu’on

Conditions suffisantes d’optimalité

Théoréme 1.2.3. [15] Soit f : R" — R deux fois différentiable au point x* € R™. Si V f(z*) =

0 et H(z*) est définie positive, alors x* est un minimum local strict de (P).

un minimum globale de f si et seulement si

Vfi(z*)=0

Théoréme 1.2.4. [15] Soit f: R™ — R telle que [ est convexe et différentiable. Alors x* est

Remarque Dans le cas ot f est convexe, il n’y a pas de distinction entre minimum local
et global c’est-a-dire tout minimum local est aussi globale. De plus si f est strictement

convexe, alors tout minimum local devient non seulement global mais aussi unique.

Méthode a direction de descente

Dans cette section nous allons considérer une fonction f : R™ +— R, que 'on supposera

différentiable et strictement convexe pour garantir I'existence d’un unique z* € R” tel que
Pour toutz € R";  f(z) < f(x)
Rappelons que dans ce cas, le point x* est caractérisé par 1’équation suivante
Vf(x*)=0 (1.17)

Trouver z* est donc équivalent a résoudre ([1.17). Cependant, en général, il n’est pas pos-
sible de déterminer une formule explicite pour z* & partir du systéme d’équations ((1.17)), car

AMIRA ABADLIA 2019/2020 UNI DE 08 MAT 1945



5 Chapitre 1. Préliminaire

ces équations peuvent étre non linéaire par rapport aux coordonnées zj, x5 ..., x) de z*.
C’est pourquoi on est amené a chercher une valeur approchée qui se présentent sous la forme

d’algorithmes de descente.

1.3.1 Algorithme itératif

A R" — R™ qui génére une suite de vecteurs (xy)k>0, @ l'aide d’une construction de la

forme

{ g € R"? étant donné (phase d’initialisation de [’algorithme)

Calculer — x,.1 = A(z,) n-éme itétration.

Définition 1.3.1. Un ALGORITHME ITERATIF est défini par une application vectorielle

Ce que 'on espére, c’est que la suite (z,),en converge vers le minimiseur z* cherché, alors
I'algorithme converge vers la solution du probléme de minimisation ((1.17). Si un algorithme

converge, on pourra mesurer son efficacité suivant deux critéres :

1. sa VITESSE DE CONVERGENCE, qui mesure la " rapidité " avec laquelle la suite (z,)nen

converge vers le point z*.

2. sa COMPLEXITE CALCULATOIRE, qui mesure le cott des opérations nécessaires pour
obtenir chaque itération. Le cotlit global est alors donné par le colit d'une itération
multiplier par le nombre d’itérations nécessaire pour obtenir la solution escomptée avec

une certain ¢ fixée a priori.

La précision ¢ est associé & un CRITERE D’ARRET, permettant & l’algorithme de s’arréter
et de fournir une valeur approchée z,, du minimiseur, que I'on jugera acceptable. Sachant que
la solution exacte satisfait 1’équation (|1.17]), ce critére d’arrét pourra prendre par exemple

suivant :

IVf(za)l <€ (1.18)

Ainsi, I'algorithme fournira comme résultat le premier vecteur z, obtenu, satisfaisant la
condition ([1.18]).

Définition 1.3.2. Supposons connu une suite (x,)n>0, obtenue a l'aide d’un algorithme ité-
ratif, et telle que tlim xn, = x*. Pour tout n € N, on définit l’erreur E,, associée par l’itération
—00

n par

E, =||z* — z,| (1.19)

NOTATIONS — On dira que le vitesse de convergence de 'algorithme est LINEAIRE si
dpe[0,1],Vzo € R"; E,11 < pE,. (1.20)
Cette propriété s’écrit de maniére équivalente :

dpe|0,1],Vzy e R"; E, <p"Ey (1.21)
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Chapitre 1. Préliminaire 6

Pour cette raison, on dira également que si une méthode satisfait ([1.20)), la conver-
gence est GEOMETRIQUE (I’erreur se comporte comme une suite géométrique de raison
inférieure strictement a 1).

— La méthode sera dite D’ORDRE p si elle satisfait une relation de type
Jpe|0,1],Vzo €eRY, E,.1 < pEP (1.22)

Si p = 2, on dira que la vitesse de convergence est QUADRATIQUE.

1.3.2 Algorithme de descente

Les algorithmes que nous allons considérer pour les problémes d’optimisation ont la forme
générale suivante
xo étant donné, calculer z,.1 =z, + a,d, (1.23)
Le vecteur d,, s’appelle la direction de descente, et le réel «,, > 0 le pas de la méthode a la
n—eéme itération. On pratique, on choisira la direction et le pas afin que I'inégalité suivante
soit satisfaite :

f(Tni1) < flzn) (1.24)

De tels algorithme sont appelés ALGORITHME DE DESCENTE.

Définition 1.3.3. Soit f : R® — R une fonction différentiable au point x € R™, on dit que
d € R" est une DIRECTION DE DESCENTE de f enx € R" s :

VT f(z).d <0 (1.25)

La direction de descente fait avec l'opposé du gradient —V f(x) un angle © strictement plus

petits que 90°

—V7Tf(z).d
6= arccos €[0,Z]. (1.26)
V() ([l d | ?
L’ensemble des directions de descente de f en x,
{deR" : VIf(x).d <0} (1.27)

L’ensemble des directions de descente de f en x, {d € R™ : VT f(x;,).d < 0} forme un

demi-espace ouvert de R”

f
demi-espace des direSESnS
|I| |l|"‘||'| lll" 1|| lr en ox

e

— [ = constante

FIGURE 1.1 — [llustration des directions de descente
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Chapitre

La méthode du gradient conjugué linéaire

La méthode du gradient conjugué est un algorithme développé dans le but de résoudre des
systémes d’équations linéaires dont la matrice est symétrique définie positive. Il s’agit d’une
méthode itérative a direction de descente qui converge en un nombre fini d’itérations. Elle a
été découverte en 1952 par HESTENES et STEIFEL [I3] . Avant de décrire la méthode du

gradient conjugué linéaire on va d’abord étudier brievement la méthode du gradient.

Méthode du gradient

Le principe de cette méthode remonte au moins & Cauchy [4] en 1847. La méthode du
gradient est une méthode & directions de descente. En effet, on peut facilement vérifier que la
direction dj, = —V f(xy) est une direction de descente.

L’algorithme du gradient est également connu sous le nom d’algorithme de la plus forte
pente ou de la plus profonde descente parce que le gradient est la pente de la fonction au point

courant et est donc, localement, sa plus forte pente.

2.1.1 Algorithme de la méthode du gradient

[Algorithme 2.1

Etape 0 : (initialisation)
Soit xo le point de départ, poser dy = —V f ()
poser k = 0 et aller a I’étape 1.

Etape 1 :
si ||Vf(zg)|| =0 : STOP ( 2* = xy)."Test d’arrét"
si non aller a I'étape 2.

Etape 2 :

Définir g1 = xx + aygdy avec :

oy, est déterminer par une recherche linéaire (2.1)

7



Chapitre 2. La méthode du gradient conjugué linéaire 8

Poser k = k + 1 et aller a I'étape 1.

2.1.2 Convergence de la méthode du gradient

Le théoréeme suivant garantis la convergence des algorithmes du gradient.
Théoréme 2.1.1. [15] Soit f : R™ — R une fonction différentiable, strictement convexe. On

suppose que Vf : R™ — R™ est une application L—lipschitzinne, pour une constante L > 0,

on considere deuz réels a ,b tel que 0 < a < b < %‘5 et l'on se donne une suite de pas «, tel que
Vn eN; a, € [a,b]. Alors, pour toute valeur initiale xo € R, la méthode de gradient définie
par litération

Tpi1 = T — @,V f(24) (2.3)

converge, de plus, la convergence est géométrique.

Méthode du gradient conjugué

Les méthodes du gradient conjugué [I3] ont été introduites en 1952 par HESTENES et
STEIFEL, dans le but de résoudre les grands systémes linéaires. Elles reposent sur le concept
des directions conjuguées parce que les gradients successifs sont orthogonaux entre eux et aux

directions précédentes.

L’idée initiale était de trouver une suite a directions de descente qui sont mutuellement

conjuguées par rapport a la fonction quadratique permettant de résoudre le probléme
min{f(z) : = € R"} (2.4)

Ot f est une fonction quadratique strictement convexe.

Donc minimiser f(x) revient & minimiser ¢(z), ou :

1
q(x) = §a:TAx -tz +c (2.5)

avec r € R" et A € M,,,, est symétrique et définie positive, b € R" et ¢ € R.
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9 Chapitre 2. La méthode du gradient conjugué linéaire

La méthode du gradient conjugué linéaire est une méthode itérative qui génére une suite
{1} de la maniére suivante.
On démarre par un vecteur de départ zy donné. A litération k si on a x € R"™, le successeur

Try1 de xp est donné par la relation suivante :
The1 = Tp + Qpdy; (2.6)

Ou {dy,dy,--- ,d,} est une famille de directions de descente possédant la propriété d’étre
mutuellement conjuguées par rapport a la fonction quadratique g(x).

La direction de descente recherchée est définie par la formule de récurrence suivante :

- k=0
d, = g0 = Vq(zo) S? , 27)
—gk + Brde—1 si k> 1;

Notons par g;, le gradient de f au point xy, le pas a;, € RT étant déterminé par une recherche
linéaire (optimisation unidimensionnel) et le ceefficient 5, € R est déterminer de telle sorte

que les directions dj seront mutuellement conjuguées par rapport a la forme quadratique.

2.2.1 Détermination du pas «; obtenu par une recherche linéaire

exacte

Une fagon de choisir a4, consiste a résoudre le probléme d’optimisation unidimensionnel

suivant :

ar = min f(z, + adg) , a >0, (2.8)

Notons

gk = Vf(zr) = Vq(zy) = Azy — b (2.9)
Donc le pas oy vérifie la condition nécessaire d’optimalité et on a Vk :
d; Va(wp41) = di (Azps1 — ) = 0; (2.10)

D’ou :
di A(zy, + apdy) — dib = 0; (2.11)

Aprés simplification on trouve :
—d{(ACL’k — b)

- 2.12
= AT Ady 22
_ Z%\AT = 0) 213

T Ad, (2.13)
_dggk:

- 2.14
T Ad, (2.14)
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2.2.2 Détermination du ccefficient [

Les ceefficients [, sont choisis de telle sorte que dy, soit conjuguée avec toutes les directions

précédentes. En d’autres termes on doit avoir :

on en déduit :

A1 Ady = 0 = (=Vq(Tp41) + Brs1dy) " Ady = 0
= —VTq(lL‘k_H)Adk + Bk-&-ldzAdk =0

N _ VTQ(-TkH)Adk: _ 91{+1Adl~c
o dT Ad, dl Ad,

2.2.3 Algorithme du gradient conjugué linéaire

Nous résumons tout ce qui précéde avec 'algorithme suivant :

[Algorithme 2.2

Etape 0 : (initialisation)

Soit zg le point de départ, go = Vq(zo) = Azg — b, poser dy = —go,
poser k = 0 et aller a ’étape 1.

Etape 1 :

si gp =0:STOP (z* = x)."Test d’arrét" si non aller a I’étape 2.
Etape 2 :

Prendre xy 1 = 1 + agpdy, avec :

—dngl(%'k)
o = ———t 2.15
di+1 = —Vaq(zi41) + Br+1dk, (2.16)
VQ(%H)TAdk
= . 2.1

Poser k = k + 1 et aller a I’étape 1.
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11 Chapitre 2. La méthode du gradient conjugué linéaire

2.2.4 Convergence de méthode du gradient conjugué linéaire

La méthode du gradient conjugué linéaire converge vers la solution optimale en n ité-

rations. Pour démonter sa validité, nous avons d’abord besoin d’énoncer les lemmes suivants :

Lemme 2.2.1. Notons par
gr = Vq(zy) = Azg — b (2.18)

ot x, k=0,...,n— 1 sont obtenus par l’algorithme du gradient conjugué linéaire. Alors on
a:
Ghn9i=0; k=0,...,n—1; j=0,....k (2.19)

Lemme 2.2.2. Les directions dy, dy, . . .,d,_1 engendrées par [’algorithme du gradient conjugué

linéaire sont A conjuguées.

Théoréme 2.2.1. [15] A une itération k quelconque de l'algorithme ou 'optimum de q(x)

n’est pas encore atteint (c-a-d g; 20,1 =0,1,....k) on a :

a)

T
9k 9k
ap = , 2.20
" dT Ady, (2.20)
b)
T
s (91 — gr)
BL., = 2 (2.21)
9k 9k
T
= Jhp1Tkit (2.22)
9k 9k
c¢) Les directions dy,dy, ..., dk+1 engendrées par lalgorithme sont mutuellement conjuguées.

Démonstration.  La preuve de ce théoréme se fait par récurence sur k. Supposons que
do,dy, ..., d; sont mutuellement conjuguées.
a) Montrons d’abord ’équivalence de et de :
Ona:dy=—gr+ Ordi_1 et s'écrit :
_ _d;épgk

dl Ady,
I ' Brdi—1]" gk

dT Ady,

G 5 di_19k
~ dTAd, ""dTAd,

Comme (dy,dy, . ..,d_1) sont mutuellement conjuguées, xy est 'optimum de ¢(z) sur la va-

A

riété Uy passant par zg et engendrée par (do,dy,...,dx_1). Donc d}_,gx = 0 d’out 'on déduit
[2.20).
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b) Pour démontrer (2.21) remarquons que :

Gk+1 — Gk = A(Zpq1 — T1) = apAdy,

1
= Ady = —[gr+1 — 9]
093

On a alors :
T L7
Gir1Adk = — Gria (k1 — gil,
697
et en utilisant (2.20))
o — I
" AT Ady
il vient
dr Ad,
GesrAdy = =79 1 [9k41 — 98]
9 Ik
gg—i—lAdk _ gi{+1[9k+1 — k)
Or
Bopy = 91{+1Adk . 91?+1[9k+1 — ]
+1 = =
Ce qui démontre ([2.21]).
Alors du fait que :
91{+19k =0,
Car
gk = dk — Prdy—1.
Appartient au sous-espace engendré par (do,ds, . ..,dy) et que gxy1 est orthogonal a ce sous-

espace, de cela nous obtenons la formule ([2.22]).

c) Montrons enfin que dy; est conjuguée par rapport a (do,dy,...,dy), on a :

A1 Ady = (—gr1 + Brr1di) " Ad
= —g{ 1 Ady, + Bry1dy Ady

T
g Adk
= —gF  Ady + —%2 7 df Ady, = 0

Vérifions maintenant que : deAdi =0pourt=0,1,...,k— 1.
On a:

AMIRA ABADLIA 2019/2020 UNI DE 08 MAI 1945




13 Chapitre 2. La méthode du gradient conjugué linéaire

Le seconde terme est nul par ’hypothése de récurrence ((do,ds, ..., d;) sont mutuellement
conjuguées).
Montrons qu’il en est méme du premier terme. Puisque x;11 = x; + a;d; et que a; # 0 on a :

Ad; = O%(A%;H — Az;) = aii<gi+1 — 9i)-
En écrivant :
giv1 = diy1 — Bid;,
gi =d; — Bi1di—a,

On voit que Ad; est combinaison linéaire de d; 1, d; et de d;_; seulement.
Mais puisque (dg, dy, . .., dy) sont mutuellement conjuguées, on sait que le point x4, est 'op-
timum de ¢(z) sur la variété Jy, 1, engendrée par (do,ds, ..., d).
Donc gri1 est orthogonal au sous-espace engendrée par (dy,dy,...,dx) et comme Ad; ap-
partient & ce sous-espace pou ¢ = 0,1,...,k — 1, on en déduit g,?HAd,- ce qui achéve la
démonstration.

]

2.2.5 Vitesse de convergence

Le résultat suivant de Luenenberger [14], donne une estimation de la décroissance de la
norme d’erreur z, — z*, en terme k du conditionnement de la matrice A :

Amax(A) .

I{<A> - /\min(A)’

(2.23)

Ol : Amax(A), Amin(A) sont respectivement, les plus grande,petite valeurs propres de la

matrice A. La norme utilisée est la suivante :

]|, = (2" Az)?; (2.24)

Théoréme 2.2.2. [T]|] Soit k le conditionnement de A. La suite {x}} générée par ’algorithme

du gradient conjugué linéaire vérifie [’estimation

w:ﬁy

[y — 2%l 45 (2.25)

o =1Ly <2 (YT

Remarque 2.2.1. L’algorithme du gradient conjugué linéaire est surtout utile pour résoudre

des grands systémes creux, en effet il suffit de savoir appliquer la matrice A a un vecteur.

La convergence peut étre assez rapide : si A admet seulement r (r < n) valeurs propres
distinctes la convergence a lieu en au plus r itérations.
De facon générale la vitesse de convergence dépend de la distance entre les valeurs propres i.e

le conditionnement de A.
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Chapitre

La méthode du gradient conjugué non-linéaire

Dans ce chapitre on va présenter deux classes de méthodes du gradient conjugué non-
linéaire qui sont globalement convergentes pour des fonctions de plusieurs variables a valeurs
réels régulieres non-nécessairement convexes. La premiére méthode a été introduite par FLET-
CHER et REEVES en 1964 , ( méthode de Fletcher-Reeves ). La deuxiéme a été proposée par
DAI et YUAN, (méthode de Dai-Yuan) en 1999.

Avant de présenter ces méthodes nous allons étudier briévement la recherche linéaire de
Wolfe. Cette derniére sera utilisée pour la détermination du pas des méthodes du gradient

conjugué non linéaire dans notre travail.

La recherche linéaire inexacte de Wolfe

Cette régle a été proposée par Wolfe [I8] en 1969 dans le but de minimiser une fonction

d’une variable réelle a valeur réelle.

Faire de la recherche linéaire veut dire déterminer un pas «; le long d’une direction de

descente dj, autrement dit résoudre le probléme unidimensionnel :
min f(xy + axdy) (3.1)
acR

Autrement dit, le pas dans la direction dj, est choisi par la minimisation unidimensionnelle

de la fonction :

or(a) = f(zr + ady) (3.2)

Dans le cas ou la fonction f est quadratique définie positive alors 4 est donnée par la

relation ((2.14]).

Mais si f n’est pas quadratique, on calcule dans ce cas ay par une recherche linéaire inexacte.

15
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Et pour cela, nous allons essayer de présenter briévement la régle de Wolfe car elle
sera utilisée pour démontrer la convergence globale des méthodes de Fletcher-Reeves et de

Day-Yuan.

3.1.1 Principe de la régle de Wolfe

Définition 3.1.1. On dit que le pas «y vérifie la recherche linéaire inexacte de WOLFE
FAIBLE st on a :

flay + apdy) < f(ax) + pargy di (3.3)

ou < p<let
g,{+1dk > Ug,?dk (3.4)

ou<p<o<l

Définition 3.1.2. On dit que le pas oy vérifie la régle de WOLFE FORTE si on a :

fxr + awdy) < flar) + poargy d (3.5)

ou < p<let
‘glicp-s-ldk’ < ogj dy (3.6)

oul<p<o<l

Existence du pas de Wolfe

Le théoreme suivant assure l’existence du pas de Wolfe
Théoréme 3.1.1. [11] Si ¢ : Ry — R, définie par (3.2)) est continue et bornée inférieure-
ment, si dj est une direction de descente en xy (¢, (0) < 0) et si p €]0,1] et o €]p, 1], alors

l’ensemble des pas vérifiant la régle de Wolfe et est non vide.

Convergence de la classe des méthodes a direction de

descente

Avant de citer le théoréme de Zoutendijk qui assure la convergence des méthodes a

direction de descente, on va citer deux hypothéses importantes.

3.2.1 Hypothéses

Pour que toutes les méthodes du gradient conjugué non linéaire atteignent la conver-

gence, elles doivent vérifier les deux conditions suivantes :
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17 Chapitre 3. La méthode du gradient conjugué non-linéaire

Condition de Lipschitz C1

Proposition 3.2.1. On dit que f : R — R vérifier la CONDITION C1 si f est contini-
ment différentiables dans un voisinage V(A) tel que A = {x € R" : f(x) < f(x1) ; x1 €
R™ point initial} et si V f(x) vérifié la condition de Lipschitz dans V(A), c-a-d, il existe une
constante M > 0 telle que

Vi) =Vl <Mle—yl :  pourtout z,y € V(A)

Condition de la bornetude C2

Proposition 3.2.2. L’ensemble A = {x € R" : f(z) < f(x1)} est borné, i.e , il existe une

constante L < oo telle que

lz|| <L : VxeA

3.2.2 Théoréme de Zoutendijk

Ce théoréme est considéré comme 'outil le plus utilisé par les différentes variantes du

gradient conjugué avec une recherche linéaire inexacte.

Théoréme 3.2.1. [19] Considérons une méthode itérative quelconque générant une suite {xy}
de la forme :

Tht1 = Tk + ady,

dy €tant une direction de descente et oy, est une recherche linéaire inexacte de Wolfe. Supposons

aussi que [ vérifie la condition C1, alors on a :

i (91 db)* _ (3.7)
k=0

I

Remarques On a :

= (ngdk)Q 20 ) )
Z | ||? S0 e ZCOS (%) |lgr]l* < oo

k=0 k=0

ou 0y est I'angle que fait d avec g.
pour tout k, alors on a :

lim |gx|l =0 (3.8)
k— o0

Dans les différentes méthodes du gradient conjugué, on a :

AMIRA ABADLIA 2019/2020 UNI DE 08 MAT 1945



Chapitre 3. La méthode du gradient conjugué non-linéaire 18

lim {|gg|| = 0
k—00
0
lim inf ||gx|| =0 (3.9)
k—>o00

Donc pour démonter la convergence, il suffit de s’assurer que la relation (3.9) est réalisée.

Une autre version du théoréeme de Zoutendijk :

Théoréme 3.2.2. [19] Considérons une méthode itérative quelconque générant une suite {xy}

de la forme :

Tpt1 = Tk + agdy,

dy €tant une direction de descente et ay, est une recherche linéaire inexacte de Wolfe. Supposons

ausst que [ vérifie la condition C1, alors on a :

Z HdkHQ (3.10)

ou

o0

lgell® _
Z A (3.11)

Algorithme de la méthode du gradient conjugué pour

les fonctions quelconques

Nous présentons dans la suite le schéma général de 'algorithme du gradient conjugué

non linéaire pour des fonctions quelconques.
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19 Chapitre 3. La méthode du gradient conjugué non-linéaire

[Algorithme 3.7]

Etape 0 : (initialisation)

Soit zg le point de départ, go = V f(x¢), poser dy = —go,

poser k = 0 et aller a I’étape 1.
Etape 1 :

si gr =0: STOP (z* = x)."Test d’arrét" si non aller a I’étape 2.
Etape 2 :

Définir xg 1 = xp + agdy, avec :

ay, : calculer par la recherche linéaire

dis1 = —Grt1 + Brrrdy
ol
B : défini selon la méthode.

Poser k = k + 1 et aller a I'étape 1.

Méthode du gradient conjugué de Fletcher-Reeves

Cette méthode été découverte par FLETCHER et REEVES [J] en 1964, ou le f est

égale :

gl

3.4.1 Algorithme de la méthode de Flecher-Reeves

L’algorithme cette méthode est le suivant :
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[Algorithme 3.2

Etape 0 : (initialisation)

Soit xq le point de départ, go = V f(x0), poser dy = —go,

poser k = 0 et aller a ’étape 1.
Etape 1 :

si gp =0:STOP (z* = xy)."Test d’arrét" si non aller a I'étape 2.
Etape 2 :

Définir g1 = z + agdy, avec :

dk+1 = —0k+1 + ﬁlfde (314)
o lgenall?
FR Gk+1
— 3.15
k+1 Hngg ( )

Poser k = k + 1 et aller a I'étape 1.

3.4.2 Théorémes de convergence de Fletcher et Reeves
Il y a eu de nombreuses études et résultats sur la convergence globale de la méthode de

FR pour une recherche linéaire exacte.

Mais le premier et le plus important résultat de convergence globale de cette méthode

pour une recherche linéaire inexacte a été donné par EL-BAALI [I] en 1985.

Théoréme 3.4.1. [9] Supposons que les hypothéses 1 et 2 soient vérifiées. Considérons une

méthode du type et , avec By = BFT = % et le pas ay, satisfaisant a la regle de

Wolfe forte et ou o €0, %[ Alors on a :

-1 _dig _20-1

Cok=1,... (3.16)

1—o = llgil> = 1-0

Démonstration. La démonstration se fait par récurrence :

1) Pour k=1:
P _

di g1 _ g — 1

lgal> gl
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D’autre part :

1 = < -1
I<o<-—=— —
2 2l

2) Supposons que (3.16]) est satisfaite pou k£ > 1 et démontrons qu’elle le sera pour k + 1 :

Supposons que :

-1 < d¥ g, <20—1

k=1, 3.17
=0 = gl? = 1-0 47
On a
dip1 9041 _ (=gkrt + Beadi) "gen _ L Br+1dg g1
lgr+1l1 | gr+1]1 [l g+l
D’autre part, on a :
N % S S 1
o g ll? Bl lgenll?
d’ou :
di 1 9ks1 Brr1 digra
R oA 2FE T g (3.18)
lgr+1l Be ™ ol

En utilisant la condition de la recherche linéaire ([3.6)), on aura :

\df gri1| < —odi gk = 0|Bri1ld) g < Brs1dy 19kt < —0| B |di gx

Soit en remplagant ceci dans (3.18)), on obtient :

il |Brsaldigr _ dj 191 1y |Br+11di gk
Biillgell® = lgerall> ~ BEE gl
De (3.17)), on aura :
14+ |Br+1lo d%Jrlgk-l—l 14 |Br11|o
ﬁkJrl( )_ ||9k+1||2 N BkJrl( )
et de (3.18) :
< | Bk 1
Bt

Par conséquent on aura :
-1 <cg;gw4<iza—1
l—0 7 |lgenl* = 1-0

Ce qui achéve la démonstration.
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Théoréme 3.4.2. 9/
Supposons que les hypothéses 1 et 2 soient vérifiées. Considérons une méthode du type et

avec By = IR = Aoel® oy g pas ay, satisfaisant a la régle de Wolfe forte et .

gkl
Alors cette méthode est globalement convergente, dans le sens suivant :

liminf ||gx|| =0 (3.19)
k—00

Démonstration. Puisque les conditions du théoréme (3.4.1))sont satisfaites alors on a :

—1 dt gx 20 — 1 o
< kIR < = —od}_ -1 < —||gr-1]]?
1 . HngZ = 1 — 0 o k‘—lgk 1 = 1 _O_”gk 1”

D’autre part de (3.6))

i grs1| < —odi gy = |di_1g1] < —odi_ 19k

d’oll

o
\di_gi| < —od} gr1 < :Hgquz (3.20)

De (10) et (20)

ldell* = 1llgell* — 2Bedi_19x + Blldr-1[l?|

< ||gk:||2 + |2Bkd;€—19k| + 613||dk—1||2

1+o
< (152) o + ™)l

1
Posons o = 1+U

, On aura :
—0

ldell* < Gllgell® + (8™ )*lldr—1]l*
< Glgrll® + (Bc™)? [Gllgn-rll* + (8™ )l di—2I”]

k k
< 3llgrll* Y gl = + Flgell*lgn > = llgell* D llgll ™ (3.21)
=2 j=1
Supposons que gj est borné en dehors du zéro (klim inf || gx|| # 0), c-a-d :
—>00
lgell > w > 0;Vk = [|gil| 7> > w2

De (3.21)) on a :
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23 Chapitre 3. La méthode du gradient conjugué non-linéaire

k
H@Wsamw2]mn2<m_§y
j=1

A
el < 75k

d’on :

3.22
Zﬂmw—ov23k>m (3.22)

k>1

Ce qui veut dire que Zplw est divergente

D’autre part, puisque les conditions de théoréme , et de la théoréeme sont satis-
faite, alors on a :

ZCOS2 Orllgxl® < oo

E>1
o lgel lgel
9k gk
1 < cosb < co
|| k|| || k||

d’oll

Z\WMW S cos? fellgu|* < oo
k>

k>1

I

|| 9%
= < 0
2 || dg||2

Ce qui contredit ((3.22)), dou le résultat. Donc

liminf ||gx|| = 0
k—o00
[
Méthode du gradient conjugué de Dai-Yuan
Cette méthode été découverte par Y.H.Dai et Y.Yuan [7] en 1999, ou [, est égale a :
2
Q= Hig’?ln ; Yk = Gr+1 — Ok (3.23)
k Yk
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Chapitre 3. La méthode du gradient conjugué non-linéaire 24

3.5.1 Algorithme de la méthode de Dai-Yuan avec la régle de Wolfe

L’algorithme de cette méthode est le suivant :

[Algorithme 3.3

Etape 0 : (initialisation)

Soit zg le point de départ, go = V f(x¢), poser dy = —go,

poser k = 0 et aller a I’étape 1.
Etape 1 :

si gp =0:STOP (z* = xy,)."Test d’arrét" si non aller a I'étape 2.
Etape 2 :

Définir zy, 1 = x + agdy, avec qy, vérifie les conditions (3.3)), (3.4) et

dis1 = —Grt+1 + B/?de (3.24)

ou

DY _ gr+1]l? _ gk 1* (3.25)
F AL (Grs1 — gr) d} Yk

Poser k =k + 1 et aller a I'étape 1.

3.5.2 Théorémes de convergence de Dai et Yuan

Le théoréme de convergence de Dai et Yuan exigeant seulement la condition de Wolfe et

les hypothéses 1 et 2.

Théoréme 3.5.1. [§] Supposons que les hypotheéses 1 et 2 soient vérifiées. Considérons des
méthodes du type 1} et 1) ot By satisfait a BPY = % D Yk = Gk+1 — Gk et le pas ay
k

satisfait aux conditions de Wolfe faible (3.3), (3.4) : Alors toutes les directions générées par

ces méthodes sont de descente, autrement dit :

digr<0; Vk>1 (3.26)

Démonstration. La démonstration se fait par récurrence.
1) Pour k=1:
digr = —|lg:]* <0

2) Supposons que (3.206]) est satisfaite pour k£ > 1 et démontrons qu’elle le sera pour k+1 :

Supposons que :
dlge <0; Vk > 1
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25 Chapitre 3. La méthode du gradient conjugué non-linéaire

En utilisant (3.4)), on aura :

dkyk dz (gk+1_gk)> (0—1)dggk:—(1—0)d{gk>0

D’autre part :

di 1 9ir1 = (—ges1 + BEAR) T g
= —|lgr+1l* + Biiyldzgkﬂ

Jk+1
— -t + 122 E g,

9k
— ~taral? + 1218 4,4 )

||9k+1||
dT d

= —llgr+1l1* + llgr+1ll® +

H9k+1H
d
d

Or puisque : dF g, < 0; dFy, > 0; il en résulte :

d£+19k+1 <0

Ce qui achéve la démonstration.

Théoréme 3.5.2. [7/ Supposons que les hypotheses 1 et 2 soient vérifiées. Considérons des
2
et (2.7) ou By, satisfait a BPY = HngH

dT
satisfait auz conditions de Wolfe (3.3)), (3.4) :

La suite {xy} générée par l’algorithme de Dai- Yuan converge globalement i.e

méthodes du type D Yk = Gk+1 — gk €t le pas oy

liminf ||gx|| =0 (3.27)
k—o00

Démonstration. On a d’aprés le théoréme de Zoutendijk :

ZCOSQHHng2 < 00 (3.28)

k>1
D’autre part on a :

|dkt1 + grial]* = ‘|61?+Y1dk’|2

= [ldiar|® = (B ) *lldell® — 2di 19841 — llgn1]1%(3.29)
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26

De:

derlngrl = (—9k+1 + »31?+Y1dk )Tngrl

Gk+1
Hd+ H 6[€D+Y1dk;gk

_ dk+1gk+1
d}. g

dlg

:>5k+1

Remplacant ceci dans (3.29)), on aura :

el (B)2ldell*
(dk+19k+1)

2dk+1gk+1 _ H9k+1H2
(dk+19k+1) (d£+19k+1)2
gkt ||2

+ 2
(dk+1gk+1)

|| gr1]]
(d£+19k+1)

(d£+1gk+1)2
A _{ 1

N (d;{gk) Hgk+1||2

_lldl> [ 1
(d;fgk) H9k+1\|
a1

~ (dlgr)  Nlgrrall?

(d£+1gk+1)

| i
Hgic+1||2

d’ou
ldel* _ 1 lldi1?

(dige)? ~ lloell®>  (d}_19k-1)
1 1

< +
Hgk||2

lgr—1l|?
Z

+

| dy.—o||”
(dzfzgkﬂ)

||gz||2

|+
2 H9k+1||2

Supposons maintenant que (3.28) n’est pas satisfaite, autrement dit :

dw > 0tq |gk| > w; VE

On aura :

||| < 1 iEk 1- 1
(di gr)?

fod? = o
=D

d 1
( kgk) > 22@1
k>1

laud = ==k
=2

(dkgk)
ek

—k

w2

ce qui contredit (3.28]). Ceci achéve la démonstration.
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Chapitre

Famille de méthodes du gradient conjugués non

linéaires unifiées

Dans ce chapitre, on va étudier une nouvelle variante de la méthode du gradient
conjugué non linéaires nommeée la famille des méthodes du gradient conjugué non
linéaire unifiée [8]. Proposée en 2003 par Dai et Yuan [§], cette classe de méthodes du
gradient conjugué n’est qu’une combinaison convexe des méthodes du gradient conjugué non
linéaire de Fletcher-Reeves et de Dai-Yuan. La convergence globale de cette famille a été

démontré par Dai-Yun [§] , en utilisant la recherche linéaire inexacte de Wolfe.

Variante de la classe des méthodes du gradient conju-
gué unifiées

Dans ce mémoire on s’intéresse a la résolution des problémes de minimisation non

linéaire sans contraintes sous la forme suivante :

(P): min{f(z) :z € R"} (4.1)

Ou f est une fonction de plusieurs variables & valeur réelle. Dans ce but, les différentes

variantes du gradient conjugué générent une suite {x, },en de la fagon suivante :

Lt1 = Tk + akdk (42)

Ot le pas a3, € R est déterminé par une recherche linéaire exacte ou inexacte. Dans notre
travail on va déterminer le pas par la recherche linéaire inexacte de Wolfe.

Les directions dj, sont calculées de fagon récurrente par les formules suivantes :
—gsik=1
dy = 5 _ (4.3)
—gk + Brdp—1 si k > 2
ot gr = V f(xg) ot Bx € R est donnée par une des variantes du gradient conjugué,citons :

27
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2
0 = “Hg K ”H2 Gradient conjugué variante Fletcher Reeves (4.4)
Jk—1
2
2 = gl Gradient conjugué variante de Dai-Yuan (4.5)

a dz—1<gk - gk—l)

En 2003, Y.Dai et Y.Yuan ont unifié ces variantes en une, on notera variante de Dai-Yuan

unifiée ou :

k Or_1 (4.6)
Ou
ok = Mlgell®> + (1 = X)(—gi dr); A €[0,1] (4.7)
Autrement dit
anif _ AMlgell? + (1 = N)(=gidy)

P Mgeotll2+ (1= N (=gl dir)

4.1.1 Hypothéses

Afin d’assurer 'existence du pas de Wolfe, nous imposons les hypothéses suivantes :

Hypothése 1

Lipschitz dans V(A), c-a-d, il existe une constante M > 0 telle que

Soit f : R™ — R une fonction continiiement différentiables dans un voisinage V(A) tel que
A={x eR": f(x) < f(z1) ; x1 € R point initial} et V f(z) vérifié la condition de

IVf(z) =Vl <Mz —yll : pourtout z,y € V(A) (4.9)

Hypothése 2

que

llg(z)|| <=, pour tout z € A

L’ensemble A = {z € R" : f(z) < f(x1)} est borné, i.e , il existe une constante L < oo telle

lz| <L : VzeA (4.10)

Si f satisfait & hypothésel et hypothése2, alors il existe une constante positive ~ telle que :
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29 Chapitre 4. Famille de méthodes du gradient conjugués non linéaires unifiées

Algorithme de la famille des méthodes du gradient

conjugué non linéaires unifiées

[Algorithme 4.1

Etape 0 : (initialisation)

Soit zg le point de départ, go = V f(x¢), poser dy = —go,

poser k = 0 et aller a I’étape 1.
Etape 1 :

si gp =0:STOP (z* = x)."Test d’arrét" si non aller a I’étape 2.
Etape 2 :

Définir a1 = x + agdy, avec :

dipt1 = —Gry1 + @mifdk (4.12)
ol ) -
: M ge-1ll> + (1 = A)(—gi_1dr-1)

Poser k = k + 1 et aller a I'étape 1.

Cas particulier de la famille des méthodes du gradient

conjugué non linéaires unifiées

Sachant que la variante de la famille du gradients conjugués non linéaire unifiées
est formée a partir d’'une combinaison convexe de la méthode de Flecher-Reeves et la
méthode de Dai-Yuan. Il est évident que ces deux variantes sont des membres de cette
famille. Afin de prouver ceci, nous allons énoncer un lemme dans lequel la variante de la

famille du gradients conjugué non linéaire unifiées peut étre écrite sous une autre forme.
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Lemme 4.3.1. [§/
La variante de la classe de méthode du gradient conjugué non linéaire unifiées
: Pe-1 AMlge-1ll? + (1 = A)(—gi_1dr-1)
Ou X € [0,1], peut étre écrite sous la forme suivante
_ 15
T NP+ (1= V@) 1)
Mge—1ll> + (1 = XN)(=gi_1dx-1)
o = llgel* - — T (4.16)
lgr—1ll* + (1 = A)(d}_1ye—1)
Démonstration. en effet, d’aprés (4.3)) on a
grde = —lgkll® + Brgr de—1 (4.17)
substituant (4.17) dans (4.7]) en aura
Allgell? + (1 — M) (—gi dx)
T 2 k T
grde = —|lgxll” + 9ie di—
Y P N ey P A
_ AMgrlPllgell* = (= A (=giadi—n)llgell® + [Mlgell® + (1 — M) (—gi'd)] gi di—s
Allgr-1ll? + (1 = A)(—g¢_1di-1)
(4.18)
d’autre part
Ye—1 =Gk — Jk—1 <= Jk—1 = Gk — Yk—1,
donc, de (4.18)
gk i [Mlge-1l* + (1 = X)(—gr + ye-1)dr—1]
= = Alge-1lPllgell* = (1 = X (=gi_rdr-)lgell* + [Mlgell* + (1 = M) (~gi di)] g dr-1,
de la relation précédente, on a
ggdk _ _||gk||2)‘<||gk—1”2 - ggdk—l) + (1 - A)(_gg—ldk—l) (419)
Mlgr-1l® + (L = M) (di_1yx-1)
donc
g de Mlgr-1l* + (1 = Ndi_ k1] = =llgell® Mlgr-111> = g dr—1) + (1 = M) (—gi_1dr—1)]
(4.20)
alors, de (4.20) nous déduisons une forme équivalente de [y
By = lgell (4.21)
Mge-1l? + (1 = N di_ vk
Pour obtenir I'expression (4.16]) de ¢y, substituant (4.19) dans (4.7), nous aurons
e Allge=all? 4 (1= M) (—giadr-1)
65 = o e (1.22)
allge-1l* 4+ (1 — a)di_ ye—1
0
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4.3.1 Meéthode de Flecher-Reeves

Rappelons la variante de la méthode de Flecher-Reeves donnée par la formule :

FR llgx]?
= 4.23
N P e
On voit bien que cette variante correspond au cas A = 1.
En effet, en remplacant A par 1 dans la variante de la famille du gradients conjugué non linéaire

unifiées on aura :

’ Mge—rll? + (1 = (i yye-1)  [lgr-1l?
o Joel?
unif _ pFR _ gk 4.95
S P )
4.3.2 Méthode de Dai-Yuan
Rappelons la variante de la méthode de Dai-Yuan donnée par la formule :
2

B d{71yk—1

On voit bien que cette variante correspond au cas A = 0.
En effet, en remplagant A par 0 dans la variante de la famille du gradients conjugué non linéaire

unifiées on aura :

s gk )2 _ gl (4.27)
F Mlgr—1l12 + (1 = M(df_ 1 ye—1)  d}_1ye—
don )
unif _ gDy _ kIl 4.98
k k dl ye—1 ( )

Convergence de la famille des méthodes du gradient
conjugué non linéaire unifiées

Dans cette section nous allons présenter le théoréme qui assure la convergence de cette

classe de méthode.

Dans ce but on va citer des lemmes qui seront utilisées dans 1’étude de convergence de
la classe des méthodes du gradient conjugué non linéaires unifiées.

Afin de simplifier on note :
_ ldx]?

ty =
o
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et

T
ry = — Sk (4.30)
o

Lemme 4.4.1. [6] Supposons que x; soit un point initial pour lequel ’hypothése 1 et 2 soient
satisfaite. Considérons une méthode itérative du type (4.2) ow dy est une direction de descente
et ay, vérifiant les conditions de Wolfe faibles (3.3)), (3.4]). Alors :

3 9. d)” (4.31)

2
2]

Lemme 4.4.2. [6] Supposons que {a;} et {b;} soient des suites a termes positifs.

St
D ap =00 (4.32)
E>1
et pour tout k > 1 on ait :
k
bk S c1+ ¢y Z a; (433)

i=1

ol c1 et co sont des constantes positives, alors on a :

Z (4.34)

k>1

Lemme 4.4.3. [6/ Considérons la fonction unidimensionnelle suivante :

a+ bt
t)=—:teR 4.3
o) =210 i€ (4.35)

avec a,b,c,d # 0 sont des nombres réels donnés. Si
bc — ad > 0 (4.36)

c c
alors p(t) est strictement croissante pour t < —— et t > —k Sinon si

d
bc —ad < 0 (4.37)

. L c c
p(t) est strictement décroissante pourt < —= et t > ——.

d d

Lemme 4.4.4. [§] Considérons une méthode définie par (4.2)), (4.3) o By est donnée par la
formule (4.14)) et t;. définie par (4.29). Alors

ty = — - anl . (4.38)
i=1 gb

pour tout k > 1.
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Démonstration. — Pour k£ =1 la relation (4.38) est satisfaite puisque d; = g¢;.

— Pour i > 2 de (4.3) on a :
di + gi = Bidi—1 (4.39)

Rendant carré les deux cotés d’équation (4.39)), nous obtenons

dill* = —llg:ll* — 29 d; + B7 [ di1]1* (4.40)

On divise (4.40) par ¢? et on applique (4.14) et (4.29) on aura

il _, _ _Mgal® _ pgidi | 6 |ldial?
¢ 1 # ¢ G 9
et
— bi—1 ¢2 ¢2

En additionnant sur ¢, on aura

‘ s

koo ko
t =1, _2292‘ 2dz _Z ngz
=2 ¢ 1=2 o

2

D’autre part dy = —g; et t; = ||£22H , la relation précédente est équivalent a (4.38]). Ce qui
1

prouve qu’elle est vraie pour tout £ > 1. O

Théoréme 4.4.1. [8] Supposons que l'hypothésel soit vérifiée. Considérons une méthode dé-
finie par , avec By de la forme et v définie par . St pour tout k, dj. est
une direction de descente et le pas ay est déterminé par la recherche linéaire de Wolfe ,
(13.4) et si

Z r2 = 00 (4.41)

k>1

alors,

lim inf ||g|| = oo (4.42)
k—>00

Démonstration. D’apreés ({4.40))

I1dll” > —lgill* — 29 d; (4.43)
Sl : : lgill®
En multipliant le coté droit de I’équation (4.43) par on aura
lg:I?
(Q?dz‘)z
—2g{ d; — ||gil® < e (4.44)

<y (g;frd")zl (4.45)

AMIRA ABADLIA 2019/2020 UNI DE 08 MAT 1945



Chapitre 4. Famille de méthodes du gradient conjugués non linéaires unifiées 34

de (E30)

2

k
T
<D T
— |lg

(4.46)

Supposons maintenant que
liminf ||gx|| # 0 (4.47)
k—> o0

De la formule (4.47)), il existe une constante 6 > 0 telle que
lgx||?> > & pour tout k. Ainsi de la formule, de (4.46)), on tire

tkSEZr

En combinant la relation (4.41)) dans le lemme (4.2]) on obtient

(gdei)2 —
- =2 el T et

i>1 Z i>1

Les formules (4.48)) et (4.38]) nous conduise a une contradiction. Donc (4.42)) est satisfaite.
]

Citons le théoréme fondamental de convergence de la famille de méthodes du gradient

conjugué non linéaire unifiées avec la recherche linéaire inexacte de Wolfe

Théoréme 4.4.2. [§] Supposons que les hypothéses 1 et 2 sont vérifiées. Considérons une

méthode définie par (4.2)),(4.3) avec By, de la forme (4.14)) et ry définie par (4.30)). Si pour tout
k, di est une direction de descente et le pas oy, est déterminé par la régle de Wolfe (3.3)), (3.4)

et si

k>1

(LlOTS, nous avons

liminf ||gx|| =0 (4.50)
k—>00

Démonstration. D’aprés (4.29)

tr > 0 ; pour tout

donc, de (4.38)

I

k T k 2 k T k
gi di g4l g; d; | g
= . > 5 & —4 " >2)" .
=1 & =1 L i=1 U =1 ¢

kT k 2 k 2
g; d; [l gl l19:ll
& —4 2 Z 2 2 Z &2
=1 1 =1 ? 7 ?
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de (4.44) on a

Z _ gidi i lg:ll® Z g
ng|!2<252 T I e ¢
alors, si (4.49) est satisfaite nous avons aussi

Z gk dk _
[P R

k>1

(4.51)

Puisque (4.45)) est satisfaite, d’aprés (4.51]) et le lemme (4.1.1) on obtient

(95 di)? Z gkdk _
= Nl = llgwll*lldxl®

Donc la relation (4.38]) est vérifiée et par conséquent (4.50) est satisfaite. Ce qui achéve la

démonstration.

]
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Chapitre

Simulations numériques

Dans ce chapitre, on va étudier les performances des méthodes FR, DY et la classe de mé-
thodes du gradient conjugués non linéaires unifiées avec la recherche linéaire de Wolfe forte.
Dans ce but, on va les comparer pour les fonctions TRIDIA et DBVF.

L’algorithme de la recherche linéaire inexacte de Wolfe forte assure que la direction est de
descente.

Dans nos simulations numériques on a limité le nombre des itérations nécessaires dans 1’algo-
rithme de la recherche linéaire inexacte de Wolfe forte, et le pas initial est égal a un.

Les paramétres sont donnés : p =0.1,0 = 0.01, 5 = 0.95ete = 0.1 . Tandis que la valeur de A
est précisée a chaque fois.

Dans le cas ot le dénominateur de la variante du gradient conjugué [ est nulle on redémarre
en prenant la direction de la plus profonde pente. Powell a éclairé les bien effets du redémar-
rage dans l’algorithme.

Les programmes sont écrits sous scilab 6.2.0 et exécutés dans un ordinateur Intel PC i5 avec
une mémoire 3.10 GHz et un systéme Windows sept 64 bits.

Pour chaque test le critére d’arrét est ||gx|| <€, ou e = 0.1.

fonction TRIDIA (cute)

Cette fonction teste est définie comme suit :

n

f(z) = v(0x, — 1)* + Z(ami — Bzi1)?, (5.1)

=2

a=2 =1 v=1, §d=1and 2o =[1,...1].
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FIGURE 5.1 — Comparaison des méthodes de FR, DY et DYunif pour la fonction TRIDIA

La figure 5.1 représente une comparaison des méthodes de FR, DY et de DY unifiée, dont

A prend les valeurs 0.2,0.3,0.5et0.7. On a exécuté ces méthodes pour la fonction TRIDIA,

en prenant la dimension n = 50, la précision ¢ = 0.1 et le nombre maximale d’itérations

nmax = 1000. On voit bien que notre cas la classe de méthodes de Dai-Yuan unifiée converge

dans un nombre d’itérations supérieure a celles de FR et DY et que pour le cas ou A = 0.7,

elle diverge.
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Dim=50,eps=0.1, nmax=1000
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FIGURE 5.2 — Application de la variante de DYunif pour la fonction TRIDIA

La figure montre la convergence de la méthode de DY unifiée pour A = 0.25 appliquée
a la fonction test TRIDIA pour le cas ou n = 50 et € = 0.1. La convergence se fait avant 800

itérations.
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fonction DBVF (Discrete boundary value)

Cette fonction teste est définie comme suit :
fz(ZE) = 2(13z — Tij—1 — xi-i-l -+ hz(l'l —f‘ ti =F 1)3/2 (52)

hzl/(n—l—l), tZ:Zh, ./,U(]:./,Un+1:0

et xg = (&) where & = t;(t; — 1).
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FIGURE 5.3 — Comparaison des méthodes de FR, DY, DYunif pour la fonction DBVF

La figure 5.3 représente une comparaison des méthodes de FR, DY et de DY unifiée, dont
A prend les valeurs 0.3,0.5,0.8¢et0.11. On a exécuté ces méthodes pour la fonction DBVF,
en prenant la dimension n = 50, la précision ¢ = 0.1 et le nombre maximale d’itérations

nmax = 1000. On voit bien que dans notre cas la classe de méthodes de Dai-Yuan unifiée
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converge dans un nombre d’itérations supérieure a celles de FR et DY et que pour le cas ou
A = 0.8, elle diverge.

Dim=500,eps=0.1, nma==1000
6.6

D% Unifiée Lambda=0.25
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norme du gradient
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54
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o] 100 200 300 400 500 G00 Too 200 Qoo 1000
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FIGURE 5.4 — Application de la variante de DYunif pour la fonction DBVF

De la figure 5.4 on observe que la méthode de DY unifiée pour A = 0.25, appliquée a la
fonction test DBVF pour le cas ou n = 50 et € = 0.1 diverge.
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Conclusion

Dans ce mémoire, on s’intéresse a la méthode du gradient conjugué non-linéaire.
On a étudié les méthodes du gradient conjugué non-linéaires de Fletcher-Reeves, Dai-Yuan
et une nouvelle classe de méthode du gradient conjugué nommeée : famille de méthodes de
Dai-Yuan unifiée.
La variante de cette derniére est une combinaison convexe des variantes de FR et DY.
Les algorithmes et les théorémes qui assurent la convergence des méthodes citées au dessus
sont présentés.
On a terminé notre travail par des simulations numériques sur les fonctions test TRIDIA et
DBFV.
Nos résultats montre que la méthode DY unifiée est moins performante que celles de FR et

DY pour les cas étudiés.
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