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 ملخص       

 خاصة قيود بدون الأمثلة مسائل على الخطية وغير الخطية المترافق للتدرج العددية الطريقة المذكرة هذه في نعرض    

 تخص عمومياتأولا  قدمنا حيث الرياضية، للمسائل الحدية القيم عن بالبحث هذه الطريقة تهتم التربيعية، الأشكال منها

 النقاط لبعض تحليلية بدراسة قمنابعدها ، n معرف على   fلتابع  الحدية القيم أجل من كافية أخرى و الضرورية الشروط

 ذكرنا الطريقة الموحدة لها ونظريات تقاربها. المترافق، كما  بالتدرج المتعلقة النزول واتجاه التقارب كسرعة المهمة

 

 التقارب. سرعة نخفاض،الا تجاها المترافق، التدرج طريقة الكلمات المفتاحية:
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Résumé

Dans tous les domaines des sciences, nous rencontrons à ce que nous appelons les
problèmes d’optimisation, que les mathématiques ont essayé de résoudre et de traiter de nom-
breuses méthodes. La méthode du gradient conjugué est considérée comme l’une des méthodes
les plus utilisées pour résoudre ce genre de problème notamment les problèmes de grande taille.

Dans ce mémoire, on présente une synthèse des différentes variantes de la méthode du gra-
dient conjugué non-linéaire avec la recherche linéaire inexacte de Wolfe. Il s’agit des méthodes
de FR, DY et une méthode du gradient conjugué unifiée.

Toutes ces variantes possèdent la propriété de la descente des directions générées ainsi la
convergence globale. Des simulations numériques seront présentées afin d’illustrer la conver-
gence de ces dernières.

Mots clés : Optimisation sans contraintes, gradient conjugué, recherche linéaire.
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Abstract

In all areas of science we come across what we call optimization problems, which ma-
thematics has tried to solve and to deal with many methods. The conjugate gradient method
is the most used to solve this kind of problem.

In this thesis, we present a synthesis of the different variants of the non-linear conjugate
gradient method with Wolfe’s inexact linear search. This methods are FR, DY and a unified
conjugate gradient method.

All these variants have the property of the descent of the directions generated, thus global
convergence. Numerical simulations will be presented to illustrate the convergence of the latter.

Key words : Unconstrained optimization, conjugate gradient, line search.
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Introduction générale sur la méthode de gradient conjugué. .

Introduction

La méthode du gradient conjugué est considérée comme une amélioration de la mé-
thode du gradient. Elle est l’une des méthodes les plus utilisée pour résoudre les problèmes
d’optimisation non-linéaire surtout de grande taille.

Il bien connu que la méthode du gradient consiste à partir d’un point x0 calculé à l’itération
n, on cherche le point suivant xn+1 sur la droite passant par xn et dirigée par dn = −∇f(xn).
Ainsi, seule l’information fournie par le gradient de f à l’état n est utilisée pour déterminer
la prochaine direction de descente.

Le principe de la méthode de gradient conjugué consiste, au contraire, à utiliser tous les
gradients calculé précédemment par l’algorithme ∇f(x0), ∇f(x1) , ... , ∇f(xn) pour détermi-
ner la prochaine direction de descente. Cette méthode est basée sur le concept de conjugaison
et conduise à l’optimum en un nombre fini d’itérations.

En analyse numérique, la méthode du gradient conjugué est un algorithme qui sert à
résoudre des systèmes d’équations linéaires dont la matrice est symétrique définie positive,
autrement dit pour la minimisation des fonctions quadratiques strictement convexes.
Cette méthode a été proposée en 1952 simultanément par Eduard Stiefel et Magnus

Hestenes.
Plusieurs mathématiciens ont étendu cette méthode pour la minimisation des fonctions de

plusieurs variables à valeurs réels régulières non-nécessairement convexes.. Ceci a été réalisé
pour la première fois en 1964 par Fletcher etReeves, (méthode de Fletcher-Reeves). Une
autre variante a été proposé par Dai et Yuan en 1999 (méthode de Dai-Yuan).

En 2003, ce fut la première initiative d’unification de toutes ces méthodes dans une même
classe et étudier par la suite ces propriétés et sa convergence par Y.Dai et Y.Yuan.

Les méthodes du gradients conjugués sont parmi les plus anciennes méthodes utilisées pour
résoudre les problèmes de minimisation non linéaire, sans contraintes, de la forme suivante :

min{f(x) : x ∈ Rn} (1)

où f : Rn −→ R. Dans ce but, on va générer une suite {xk} comme suit :
On démarre par un vecteur de départ x0 donné. A l’itération k on a la valeur de xk ∈ Rn, et
xk+1 est calculé par la relation suivante :

xk+1 = xk + αkdk; (2)

le pas αk ∈ R est déterminer par une recherche linéaire exacte ou inexacte, les vecteurs
d0, d1, · · · , dn sont des directions de descente recherchée est définie par la formule de récurrence
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suivante :

dk =

{
−g0 si k = 0,

−gk + βkdk−1 si k ≥ 1;
(3)

gk = ∇f(xk) est le gradient de f au point xk et le cœfficient βk ∈ R où ces différentes valeurs
définissent les différentes forme du gradient conjugué.

Dans ce mémoire, on présente une synthèse de quelques variantes de la méthode du gradient
conjugué non-linéaire avec la recherche linéaire inexacte de Wolfe. Il s’agit des méthodes de
FR, DY et une méthode du gradient conjugué unifiée.

Toutes ces variantes possèdent la propriété de la descente des directions générées ainsi la
convergence globale. Des simulations numériques seront présentées afin d’illustrer la conver-
gence de ces dernières.

Ce mémoire est composé de cinq chapitre :
– Dans le premier chapitre, on va cité quelques notions de base qui seront utilisées par

la suite, comme : les directions de descente, les conditions nécessaires et suffisantes
d’optimalité,... .

– Dans le deuxième chapitre, nous avons rappelé la méthode du gradient conjugué li-
néaire,pour la minimisation des fonctions quadratiques strictement convexes.

– Le troisième chapitre est consacré à une étude de deux classes de méthodes du gradient
conjugué non-linéaire qui sont globalement convergentes pour des fonctions de plusieurs
variables à valeurs réels régulières non-nécessairement convexes. La première méthode a
été introduite par Fletcher et Reeves [9] en 1964, ( méthode de Fletcher-Reeves ), et la
deuxième a été proposée par Dai et Yuan [7], (méthode de Dai-Yuan) en 1999.

– Quant au quatrième chapitre, il traite une nouvelle variante de la méthode du gradient
conjugué non linéaires nommée "la famille des méthodes du gradient conjugué non li-
néaire unifiée", proposée en 2003 par Dai et Yuan [8].

– On termine ce manuscrit par des simulations numériques, afin de comparer numérique-
ment les variantes étudiées pour des fonctions test bien connues.

Amira Abadlia 2019/2020 Uni de 08 Mai 1945



Chapitre 1
Préliminaire

L’objectif de ce chapitre est de rappeler quelques notions de base qui seront utilisées par
la suite.

1.1 Généralités sur l’optimisation sans contraintes

L’optimisation consiste en la recherche de minimum (ou maximum) d’une certaine quantité,
appelé coût ou objectif. Dans ce mémoire, on supposera que le coût dépend de n variables
réelles, rassemblées en un vecteur x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn, et qui fournissent une valeur f(x)

où f est une fonction de Rn dans R. Les variables (x1 , x2 , . . . , xn) seront autorisées à prendre
n’importe quelle valeur dans Rn, et c’est ce qu’on appelle l’optimisation sans contraintes. On
écrira les problèmes d’optimisation sans contraintes sous la forme générale suivante :

min
x∈Rn

f(x) (1.1)

On dit que le problème (1.1) admet une solution s’il existe un choix de variable x∗ ∈ Rn tel
que

∀x ∈ Rn ; f(x∗) ≤ f(x). (1.2)

On dit que x∗ est un minimiseur ( ou point de minimum) de f sur Rn, et que f(x∗) est un
minimum de f sur Rn.

Bilan Face au problème (1.1)
– L’existence d’un minimum est liée à la continuité de f .
– L’unicité du minimiseur x∗ est liée à la convexité (stricte) de f .
– L’équation satisfaite par x∗ est associée à la dérivée de f .
Toutes ces propriétés joueront des rôles analogues en dimension n, la dérivée sera rem-
placée par dérivées partielles ou dérivées directionnelles.

Définition 1.1.1. Soit f : Rn −→ R, on appelle gradient de la fonction f au point x0 ∈ Rn

le vecteur de Rn noté ∇f et est définé par :

∇f(x0) =

(
∂f

∂x1
(x0),

∂f

∂x2
(x0), ...

∂f

∂xn
(x0)

)
(1.3)

1



Chapitre 1. Préliminaire 2

Définition 1.1.2. Soit O ⊆ Rn un ouvert et f : O → R une application. Soit x ∈ O. Alors,
on dit que f est Différentiable au point x s’il existe une application linéaire L ∈ L(Rn,R)

telle que, pour tout h ∈ Rn avec x+ h ∈ O,

f(x+ h) = f(x) + L(h) + o(‖h‖) (1.4)

Si une telle application existe, on l’appelle différentielle de f au point x et on la note Df(x).

Définition 1.1.3. Soit d ∈ Rn\{0}. on dit que f admet une dérivée directionnelle
dans la direction d, au point x, si l’application t ∈ R 7→ f(x+ td) est dérivée en 0. Si c’est le
cas, on note cette dérivée

∂f

∂d
(x) = lim

t→0

f(x+ td)− f(x)

t
(1.5)

Dans ce cas, si d = ek est l’un des vecteurs de base de Rn, on appelle cette dérivée directionnelle
la kème dérivée partielle de f au point x, que l’on note

∂f

∂ek
(x) = lim

t→0

f(x1, x2, . . . , xk + t, . . . , xn)− f(x1, x2, . . . , xn)

t
(1.6)

Définition 1.1.4. On dit qu’une ensemble K est convexe si

∀λ ∈ [0 ; 1] , ∀(x, y) ∈ K2, (1− λ)x+ λy ∈ K (1.7)

Cela signifie que les deux points x et y dans K et le segment lié entre x et y est inclus dans
K tout entier.

Définition 1.1.5. Soit f : Rn −→ R une application, on dit que :

1. l’application f est convexe sur Rn si :

∀λ ∈ [0, 1]; ∀(x, y) ∈ Rn × Rn; f(λx+ (1− λ)y) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y) (1.8)

2. l’application f est strictement convexe sur Rn si :

∀λ ∈ [0, 1] ; ∀(x, y) ∈ Rn × Rn avec x 6= y; f(λx+ (1− λ)y) < λf(x) + (1− λ)f(y)

(1.9)

Définition 1.1.6. a) On dit qu’une matrice carée A ∈Mn×n est symétrique si seulement
si :

At = A (1.10)

b) On dit qu’une matrice carée A ∈Mn×n est définie positive si seulement si :

∀x ∈ Rn , xtAx > 0 (1.11)

Amira Abadlia 2019/2020 Uni de 08 Mai 1945



3 Chapitre 1. Préliminaire

Définition 1.1.7. Soit A une matrice symétrique n× n, b ∈ Rn et c une constante.
On appelle forme quadratique la fonction f : Rn −→ R définie par :

f(x) =
1

2
xTAx− bTx+ c (1.12)

Lorsque la matrice A est définie positive (resp. semi-définie positive ), on dira que f(x) est
une forme quadratique définie positive (resp. semi-définie positive ).

Définition 1.1.8. Soit A ∈Mn×n une matrice symétrique, définie positive et x, y ∈ Rn.
On dit que les deux vecteurs x et y sont conjugués par rapport à A ( ou A-conjugués ), s’ils
vérifient :

xtAy = (x, y)A = 0 (1.13)

c-à-d ils sont orthogonaux pour ce produit scalaire.

Remarque Une famille de vecteurs sont conjugués par rapport à A s’ils sont orthogo-
naux au sens de ce produit scalaire. En particulier, ils forment donc une famille libre.

1.2 Problèmes d’optimisation sans contraintes

Soit f : Rn → R. On appelle problème de minimisation sans contraintes le problème suivant

(P )

{
min
x∈Rn

f(x)

Considérons le problème (P )

Définition 1.2.1. Soit f : Rn → R, une fonction continûement différentiable.
a) soit x∗ ∈ Rn, x∗ est dite solution optimale globale (autrement dit minimum
global) de (P ) si et seulement si :

∀x ∈ Rn , f(x∗) ≤ f(x) (1.14)

b) soit x∗ ∈ Rn, x∗ est dite solution optimale locale (autrement dit minimum local)
de (P ) si et seulement s’il existe un voisinage Vε(x∗) de x∗ tel que

∀x ∈ Vε(x∗) , f(x∗) ≤ f(x) (1.15)

c) soit x∗ ∈ Rn, x∗ est dite solution optimale locale stricte de (P ) si et seulement
s’il existe un voisinage Vε(x∗)de x∗ tel que

∀x ∈ Vε(x∗) et x 6= x∗ , f(x∗) < f(x) (1.16)

Amira Abadlia 2019/2020 Uni de 08 Mai 1945



Chapitre 1. Préliminaire 4

1.2.1 Conditions d’optimalité des problèmes d’optimisation

sans contraintes

Les conditions d’optimalité sont des équations, des inéquations ou des propriétés que véri-
fient les solutions de (P ) (conditions nécessaires) ou qui assure à un point d’être solution de
(P ) (conditions suffisantes).

Conditions nécessaires d’optimalité

Théorème 1.2.1. [3] Soit f : Rn → R différentiable au point x∗ ∈ Rn. Si x∗ est un minimum
local de (P ) alors ∇f(x∗) = 0.

Théorème 1.2.2. [15] Soit f : Rn → R deux fois différentiable au point x∗ ∈ Rn. Si x∗ est
un minimum local de (P ) alors ∇f(x∗) = 0 et la matrice hessienne de f au point x∗, qu’on
note H(x∗), est semi définie positive.

Conditions suffisantes d’optimalité

Théorème 1.2.3. [15] Soit f : Rn → R deux fois différentiable au point x∗ ∈ Rn. Si ∇f(x∗) =

0 et H(x∗) est définie positive, alors x∗ est un minimum local strict de (P ).

Théorème 1.2.4. [15] Soit f : Rn → R telle que f est convexe et différentiable. Alors x∗ est
un minimum globale de f si et seulement si

∇f(x∗) = 0

Remarque Dans le cas où f est convexe, il n’y a pas de distinction entre minimum local
et global c’est-à-dire tout minimum local est aussi globale. De plus si f est strictement
convexe, alors tout minimum local devient non seulement global mais aussi unique.

1.3 Méthode à direction de descente

Dans cette section nous allons considérer une fonction f : Rn 7→ R, que l’on supposera
différentiable et strictement convexe pour garantir l’existence d’un unique x∗ ∈ Rn tel que

Pour toutx ∈ Rn; f(x∗) ≤ f(x)

Rappelons que dans ce cas, le point x∗ est caractérisé par l’équation suivante

∇f(x∗) = 0 (1.17)

Trouver x∗ est donc équivalent à résoudre (1.17). Cependant, en général, il n’est pas pos-
sible de déterminer une formule explicite pour x∗ à partir du système d’équations (1.17), car

Amira Abadlia 2019/2020 Uni de 08 Mai 1945



5 Chapitre 1. Préliminaire

ces équations peuvent être non linéaire par rapport aux coordonnées x∗1, x∗2 . . . , x∗n de x∗.
C’est pourquoi on est amené à chercher une valeur approchée qui se présentent sous la forme
d’algorithmes de descente.

1.3.1 Algorithme itératif

Définition 1.3.1. Un algorithme itératif est défini par une application vectorielle
A : Rn 7→ Rn qui génère une suite de vecteurs (xk)k≥0, à l’aide d’une construction de la
forme {

x0 ∈ Rn étant donné (phase d’initialisation de l’algorithme)
Calculer xn+1 = A(xn) n-ème itétration.

Ce que l’on espère, c’est que la suite (xn)n∈N converge vers le minimiseur x∗ cherché, alors
l’algorithme converge vers la solution du problème de minimisation (1.17). Si un algorithme
converge, on pourra mesurer son efficacité suivant deux critères :

1. sa vitesse de convergence, qui mesure la " rapidité " avec laquelle la suite (xn)n∈N

converge vers le point x∗.

2. sa complexité calculatoire, qui mesure le coût des opérations nécessaires pour
obtenir chaque itération. Le coût global est alors donné par le coût d’une itération
multiplier par le nombre d’itérations nécessaire pour obtenir la solution escomptée avec
une certain ε fixée a priori.

La précision ε est associé à un critère d’arrêt, permettant à l’algorithme de s’arrêter
et de fournir une valeur approchée xn du minimiseur, que l’on jugera acceptable. Sachant que
la solution exacte satisfait l’équation (1.17), ce critère d’arrêt pourra prendre par exemple
suivant :

‖∇f(xn)‖ ≤ ε (1.18)

Ainsi, l’algorithme fournira comme résultat le premier vecteur xn obtenu, satisfaisant la
condition (1.18).

Définition 1.3.2. Supposons connu une suite (xn)n≥0, obtenue à l’aide d’un algorithme ité-
ratif, et telle que lim

t→∞
xn = x∗. Pour tout n ∈ N, on définit l’erreur En associée par l’itération

n par
En = ‖x∗ − xn‖ (1.19)

Notations – On dira que le vitesse de convergence de l’algorithme est linéaire si

∃ρ ∈ [0 , 1[ , ∀x0 ∈ Rn; En+1 ≤ ρEn. (1.20)

Cette propriété s’écrit de manière équivalente :

∃ρ ∈ [0 , 1[ , ∀x0 ∈ Rn; En ≤ ρnE0 (1.21)
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Chapitre 1. Préliminaire 6

Pour cette raison, on dira également que si une méthode satisfait (1.20), la conver-
gence est géométrique (l’erreur se comporte comme une suite géométrique de raison
inférieure strictement à 1).

– La méthode sera dite d’ordre p si elle satisfait une relation de type

∃ρ ∈ [0 , 1[ , ∀x0 ∈ Rn; En+1 ≤ ρEp
n (1.22)

Si p = 2, on dira que la vitesse de convergence est quadratique.

1.3.2 Algorithme de descente

Les algorithmes que nous allons considérer pour les problèmes d’optimisation ont la forme
générale suivante

x0 étant donné, calculer xn+1 = xn + αndn (1.23)

Le vecteur dn s’appelle la direction de descente, et le réel αn > 0 le pas de la méthode à la
n−ème itération. On pratique, on choisira la direction et le pas afin que l’inégalité suivante
soit satisfaite :

f(xn+1) ≤ f(xn) (1.24)

De tels algorithme sont appelés algorithme de descente.
Définition 1.3.3. Soit f : Rn → R une fonction différentiable au point x ∈ Rn, on dit que
d ∈ Rn est une direction de descente de f en x ∈ Rn si :

∇Tf(x).d < 0 (1.25)

La direction de descente fait avec l’opposé du gradient −∇f(x) un angle Θ strictement plus
petits que 90◦

θ= arccos
−∇Tf(x).d

‖ ∇Tf(x) ‖‖ d ‖
∈ [0, π

2
[. (1.26)

L’ensemble des directions de descente de f en x,

{d ∈ Rn : ∇Tf(x).d < 0} (1.27)
L’ensemble des directions de descente de f en x, {d ∈ Rn : ∇Tf(xk).d < 0} forme un
demi-espace ouvert de Rn

Figure 1.1 – Illustration des directions de descente
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Chapitre 2
La méthode du gradient conjugué linéaire

La méthode du gradient conjugué est un algorithme développé dans le but de résoudre des
systèmes d’équations linéaires dont la matrice est symétrique définie positive. Il s’agit d’une
méthode itérative à direction de descente qui converge en un nombre fini d’itérations. Elle a
été découverte en 1952 par Hestenes et Steifel [13] . Avant de décrire la méthode du
gradient conjugué linéaire on va d’abord étudier brièvement la méthode du gradient.

2.1 Méthode du gradient

Le principe de cette méthode remonte au moins à Cauchy [4] en 1847. La méthode du
gradient est une méthode à directions de descente. En effet, on peut facilement vérifier que la
direction dk = −∇f(xk) est une direction de descente.

L’algorithme du gradient est également connu sous le nom d’algorithme de la plus forte
pente ou de la plus profonde descente parce que le gradient est la pente de la fonction au point
courant et est donc, localement, sa plus forte pente.

2.1.1 Algorithme de la méthode du gradient

Algorithme 2.1

Etape 0 : (initialisation)

Soit x0 le point de départ, poser d0 = −∇f(x0)

poser k = 0 et aller à l’étape 1.
Etape 1 :

si ‖∇f(xk)‖ ' 0 : STOP ( x∗ = xk)."Test d’arrêt"
si non aller à l’étape 2.

Etape 2 :

Définir xk+1 = xk + αkdk avec :

αk est déterminer par une recherche linéaire (2.1)

7



Chapitre 2. La méthode du gradient conjugué linéaire 8

dk = −∇f(xk) (2.2)

Poser k = k + 1 et aller à l’étape 1.

2.1.2 Convergence de la méthode du gradient

Le théorème suivant garantis la convergence des algorithmes du gradient.
Théorème 2.1.1. [15] Soit f : Rn 7→ R une fonction différentiable, strictement convexe. On
suppose que ∇f : Rn 7→ Rn est une application L−lipschitzinne, pour une constante L > 0,
on considère deux réels a , b tel que 0 < a < b < 2δ

L
et l’on se donne une suite de pas αn tel que

∀n ∈ N; αn ∈ [a , b]. Alors, pour toute valeur initiale x0 ∈ R, la méthode de gradient définie
par l’itération

xn+1 = xn − αn∇f(xn) (2.3)

converge, de plus, la convergence est géométrique.

2.2 Méthode du gradient conjugué

Les méthodes du gradient conjugué [13] ont été introduites en 1952 par Hestenes et
Steifel, dans le but de résoudre les grands systèmes linéaires. Elles reposent sur le concept
des directions conjuguées parce que les gradients successifs sont orthogonaux entre eux et aux
directions précédentes.

L’idée initiale était de trouver une suite à directions de descente qui sont mutuellement
conjuguées par rapport à la fonction quadratique permettant de résoudre le problème

min{f(x) : x ∈ Rn} (2.4)

Où f est une fonction quadratique strictement convexe.
Donc minimiser f(x) revient à minimiser q(x), où :

q(x) =
1

2
xTAx− bTx+ c (2.5)

avec x ∈ Rn et A ∈Mn×n est symétrique et définie positive, b ∈ Rn et c ∈ R.
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9 Chapitre 2. La méthode du gradient conjugué linéaire

La méthode du gradient conjugué linéaire est une méthode itérative qui génère une suite
{xk} de la manière suivante.
On démarre par un vecteur de départ x0 donné. A litération k si on a xk ∈ Rn, le successeur
xk+1 de xk est donné par la relation suivante :

xk+1 = xk + αkdk; (2.6)

Où {d0, d1, · · · , dn} est une famille de directions de descente possédant la propriété d’être
mutuellement conjuguées par rapport à la fonction quadratique q(x).
La direction de descente recherchée est définie par la formule de récurrence suivante :

dk =

{
−g0 = ∇q(x0) si k = 0,

−gk + βkdk−1 si k ≥ 1;
(2.7)

Notons par gk le gradient de f au point xk, le pas αk ∈ R+ étant déterminé par une recherche
linéaire (optimisation unidimensionnel) et le cœfficient βk ∈ R est déterminer de telle sorte
que les directions dk seront mutuellement conjuguées par rapport à la forme quadratique.

2.2.1 Détermination du pas αk obtenu par une recherche linéaire

exacte

Une façon de choisir αk consiste à résoudre le problème d’optimisation unidimensionnel
suivant :

αk = min f(xk + αdk) , α > 0, (2.8)

Notons

gk = ∇f(xk) = ∇q(xk) = Axk − b (2.9)

Donc le pas αk vérifie la condition nécessaire d’optimalité et on a ∀k :

dTk∇q(xk+1) = dTk (Axk+1 − b) = 0; (2.10)

D’où :

dTkA(xk + αkdk)− dTk b = 0; (2.11)

Aprés simplification on trouve :

αk =
−dTk (Axk − b)

dTkAdk
(2.12)

=
−dTk (Ax0 − b)

dTkAdk
(2.13)

=
−dTk gk
dTkAdk

(2.14)
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2.2.2 Détermination du cœfficient βk

Les cœfficients βk sont choisis de telle sorte que dk soit conjuguée avec toutes les directions
précédentes. En d’autres termes on doit avoir :

dTk+1Adk = 0

on en déduit :

dTk+1Adk = 0⇒ (−∇q(xk+1) + βk+1dk)
TAdk = 0

⇒ −∇T q(xk+1)Adk + βk+1d
T
kAdk = 0

⇒ βk+1 =
∇T q(xk+1)Adk

dTkAdk
=
gTk+1Adk

dTkAdk

2.2.3 Algorithme du gradient conjugué linéaire

Nous résumons tout ce qui précède avec l’algorithme suivant :

Algorithme 2.2

Etape 0 : (initialisation)

Soit x0 le point de départ, g0 = ∇q(x0) = Ax0 − b, poser d0 = −g0,
poser k = 0 et aller à l’étape 1.

Etape 1 :

si gk = 0 : STOP (x∗ = xk)."Test d’arrêt" si non aller a l’étape 2.

Etape 2 :

Prendre xk+1 = xk + αkdk, avec :

αk =
−dTk∇q(xk)
dTkAdk

, (2.15)

dk+1 = −∇q(xk+1) + βk+1dk, (2.16)

βk+1 =
∇q(xk+1)

TAdk
dTkAdk

. (2.17)

Poser k = k + 1 et aller à l’étape 1.
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11 Chapitre 2. La méthode du gradient conjugué linéaire

2.2.4 Convergence de méthode du gradient conjugué linéaire

La méthode du gradient conjugué linéaire converge vers la solution optimale en n ité-
rations. Pour démonter sa validité, nous avons d’abord besoin d’énoncer les lemmes suivants :

Lemme 2.2.1. Notons par
gk = ∇q(xk) = Axk − b (2.18)

où xk, k = 0, . . . , n− 1 sont obtenus par l’algorithme du gradient conjugué linéaire. Alors on
a :

gTk+1gi = 0; k = 0, . . . , n− 1; j = 0, . . . , k (2.19)

Lemme 2.2.2. Les directions d0, d1, . . . , dn−1 engendrées par l’algorithme du gradient conjugué
linéaire sont A conjuguées.

Théorème 2.2.1. [15] A une itération k quelconque de l’algorithme ou l’optimum de q(x)

n’est pas encore atteint (c-à-d gi 6= 0 , i = 0, 1, . . . , k) on a :

a)

αk =
gTk gk
dTkAdk

, (2.20)

b)

βTk+1 =
gTk+1[gk+1 − gk]

gTk gk
(2.21)

=
gTk+1gk+1

gTk gk
(2.22)

c) Les directions d0, d1, . . . , dk+1 engendrées par l’algorithme sont mutuellement conjuguées.

Démonstration. La preuve de ce théorème se fait par récurence sur k. Supposons que
d0, d1, . . . , dk sont mutuellement conjuguées.
a) Montrons d’abord l’équivalence de (2.20) et de (2.14) :
On a : dk = −gk + βkdk−1 et (2.14) s’écrit :

αk =
−dTk gk
dTkAdk

=
−[−gk + βkdk−1]

Tgk
dTkAdk

=
gTk gk
dTkAdk

− βk
dTk−1gk

dTkAdk

Comme (d0, d1, . . . , dk−1) sont mutuellement conjuguées, xk est l’optimum de q(x) sur la va-
riété ϑk passant par x0 et engendrée par (d0, d1, . . . , dk−1). Donc dTk−1gk = 0 d’où l’on déduit
(2.20).
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b) Pour démontrer (2.21) remarquons que :

gk+1 − gk = A(xk+1 − xk) = αkAdk

⇒ Adk =
1

αk
[gk+1 − gk].

On a alors :

gTk+1Adk =
1

αk
gTk+1[gk+1 − gk],

et en utilisant (2.20)

αk =
gTk gk
dTkAdk

,

il vient

gTk+1Adk =
dTkAdk
gTk gk

gTk+1[gk+1 − gk]

⇒
gTk+1Adk

dTkAdk
=
gTk+1[gk+1 − gk]

gTk gk
.

Or

βk+1 =
gTk+1Adk

dTkAdk
=
gTk+1[gk+1 − gk]

gTk gk
,

Ce qui démontre (2.21).
Alors du fait que :

gTk+1gk = 0,

Car

gk = dk − βkdk−1.

Appartient au sous-espace engendré par (d0, d1, . . . , dk) et que gk+1 est orthogonal à ce sous-
espace, de cela nous obtenons la formule (2.22).
c) Montrons enfin que dk+1 est conjuguée par rapport à (d0, d1, . . . , dk), on a :

dTk+1Adk = (−gk+1 + βk+1dk)
TAdk

= −gTk+1Adk + βk+1d
T
kAdk

= −gTk+1Adk +
gTk+1Adk

dTkAdk
dTkAdk = 0

Vérifions maintenant que : dTk+1Adi = 0 pour i = 0, 1, . . . , k − 1.
On a :

dTk+1Adi = −gTk+1Adi + βk+1d
T
kAdi.
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13 Chapitre 2. La méthode du gradient conjugué linéaire

Le seconde terme est nul par l’hypothèse de récurrence ((d0, d1, . . . , dk) sont mutuellement
conjuguées).
Montrons qu’il en est même du premier terme. Puisque xi+1 = xi + αidi et que αi 6= 0 on a :

Adi =
1

αi
(Axi+1 − Axi) =

1

αi
(gi+1 − gi).

En écrivant :
gi+1 = di+1 − βidi,

gi = di − βi−1di−1,

On voit que Adi est combinaison linéaire de di+1, di et de di−1 seulement.
Mais puisque (d0, d1, . . . , dk) sont mutuellement conjuguées, on sait que le point xk+1 est l’op-
timum de q(x) sur la variété ϑk+1, engendrée par (d0, d1, . . . , dk).
Donc gk+1 est orthogonal au sous-espace engendrée par (d0, d1, . . . , dk) et comme Adi ap-
partient à ce sous-espace pou i = 0, 1, . . . , k − 1, on en déduit gTk+1Adi ce qui achève la
démonstration.

2.2.5 Vitesse de convergence

Le résultat suivant de Luenenberger [14], donne une estimation de la décroissance de la
norme d’erreur xk − x∗, en terme κ du conditionnement de la matrice A :

κ(A) =
λmax(A)

λmin(A)
; (2.23)

où : λmax(A), λmin(A) sont respectivement, les plus grande,petite valeurs propres de la
matrice A. La norme utilisée est la suivante :

‖x‖A =
(
xTAx

) 1
2 ; (2.24)

Théorème 2.2.2. [14] Soit κ le conditionnement de A. La suite {xk} générée par l’algorithme
du gradient conjugué linéaire vérifie l’estimation

‖xk+1 − x∗‖A ≤ 2

(√
κ− 1√
κ+ 1

)k
‖x1 − x∗‖A ; (2.25)

Remarque 2.2.1. L’algorithme du gradient conjugué linéaire est surtout utile pour résoudre
des grands systèmes creux, en effet il suffit de savoir appliquer la matrice A à un vecteur.

La convergence peut être assez rapide : si A admet seulement r (r < n) valeurs propres
distinctes la convergence a lieu en au plus r itérations.
De façon générale la vitesse de convergence dépend de la distance entre les valeurs propres i.e
le conditionnement de A.
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Chapitre 3
La méthode du gradient conjugué non-linéaire

Dans ce chapitre on va présenter deux classes de méthodes du gradient conjugué non-
linéaire qui sont globalement convergentes pour des fonctions de plusieurs variables à valeurs
réels régulières non-nécessairement convexes. La première méthode a été introduite par Flet-
cher et Reeves en 1964 , ( méthode de Fletcher-Reeves ). La deuxième a été proposée par
Dai et Yuan, (méthode de Dai-Yuan) en 1999.

Avant de présenter ces méthodes nous allons étudier brièvement la recherche linéaire de
Wolfe. Cette dernière sera utilisée pour la détermination du pas des méthodes du gradient
conjugué non linéaire dans notre travail.

3.1 La recherche linéaire inexacte de Wolfe

Cette règle a été proposée par Wolfe [18] en 1969 dans le but de minimiser une fonction
d’une variable réelle à valeur réelle.

Faire de la recherche linéaire veut dire déterminer un pas αk le long d’une direction de
descente dk, autrement dit résoudre le problème unidimensionnel :

min
α∈R

f(xk + αkdk) (3.1)

Autrement dit, le pas dans la direction dk est choisi par la minimisation unidimensionnelle
de la fonction :

ϕk(α) = f(xk + αdk) (3.2)

Dans le cas où la fonction f est quadratique définie positive alors αk est donnée par la
relation (2.14).
Mais si f n’est pas quadratique, on calcule dans ce cas αk par une recherche linéaire inexacte.
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Et pour cela, nous allons essayer de présenter brièvement la règle de Wolfe car elle
sera utilisée pour démontrer la convergence globale des méthodes de Fletcher-Reeves et de
Day-Yuan.

3.1.1 Principe de la règle de Wolfe

Définition 3.1.1. On dit que le pas αk vérifie la recherche linéaire inexacte de Wolfe
faible si on a :

f(xk + αkdk) ≤ f(xk) + ραkg
T
k dk (3.3)

où 0 < ρ < 1 et
gTk+1dk > σgTk dk (3.4)

où 0 < ρ < σ < 1

Définition 3.1.2. On dit que le pas αk vérifie la règle de Wolfe forte si on a :

f(xk + αkdk) ≤ f(xk) + ραkg
T
k dk (3.5)

où 0 < ρ < 1 et
|gTk+1dk| < σgTk dk (3.6)

où 0 < ρ < σ < 1

Existence du pas de Wolfe

Le théorème suivant assure l’existence du pas de Wolfe
Théorème 3.1.1. [11] Si ϕk : R+ −→ R, définie par (3.2) est continue et bornée inférieure-
ment, si dk est une direction de descente en xk (ϕ

′

k(0) < 0) et si ρ ∈]0, 1[ et σ ∈]ρ, 1[, alors
l’ensemble des pas vérifiant la règle de Wolfe et est non vide.

3.2 Convergence de la classe des méthodes à direction de

descente

Avant de citer le théorème de Zoutendijk qui assure la convergence des méthodes à
direction de descente, on va citer deux hypothèses importantes.

3.2.1 Hypothèses

Pour que toutes les méthodes du gradient conjugué non linéaire atteignent la conver-
gence, elles doivent vérifier les deux conditions suivantes :
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17 Chapitre 3. La méthode du gradient conjugué non-linéaire

Condition de Lipschitz C1

Proposition 3.2.1. On dit que f : Rn → R vérifier la condition C1 si f est continû-
ment différentiables dans un voisinage V (Λ) tel que Λ = {x ∈ Rn : f(x) ≤ f(x1) ; x1 ∈
Rn point initial} et si ∇f(x) vérifié la condition de Lipschitz dans V (Λ), c-à-d, il existe une
constante M > 0 telle que

‖∇f(x)−∇f(y)‖ ≤M‖x− y‖ : pour tout x, y ∈ V (Λ)

Condition de la bornetude C2

Proposition 3.2.2. L’ensemble Λ = {x ∈ Rn : f(x) ≤ f(x1)} est borné, i.e , il existe une
constante L <∞ telle que

‖x‖ ≤ L : ∀x ∈ Λ

3.2.2 Théorème de Zoutendijk

Ce théorème est considéré comme l’outil le plus utilisé par les différentes variantes du
gradient conjugué avec une recherche linéaire inexacte.

Théorème 3.2.1. [19] Considérons une méthode itérative quelconque générant une suite {xk}
de la forme :

xk+1 = xk + αkdk

dk étant une direction de descente et αk est une recherche linéaire inexacte de Wolfe. Supposons
aussi que f vérifie la condition C1, alors on a :

∞∑
k=0

(gTk dk)
2

‖dk‖2
<∞ (3.7)

Remarques On a : {
∞∑
k=0

(gTk dk)
2

‖dk‖2
<∞ ⇔

∞∑
k=0

cos2(θk)‖gk‖2 <∞

}

où θk est l’angle que fait dk avec gk.
pour tout k, alors on a :

lim
k−→∞

‖gk‖ = 0 (3.8)

Dans les différentes méthodes du gradient conjugué, on a :
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lim
k−→∞

‖gk‖ = 0

m

lim inf
k−→∞

‖gk‖ = 0 (3.9)

Donc pour démonter la convergence, il suffit de s’assurer que la relation (3.9) est réalisée.
Une autre version du théorème de Zoutendijk :

Théorème 3.2.2. [19] Considérons une méthode itérative quelconque générant une suite {xk}
de la forme :

xk+1 = xk + αkdk

dk étant une direction de descente et αk est une recherche linéaire inexacte de Wolfe. Supposons
aussi que f vérifie la condition C1, alors on a :

∞∑
k=0

(gTk dk)
2

‖dk‖2
<∞ (3.10)

ou

∞∑
k=0

‖gk‖4

‖dk‖2
<∞ (3.11)

3.3 Algorithme de la méthode du gradient conjugué pour

les fonctions quelconques

Nous présentons dans la suite le schéma général de l’algorithme du gradient conjugué
non linéaire pour des fonctions quelconques.
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19 Chapitre 3. La méthode du gradient conjugué non-linéaire

Algorithme 3.1

Etape 0 : (initialisation)

Soit x0 le point de départ, g0 = ∇f(x0), poser d0 = −g0,
poser k = 0 et aller à l’étape 1.

Etape 1 :

si gk = 0 : STOP (x∗ = xk)."Test d’arrêt" si non aller à l’étape 2.
Etape 2 :

Définir xk+1 = xk + αkdk, avec :

αk : calculer par la recherche linéaire
dk+1 = −gk+1 + βk+1dk

où

βk : défini selon la méthode.

Poser k = k + 1 et aller à l’étape 1.

3.4 Méthode du gradient conjugué de Fletcher-Reeves

Cette méthode été découverte par Fletcher et Reeves [9] en 1964, où le βk est
égale :

βFRk+1 =
‖gk+1‖2

‖gk‖2
(3.12)

3.4.1 Algorithme de la méthode de Flecher-Reeves

L’algorithme cette méthode est le suivant :
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Algorithme 3.2

Etape 0 : (initialisation)

Soit x0 le point de départ, g0 = ∇f(x0), poser d0 = −g0,
poser k = 0 et aller à l’étape 1.

Etape 1 :

si gk = 0 : STOP (x∗ = xk)."Test d’arrêt" si non aller à l’étape 2.
Etape 2 :

Définir xk+1 = xk + αkdk, avec :

αk = min
α>0

f(xk + αdk) (3.13)

dk+1 = −gk+1 + βFRk dk (3.14)

où
βFRk+1 =

‖gk+1‖2

‖gk‖2
(3.15)

Poser k = k + 1 et aller à l’étape 1.

3.4.2 Théorèmes de convergence de Fletcher et Reeves

Il y a eu de nombreuses études et résultats sur la convergence globale de la méthode de
FR pour une recherche linéaire exacte.

Mais le premier et le plus important résultat de convergence globale de cette méthode
pour une recherche linéaire inexacte a été donné par El-Baali [1] en 1985.

Théorème 3.4.1. [9] Supposons que les hypothèses 1 et 2 soient vérifiées. Considérons une
méthode du type (2.6) et (2.7), avec βk = βFRk = ‖gk‖2

‖gk−1‖2
et le pas αk satisfaisant à la règle de

Wolfe forte (3.5) et (3.6) où σ ∈]0, 1
2
[. Alors on a :

−1

1− σ
≤ dTk gk
‖gk‖2

≤ 2σ − 1

1− σ
; k = 1, . . . (3.16)

Démonstration. La démonstration se fait par récurrence :

1) Pour k = 1 :
dT1 g1
‖g1‖2

=
−‖g1‖2

‖g1‖2
= −1
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21 Chapitre 3. La méthode du gradient conjugué non-linéaire

D’autre part :

0 < σ <
1

2
=⇒

{
−1
1−σ ≤ −1
2σ−1
1−σ ≥ −1

2) Supposons que (3.16) est satisfaite pou k > 1 et démontrons qu’elle le sera pour k+ 1 :
Supposons que :

−1

1− σ
≤ dTk gk
‖gk‖2

≤ 2σ − 1

1− σ
; k = 1, . . . (3.17)

On a :
dTk+1gk+1

‖gk+1‖2
=

(−gk+1 + βk+1dk)
Tgk+1

‖gk+1‖2
= −1 +

βk+1d
T
k gk+1

‖gk+1‖2

D’autre part, on a :

βFRk =
‖gk‖2

‖gk−1‖2
=⇒ 1

βFRk+1

=
‖gk‖2

‖gk+1‖2

d’où :

dTk+1gk+1

‖gk+1‖2
= −1 +

βk+1

βFRk

dTk gk+1

‖gk‖2
(3.18)

En utilisant la condition de la recherche linéaire (3.6), on aura :

|dTk gk+1| ≤ −σdTk gk ⇒ σ|βk+1|dTk gk ≤ βk+1d
T
k+1gk+1 ≤ −σ|βk+1|dTk gk

Soit en remplaçant ceci dans (3.18), on obtient :

−1 + σ
|βk+1|dTk gk
βFRk+1‖gk‖2

≤
dTk+1gk+1

‖gk+1‖2
≤ −1− σ |βk+1|dTk gk

βFRk+1‖gk‖2

De (3.17), on aura :

−1 +
|βk+1|σ

βFRk+1(1− σ)
≤
dTk+1gk+1

‖gk+1‖2
≤ −1 +

|βk+1|σ
βFRk+1(1− σ)

et de (3.18) :
−σ

1− σ
<
|βk+1|
βFRk+1

< 1

Par conséquent on aura :
−1

1− σ
≤
dTk+1gk+1

‖gk+1‖2
≤ 2σ − 1

1− σ

Ce qui achève la démonstration.
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Théorème 3.4.2. [9]
Supposons que les hypothèses 1 et 2 soient vérifiées. Considérons une méthode du type (2.6) et
(2.7) avec βk = βFRk = ‖gk‖2

‖gk−1‖2
et le pas αk satisfaisant à la règle de Wolfe forte (3.5) et (3.6).

Alors cette méthode est globalement convergente, dans le sens suivant :

lim inf
k−→∞

‖gk‖ = 0 (3.19)

Démonstration. Puisque les conditions du théorème (3.4.1)sont satisfaites alors on a :

−1

1− σ
≤ dTk gk
‖gk‖2

≤ 2σ − 1

1− σ
⇒ −σdTk−1gk−1 ≤

σ

1− σ
‖gk−1‖2

D’autre part de (3.6)

|dTk gk+1| ≤ −σdTk gk ⇒ |dTk−1gk| ≤ −σdTk−1gk−1

d’où
|dTk−1gk| ≤ −σdTk−1gk−1 ≤

σ

1− σ
‖gk−1‖2 (3.20)

De (3.16) et (3.20) :
‖dk‖2 = |‖gk‖2 − 2βkd

T
k−1gk + β2

k‖dk−1‖2|

≤ ‖gk‖2 + |2βkdTk−1gk|+ β2
k‖dk−1‖2

≤
(

1 + σ

1− σ

)
‖gk‖2 +

(
βFRk

)
2‖dk−1‖2

Posons σ̂ =
1 + σ

1− σ
, on aura :

‖dk‖2 ≤ σ̂‖gk‖2 +
(
βFRk

)
2‖dk−1‖2

≤ σ̂‖gk‖2 +
(
βFRk

)
2
[
σ̂‖gk−1‖2 +

(
βFRk

)
2‖dk−2‖2

]

≤ σ̂‖gk‖4
k∑
j=2

‖gj‖−2 + σ̂‖gk‖4‖g1‖−2 = σ̂‖gk‖4
k∑
j=1

‖gj‖−2 (3.21)

Supposons que gk est borné en dehors du zéro ( lim
k−→∞

inf ‖gk‖ 6= 0), c-à-d :

‖gk‖ ≥ ω > 0;∀k ⇒ ‖gk‖−2 ≥ ω−2

De (3.21) on a :
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23 Chapitre 3. La méthode du gradient conjugué non-linéaire

‖dk‖2 ≤ σ̂‖gk‖4
k∑
j=1

‖gj‖−2 ≤ σ̂
λ4

ω2

k∑
j=1

1

‖dk‖2 ≤ σ̂
λ4

ω2
k

d’où :

∑
k≥1

1

‖dk‖2
≥ ω2

σ̂λ4

∑
k≥1

1

k
>∞ (3.22)

Ce qui veut dire que Σk≥1
1

‖dk‖2
est divergente.

D’autre part, puisque les conditions de théorème (3.4.1), et de la théorème (3.4.2) sont satis-
faite, alors on a :

∑
k≥1

cos2 θk‖gk‖2 <∞

et
c1
‖gk‖
‖dk‖

≤ cos θk ≤ c2
‖gk‖
‖dk‖

d’où

∑
k≥1

c21
‖gk‖2

‖dk‖2
‖gk‖2 ≤

∑
k≥1

cos2 θk‖gk‖2 <∞

⇒
∑
k≥1

‖gk‖4

‖dk‖2
<∞

⇒
∑
k≥1

ω4

‖dk‖2
<∞

⇒
∑
k≥1

1

‖dk‖2
<∞

Ce qui contredit (3.22), doù le résultat. Donc

lim inf
k−→∞

‖gk‖ = 0

3.5 Méthode du gradient conjugué de Dai-Yuan

Cette méthode été découverte par Y.H.Dai et Y.Yuan [7] en 1999, où βk est égale à :

βDYk =
‖gk+1‖2

dTk yk
; yk = gk+1 − gk (3.23)
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3.5.1 Algorithme de la méthode de Dai-Yuan avec la règle de Wolfe

L’algorithme de cette méthode est le suivant :

Algorithme 3.3

Etape 0 : (initialisation)

Soit x0 le point de départ, g0 = ∇f(x0), poser d0 = −g0,
poser k = 0 et aller à l’étape 1.

Etape 1 :

si gk = 0 : STOP (x∗ = xk)."Test d’arrêt" si non aller à l’étape 2.
Etape 2 :

Définir xk+1 = xk + αkdk, avec αk vérifie les conditions (3.3), (3.4) et

dk+1 = −gk+1 + βDYk dk (3.24)

où
βDYk =

‖gk+1‖2

dTk (gk+1 − gk)
=
‖gk+1‖2

dTk yk
(3.25)

Poser k = k + 1 et aller à l’étape 1.

3.5.2 Théorèmes de convergence de Dai et Yuan

Le théorème de convergence de Dai et Yuan exigeant seulement la condition de Wolfe et
les hypothèses 1 et 2.

Théorème 3.5.1. [8] Supposons que les hypothèses 1 et 2 soient vérifiées. Considérons des
méthodes du type (2.6) et (2.7) où βk satisfait à βDYk = ‖gk+1‖2

dTk yk
; yk = gk+1 − gk et le pas αk

satisfait aux conditions de Wolfe faible (3.3), (3.4) : Alors toutes les directions générées par
ces méthodes sont de descente, autrement dit :

dTk gk < 0 ; ∀k ≥ 1 (3.26)

Démonstration. La démonstration se fait par récurrence.
1) Pour k = 1 :

dT1 g1 = −‖g1‖2 < 0

2) Supposons que (3.26) est satisfaite pour k > 1 et démontrons qu’elle le sera pour k+ 1 :
Supposons que :

dTk gk < 0 ; ∀k ≥ 1
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25 Chapitre 3. La méthode du gradient conjugué non-linéaire

En utilisant (3.4), on aura :

dTk yk = dTk
(
gk+1 − gk

)
>
(
σ − 1

)
dTk gk = −

(
1− σ

)
dTk gk > 0

D’autre part :

dTk+1gk+1 =
(
−gk+1 + βDYk+1dk

)
Tgk+1

= −‖gk+1‖2 + βDYk+1d
T
k gk+1

= −‖gk+1‖2 +
‖gk+1‖2

dTk yk
dTk gk+1

= −‖gk+1‖2 +
‖gk+1‖2

dTk yk
dTk (yk + gk )

= −‖gk+1‖2 + ‖gk+1‖2 +
‖gk+1‖2

dTk yk
dTk gk

=
‖gk+1‖2

dTk yk
dTk gk

Or puisque : dTk gk < 0 ; dTk yk > 0 ; il en résulte :

dTk+1gk+1 < 0

Ce qui achève la démonstration.

Théorème 3.5.2. [7] Supposons que les hypothèses 1 et 2 soient vérifiées. Considérons des

méthodes du type (2.6) et (2.7) où βk satisfait à βDYk =
‖gk+1‖2

dTk yk
; yk = gk+1 − gk et le pas αk

satisfait aux conditions de Wolfe (3.3), (3.4) :
La suite {xk} générée par l’algorithme de Dai-Yuan converge globalement i.e

lim inf
k−→∞

‖gk‖ = 0 (3.27)

Démonstration. On a d’après le théorème de Zoutendijk :

∑
k≥1

cos2 θ‖gk‖2 <∞ (3.28)

D’autre part on a :

‖dk+1 + gk+1‖2 = ‖βDYk+1dk‖2

=⇒ ‖dk+1‖2 =
(
βDYk+1

)
2‖dk‖2 − 2dTk+1gk+1 − ‖gk+1‖2(3.29)
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De (2.7) :

dTk+1gk+1 =
(
−gk+1 + βDYk+1dk

)
Tgk+1

=
‖gk+1‖2

dTk yk
dTk gk = βDYk+1d

T
k gk

=⇒βDYk+1 =
dTk+1gk+1

dTk gk

Remplaçant ceci dans (3.29), on aura :

‖dk+1‖2

(dTk+1gk+1)2
=

(βDYk+1)
2‖dk‖2

(dTk+1gk+1)2
−

2dTk+1gk+1

(dTk+1gk+1)2
− ‖gk+1‖2

(dTk+1gk+1)2

=
‖dk‖2

(dTk gk)
−
[

1

‖gk+1‖2
+ 2

1

(dTk+1gk+1)
+
‖gk+1‖2

(dTk+1gk+1)2

]
+

1

‖gk+1‖2

=
‖dk‖2

(dTk gk)
−
[

1

‖gk+1‖
+
‖gk+1‖

(dTk+1gk+1)

]2
+

1

‖gk+1‖2

≤ ‖dk‖
2

(dTk gk)
+

1

‖gk+1‖2

d’où

‖dk‖2

(dTk gk)
2
≤ 1

‖gk‖2
+
‖dk−1‖2

(dTk−1gk−1)

≤ 1

‖gk‖2
+

1

‖gk−1‖2
+
‖dk−2‖2

(dTk−2gk−2)

≤
k∑
i=1

1

‖gi‖2

Supposons maintenant que (3.28) n’est pas satisfaite, autrement dit :

∃ω > 0 tq ‖gk‖ > ω; ∀k

On aura :

‖dk‖2

(dTk gk)
2
≤ 1

‖gi‖2
≤ 1

ω2
Σk
i=11 =

1

ω2
k

=⇒
∑
k≥1

(dTk gk)
2

‖dk‖2
≥ ω2Σk≥1

1

k

⇒
∑
k≥1

(dTk gk)
2

‖dk‖2
=∞

ce qui contredit (3.28). Ceci achève la démonstration.
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Chapitre 4
Famille de méthodes du gradient conjugués non
linéaires unifiées

Dans ce chapitre, on va étudier une nouvelle variante de la méthode du gradient
conjugué non linéaires nommée la famille des méthodes du gradient conjugué non
linéaire unifiée [8]. Proposée en 2003 par Dai et Yuan [8], cette classe de méthodes du
gradient conjugué n’est qu’une combinaison convexe des méthodes du gradient conjugué non
linéaire de Fletcher-Reeves et de Dai-Yuan. La convergence globale de cette famille a été
démontré par Dai-Yun [8] , en utilisant la recherche linéaire inexacte de Wolfe.

4.1 Variante de la classe des méthodes du gradient conju-

gué unifiées

Dans ce mémoire on s’intéresse à la résolution des problèmes de minimisation non
linéaire sans contraintes sous la forme suivante :

(P ) : min{f(x) : x ∈ Rn} (4.1)

Où f est une fonction de plusieurs variables à valeur réelle. Dans ce but, les différentes
variantes du gradient conjugué génèrent une suite {xn}n∈N de la façon suivante :

xk+1 = xk + αkdk (4.2)

Où le pas αk ∈ R∗+ est déterminé par une recherche linéaire exacte ou inexacte. Dans notre
travail on va déterminer le pas par la recherche linéaire inexacte de Wolfe.

Les directions dk sont calculées de façon récurrente par les formules suivantes :

dk =

{
−g1 si k = 1

−gk + βkdk−1 si k ≥ 2
(4.3)

où gk = ∇f(xk) où βk ∈ R est donnée par une des variantes du gradient conjugué,citons :
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βFRk =
‖gk‖2

‖gk−1‖2
Gradient conjugué variante Fletcher Reeves (4.4)

βDYk =
‖gk‖2

dTk−1(gk − gk−1)
Gradient conjugué variante de Dai-Yuan (4.5)

En 2003, Y.Dai et Y.Yuan ont unifié ces variantes en une, on notera variante de Dai-Yuan
unifiée où :

βunifk =
φk
φk−1

(4.6)

Où

φk = λ‖gk‖2 + (1− λ)(−gTk dk); λ ∈ [0, 1] (4.7)

Autrement dit

βunifk =
λ‖gk‖2 + (1− λ)(−gTk dk)

λ‖gk−1‖2 + (1− λ)(−gTk−1dk−1)
(4.8)

4.1.1 Hypothèses

Afin d’assurer l’existence du pas de Wolfe, nous imposons les hypothèses suivantes :

Hypothèse 1

Soit f : Rn → R une fonction continûement différentiables dans un voisinage V (Λ) tel que
Λ = {x ∈ Rn : f(x) ≤ f(x1) ; x1 ∈ Rn point initial} et ∇f(x) vérifié la condition de
Lipschitz dans V (Λ), c-à-d, il existe une constante M > 0 telle que

‖∇f(x)−∇f(y)‖ ≤M‖x− y‖ : pour tout x, y ∈ V (Λ) (4.9)

Hypothèse 2

L’ensemble Λ = {x ∈ Rn : f(x) ≤ f(x1)} est borné, i.e , il existe une constante L < ∞ telle
que

‖x‖ ≤ L : ∀x ∈ Λ (4.10)

Si f satisfait à hypothèse1 et hypothèse2, alors il existe une constante positive γ telle que :

‖g(x)‖ ≤ γ, pour tout x ∈ Λ
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4.2 Algorithme de la famille des méthodes du gradient

conjugué non linéaires unifiées

Algorithme 4.1

Etape 0 : (initialisation)

Soit x0 le point de départ, g0 = ∇f(x0), poser d0 = −g0,
poser k = 0 et aller à l’étape 1.

Etape 1 :

si gk = 0 : STOP (x∗ = xk)."Test d’arrêt" si non aller à l’étape 2.
Etape 2 :

Définir xk+1 = xk + αkdk, avec :

αk = min
α>0

f(xk + αdk) (4.11)

dk+1 = −gk+1 + βunifk dk (4.12)

où
βunifk =

λ‖gk‖2 + (1− λ)(−gTk dk)
λ‖gk−1‖2 + (1− λ)(−gTk−1dk−1)

(4.13)

Poser k = k + 1 et aller à l’étape 1.

4.3 Cas particulier de la famille des méthodes du gradient

conjugué non linéaires unifiées

Sachant que la variante de la famille du gradients conjugués non linéaire unifiées
est formée à partir d’une combinaison convexe de la méthode de Flecher-Reeves et la
méthode de Dai-Yuan. Il est évident que ces deux variantes sont des membres de cette
famille. Afin de prouver ceci, nous allons énoncer un lemme dans lequel la variante de la
famille du gradients conjugué non linéaire unifiées peut être écrite sous une autre forme.
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Lemme 4.3.1. [8]
La variante de la classe de méthode du gradient conjugué non linéaire unifiées

βunifk =
φk
φk−1

=
λ‖gk‖2 + (1− λ)(−gTk dk)

λ‖gk−1‖2 + (1− λ)(−gTk−1dk−1)
(4.14)

Où λ ∈ [0, 1], peut être écrite sous la forme suivante

βunifk =
‖gk‖2

λ‖gk−1‖2 + (1− λ)(dTk−1yk−1)
(4.15)

φk = ‖gk‖2
λ‖gk−1‖2 + (1− λ)(−gTk−1dk−1)
λ‖gk−1‖2 + (1− λ)(dTk−1yk−1)

(4.16)

Démonstration. en effet, d’après (4.3) on a

gTk dk = −‖gk‖2 + βkg
T
k dk−1 (4.17)

substituant (4.17) dans (4.7) en aura

gTk dk = −‖gk‖2 +
λ‖gk‖2 + (1− λ)(−gTk dk)

λ‖gk−1‖2 + (1− λ)(−gTk−1dk−1)
gTk dk−1

=
−λ‖gk−1‖2‖gk‖2 − (1− λ)(−gTk−1dk−1)‖gk‖2 +

[
λ‖gk‖2 + (1− λ)(−gTk dk)

]
gTk dk−1

λ‖gk−1‖2 + (1− λ)(−gTk−1dk−1)
(4.18)

d’autre part
yk−1 = gk − gk−1 ⇔ gk−1 = gk − yk−1,

donc, de (4.18)

gTk dk
[
λ‖gk−1‖2 + (1− λ)(−gk + yk−1)dk−1

]
= −λ‖gk−1‖2‖gk‖2 − (1− λ)(−gTk−1dk−1)‖gk‖2 +

[
λ‖gk‖2 + (1− λ)(−gTk dk)

]
gTk dk−1,

de la relation précédente, on a

gTk dk = −‖gk‖2
λ(‖gk−1‖2 − gTk dk−1) + (1− λ)(−gTk−1dk−1)

λ‖gk−1‖2 + (1− λ)(dTk−1yk−1)
(4.19)

donc

gTk dk
[
λ‖gk−1‖2 + (1− λ)dTk−1yk−1

]
= −‖gk‖2

[
λ(‖gk−1‖2 − gTk dk−1) + (1− λ)(−gTk−1dk−1)

]
(4.20)

alors, de (4.20) nous déduisons une forme équivalente de βk

βk =
‖gk‖2

λ‖gk−1‖2 + (1− λ)dTk−1yk−1
(4.21)

Pour obtenir l’expression (4.16) de φk, substituant (4.19) dans (4.7), nous aurons

φk = ‖gk‖2
λ‖gk−1‖2 + (1− λ)(−gTk−1dk−1)
α‖gk−1‖2 + (1− α)dTk−1yk−1

(4.22)
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4.3.1 Méthode de Flecher-Reeves

Rappelons la variante de la méthode de Flecher-Reeves donnée par la formule :

βFRk =
‖gk‖2

‖gk−1‖2
(4.23)

On voit bien que cette variante correspond au cas λ = 1.
En effet, en remplaçant λ par 1 dans la variante de la famille du gradients conjugué non linéaire
unifiées on aura :

βunifk =
‖gk‖2

λ‖gk−1‖2 + (1− λ)(dTk−1yk−1)
=
‖gk‖2

‖gk−1‖2
(4.24)

d’où
βunifk = βFRk =

‖gk‖2

‖gk−1‖2
(4.25)

4.3.2 Méthode de Dai-Yuan

Rappelons la variante de la méthode de Dai-Yuan donnée par la formule :

βDYk =
‖gk‖2

dTk−1yk−1
(4.26)

On voit bien que cette variante correspond au cas λ = 0.
En effet, en remplaçant λ par 0 dans la variante de la famille du gradients conjugué non linéaire
unifiées on aura :

βunifk =
‖gk‖2

λ‖gk−1‖2 + (1− λ)(dTk−1yk−1)
=
‖gk‖2

dTk−1yk−1
(4.27)

d’où
βunifk = βDYk =

‖gk‖2

dTk−1yk−1
(4.28)

4.4 Convergence de la famille des méthodes du gradient

conjugué non linéaire unifiées

Dans cette section nous allons présenter le théorème qui assure la convergence de cette
classe de méthode.

Dans ce but on va citer des lemmes qui seront utilisées dans l’étude de convergence de
la classe des méthodes du gradient conjugué non linéaires unifiées.
Afin de simplifier on note :

tk =
‖dk‖2

φ2
k

(4.29)
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et
rk = −g

T
k dk
φk

(4.30)

Lemme 4.4.1. [6] Supposons que x1 soit un point initial pour lequel l’hypothèse 1 et 2 soient
satisfaite. Considérons une méthode itérative du type (4.2) où dk est une direction de descente
et αk vérifiant les conditions de Wolfe faibles (3.3), (3.4). Alors :

∑
k≥1

(gTk dk)
2

‖dk‖2
<∞ (4.31)

Lemme 4.4.2. [6] Supposons que {ai} et {bi} soient des suites à termes positifs.
Si ∑

k≥1

ak =∞ (4.32)

et pour tout k ≥ 1 on ait :

bk ≤ c1 + c2

k∑
i=1

ai (4.33)

où c1 et c2 sont des constantes positives, alors on a :∑
k≥1

ak
bk

=∞ (4.34)

Lemme 4.4.3. [6] Considérons la fonction unidimensionnelle suivante :

ρ(t) =
a+ bt

c+ dt
; t ∈ R (4.35)

avec a, b, c, d 6= 0 sont des nombres réels donnés. Si

bc− ad > 0 (4.36)

alors ρ(t) est strictement croissante pour t < − c
d
et t > − c

d
. Sinon si

bc− ad < 0 (4.37)

ρ(t) est strictement décroissante pour t < − c
d
et t > − c

d
.

Lemme 4.4.4. [8] Considérons une méthode définie par (4.2), (4.3) où βk est donnée par la
formule (4.14) et tk définie par (4.29). Alors

tk = −2
k∑
i=1

gTi di
φ2
i

−
k∑
i=1

‖gi‖2

φ2
i

. (4.38)

pour tout k ≥ 1.
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Démonstration. – Pour k = 1 la relation (4.38) est satisfaite puisque d1 = g1.
– Pour i ≥ 2 de (4.3) on a :

di + gi = βidi−1 (4.39)

Rendant carré les deux côtés d’équation (4.39), nous obtenons

‖di‖2 = −‖gi‖2 − 2gTi di + β2
i ‖di−1‖2 (4.40)

On divise (4.40) par φ2
i et on applique (4.14) et (4.29) on aura

‖di‖2

φ2
i

= ti = −‖gi‖
2

φ2
i

− 2
gTi di
φ2
i

+
φ2
i

φ2
i−1

‖di−1‖2

φ2
i

= ti−1 − 2
gTi di
φ2
i

− ‖gi‖
2

φ2
i

En additionnant sur i, on aura

tk = t1 − 2
k∑
i=2

gTi di
φ2
i

−
k∑
i=2

‖gi‖2

φ2
i

D’autre part d1 = −g1 et t1 =
‖g1‖2

φ2
1

, la relation précédente est équivalent à (4.38). Ce qui

prouve qu’elle est vraie pour tout k ≥ 1.

Théorème 4.4.1. [8] Supposons que l’hypothèse1 soit vérifiée. Considérons une méthode dé-
finie par (4.2),(4.3) avec βk de la forme (4.14) et rk définie par (4.30). Si pour tout k, dk est
une direction de descente et le pas αk est déterminé par la recherche linéaire de Wolfe (3.3),
(3.4) et si ∑

k≥1

r2k =∞ (4.41)

alors,
lim inf
k−→∞

‖gk‖ =∞ (4.42)

Démonstration. D’après (4.40)

‖di‖2 ≥ −‖gi‖2 − 2gTi di (4.43)

En multipliant le côté droit de l’équation (4.43) par
‖gi‖2

‖gi‖2
on aura

− 2gTi di − ‖gi‖2 ≤
(gTi di)

2

‖gi‖2
(4.44)

Divisons (4.44) par φ2
i et appliquons (4.38) on aura

tk ≤
k∑
i=1

(gTi di)
2

‖gi‖2φ2
i

(4.45)
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de (4.30)

tk ≤
k∑
i=1

r2i
‖gi‖2

(4.46)

Supposons maintenant que

lim inf
k−→∞

‖gk‖ 6= 0 (4.47)

De la formule (4.47), il existe une constante δ > 0 telle que
‖gk‖2 ≥ δ pour tout k. Ainsi de la formule, de (4.46), on tire

tk ≤
1

δ2

k∑
i=1

r2i

En combinant la relation (4.41) dans le lemme (4.2) on obtient

∑
i≥1

r2i
t2i

=
∑
i≥1

(gTi di)
2φ2

i

‖di‖2φ2
i

=
∑
i≥1

(gTi di)
2

‖di‖2
=∞ (4.48)

Les formules (4.48) et (4.38) nous conduise à une contradiction. Donc (4.42) est satisfaite.

Citons le théorème fondamental de convergence de la famille de méthodes du gradient
conjugué non linéaire unifiées avec la recherche linéaire inexacte de Wolfe
Théorème 4.4.2. [8] Supposons que les hypothèses 1 et 2 sont vérifiées. Considérons une
méthode définie par (4.2),(4.3) avec βk de la forme (4.14) et rk définie par (4.30). Si pour tout
k, dk est une direction de descente et le pas αk est déterminé par la règle de Wolfe (3.3), (3.4)

et si ∑
k≥1

‖gk‖2

φ2
k

=∞ (4.49)

alors, nous avons
lim inf
k−→∞

‖gk‖ = 0 (4.50)

Démonstration. D’après (4.29)

tk ≥ 0 ; pour tout

donc, de (4.38)

−2
k∑
i=1

gTi di
φ2
i

≥
k∑
i=1

‖gi‖2

φ2
i

⇔ −4
k∑
i=1

gTi di
φ2
i

≥ 2
k∑
i=1

‖gi‖2

φ2
i

⇔ −4
k∑
i=1

gTi di
φ2
i

−
k∑
i=1

‖gi‖2

φ2
i

≥
k∑
i=1

‖gi‖2

φ2
i

Amira Abadlia 2019/2020 Uni de 08 Mai 1945



35 Chapitre 4. Famille de méthodes du gradient conjugués non linéaires unifiées

de (4.44) on a

4
k∑
i=1

(gTi di)
2

‖gi‖2φ2
i

≥ −4
k∑
i=1

gTi di
φ2
i

−
k∑
i=1

‖gi‖2

φ2
i

≥
k∑
i=1

‖gi‖2

φ2
i

alors, si (4.49) est satisfaite nous avons aussi

∑
k≥1

(gTk dk)
2

‖gk‖2φ2
k

=∞ (4.51)

Puisque (4.45) est satisfaite, d’après (4.51) et le lemme (4.1.1) on obtient

∑
k≥1

(gTk dk)
2

‖dk‖2
≤
∑
k≥1

(gTk dk)
2

‖gk‖2‖dk‖2
=∞

Donc la relation (4.38) est vérifiée et par conséquent (4.50) est satisfaite. Ce qui achève la
démonstration.
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Chapitre 5
Simulations numériques

Dans ce chapitre, on va étudier les performances des méthodes FR, DY et la classe de mé-
thodes du gradient conjugués non linéaires unifiées avec la recherche linéaire de Wolfe forte.
Dans ce but, on va les comparer pour les fonctions TRIDIA et DBVF.
L’algorithme de la recherche linéaire inexacte de Wolfe forte assure que la direction est de
descente.
Dans nos simulations numériques on a limité le nombre des itérations nécessaires dans l’algo-
rithme de la recherche linéaire inexacte de Wolfe forte, et le pas initial est égal à un.
Les paramètres sont donnés : ρ = 0.1, σ = 0.01, β = 0.95 et ε = 0.1 . Tandis que la valeur de λ
est précisée à chaque fois.
Dans le cas où le dénominateur de la variante du gradient conjugué βk est nulle on redémarre
en prenant la direction de la plus profonde pente. Powell a éclairé les bien effets du redémar-
rage dans l’algorithme.
Les programmes sont écrits sous scilab 6.2.0 et exécutés dans un ordinateur Intel PC i5 avec
une mémoire 3.10 GHz et un système Windows sept 64 bits.
Pour chaque test le critère d’arrêt est ‖gk‖ ≤ ε, ou ε = 0.1.

fonction TRIDIA (cute)

Cette fonction teste est définie comme suit :

f(x) = γ(δx1 − 1)2 +
n∑
i=2

(αxi − βxi−1)2, (5.1)

α = 2, β = 1, γ = 1, δ = 1 and x0 = [1, ...1].
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Figure 5.1 – Comparaison des méthodes de FR, DY et DYunif pour la fonction TRIDIA

La figure 5.1 représente une comparaison des méthodes de FR, DY et de DY unifiée, dont
λ prend les valeurs 0.2, 0.3, 0.5 et 0.7. On a exécuté ces méthodes pour la fonction TRIDIA,
en prenant la dimension n = 50, la précision ε = 0.1 et le nombre maximale d’itérations
nmax = 1000. On voit bien que notre cas la classe de méthodes de Dai-Yuan unifiée converge
dans un nombre d’itérations supérieure à celles de FR et DY et que pour le cas où λ = 0.7,
elle diverge.
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39 Chapitre 5. Simulations numériques

Figure 5.2 – Application de la variante de DYunif pour la fonction TRIDIA

La figure montre la convergence de la méthode de DY unifiée pour λ = 0.25 appliquée
à la fonction test TRIDIA pour le cas où n = 50 et ε = 0.1. La convergence se fait avant 800

itérations.
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fonction DBVF (Discrete boundary value)

Cette fonction teste est définie comme suit :

fi(x) = 2xi − xi−1 − xi+1 + h2(xi + ti + 1)3/2 (5.2)

h = 1/(n+ 1), ti = ih, x0 = xn+1 = 0

et x0 = (ξi) where ξi = ti(ti − 1).

Figure 5.3 – Comparaison des méthodes de FR, DY, DYunif pour la fonction DBVF

La figure 5.3 représente une comparaison des méthodes de FR, DY et de DY unifiée, dont
λ prend les valeurs 0.3, 0.5, 0.8 et 0.11. On a exécuté ces méthodes pour la fonction DBVF,
en prenant la dimension n = 50, la précision ε = 0.1 et le nombre maximale d’itérations
nmax = 1000. On voit bien que dans notre cas la classe de méthodes de Dai-Yuan unifiée
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converge dans un nombre d’itérations supérieure à celles de FR et DY et que pour le cas où
λ = 0.8, elle diverge.

Figure 5.4 – Application de la variante de DYunif pour la fonction DBVF

De la figure 5.4 on observe que la méthode de DY unifiée pour λ = 0.25, appliquée à la
fonction test DBVF pour le cas où n = 50 et ε = 0.1 diverge.
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Conclusion .

Conclusion
Dans ce mémoire, on s’intéresse à la méthode du gradient conjugué non-linéaire.

On a étudié les méthodes du gradient conjugué non-linéaires de Fletcher-Reeves, Dai-Yuan
et une nouvelle classe de méthode du gradient conjugué nommée : famille de méthodes de
Dai-Yuan unifiée.
La variante de cette dernière est une combinaison convexe des variantes de FR et DY.
Les algorithmes et les théorèmes qui assurent la convergence des méthodes citées au dessus
sont présentés.
On a terminé notre travail par des simulations numériques sur les fonctions test TRIDIA et
DBFV.
Nos résultats montre que la méthode DY unifiée est moins performante que celles de FR et
DY pour les cas étudiés.
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