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RÉSUMÉ

Nous présentons une étude de premiers principes des propriétés structurales, élas-
tiques, vibrationnelles, thermodynamiques et transition de phase pour les deux alliages
LixNa1−xMgH3 et BaxSr1−xLiH3. L’énergie totale et l’enthalpie de formation ob-
tenues montrent que LixNa1−xMgH3 subit une transition de phase structurale de la
phase orthorhombique Pnma à la phase polaire R3c autour de la concentration x = 0.7.
Sous pression, la phase R3c se transforme en Pnma et les valeurs de la pression de
transition obtenues sont respectivement de 0.32, 1.79 et 4.07 GPa pour x = 0.7, 0.75 et
0.8. Les spectres de phonons calculés pour différentes valeurs de x montrent l’appari-
tion d’un mode doux (B2u) au centre de la zone associé à cette transition de phase. Les
fréquences de phonons au centre de la zone pour les modes Raman-actif et infrarouge
sont prédites pour les deux structures pour différentes concentrations de lithium. Les
constantes élastiques ont été étudiées. La variation des grandeurs thermodynamiques
avec la température pour différentes valeurs de x dans les deux structures est prédite.
La variation des paramètres structuraux, les constantes élastiques, les fréquences des
phonons optiques au centre de la zone de Brillouin, les constantes diélectriques élec-
troniques et statiques, les charges effectives de Born ont été étudiées en fonction de la
concentration en baryum (x) dans l’alliage BaxSr1−xLiH3. Nos résultats indiquent que
toutes ces propriétés suivent une loi quadratique en x. Les valeurs des paramètres de
bowing sont prédites. De plus, les constantes des forces interatomiques longitudinales
de Li − H et H − (Sr\Ba) diminuent avec x tandis que Li − (Sr\Ba) augmentent.
La variation des constantes élastiques et des fréquences de mode acoustique avec la
pression indique qu’il n’y a pas de transition de phase dans la gamme de pression
considérée. La variation des grandeurs thermodynamiques avec la température pour
différentes valeurs de x dans les deux structures est prédite.

Mots-Clés : Calcul ab-initio ; l’alliage ; Transition de phase ; Phonon ; Propriétés
thermodynamiques.



ABSTRACT

First principles calculations have been used to investigate the structural phase tran-
sitions, elastic properties, lattice dynamics and the thermodynamic properties in both
alloys LixNa1−xMgH3 and BaxSr1−xLiH3. Our total energy and formation enthalpy
results show that LixNa1−xMgH3 undergoes a phase transition from the orthorhom-
bic Pnma phase to the polar R3c one at a lithium concentration of x = 0.7. Under
pressure the system in the R3c structure exhibits a phase transition to the Pnma one
and the values of the transition pressure are 0.32, 1.79 and 4.07 GPa for x = 0.7, 0.75
and 0.8, respectively. The calculated phonon dispersion curves for different lithium
concentration show a softening of the B2u mode at the zone center which vanishes at
x = 0.8 in the polar R3c phase confirming the transition of the system from the non
polar Pnma structure to the polar R3c one. The phonon frequencies at the zone center
for the Raman-active and infrared-active modes are predicted for both structures for
different lithium concentrations. The elastic constants were studied as a function of li-
thium concentration. The thermodynamic properties are evaluated from the calculated
phonon spectra and density of states in function of temperature and lithium concentra-
tion in both phases. The variation of the structural parameters, the elastic, the optical
phonon frequencies at the Brillouin zone center, the electronic and static dielectric
constants, the Born effective charges are studied as a function of barium concentration
(x) in the alloy BaxSr1−xLiH3. Our results indicate that all these properties follow a
quadratic law in x and the values of the bowing parameters are predicted. Furthermore,
the longitudinal interatomic force constant of Li−H and H − (Sr\Ba) decrease with
x while Li− (Sr\Ba) increases. The variation of the elastic constants and the acoustic
mode frequencies with pressure indicate that is no phase transition in the pressure
range considered. In addition, we have also used the calculated phonon dispersions at
finite pressure in conjunction with the quasi-harmonic approximation to predict the
temperature and concentration of barium dependence of various quantities such as the
thermal expansion coefficient, the bulk modulus and the heat capacity.

Keywords : Ab-initio calculation ; the alloy ; Phase transition ; Phonon ; Thermo-
dynamic properties.



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 المرنة، البنيوية، دراسة للخصائص الأطروحة هذه في ية أجريناالمبادئ الأولبالاعتماد على 

يبين كلا .  3MgH1-XNaXLi و 3LiH1-xSrxBaالطور للخليطين   الحرارية و انتقال ,الديناميكاالاهتزازية 

  3MgH1-XNaXLiللتكوين المتحصل عليها ان الخليط  الحراري من نتائج الطاقة الاجمالية و المحتوى
  .x = 0.7التركيز  حدود في R3cإلى الطور القطبي  Pnmaطور  من البنيوي الطور انتقال لعملية يخضع

التوالي  هي على عليها المتحصل التحولي الضغط وقيم Pnmaالى الطور  R3cيتحول الطور  تحت الضغط،

 الفو نونات أطياف . تظُهرx = 0.75 و x = 0.7، x = 0.8إلى  بالنسبة باسكال جيغا 4.07و1.79 ،0.32

 هذا. تم الطور بانتقال المرتبطة المنطقة وسط ( في2uB) المرن الوضع مظهر xمن  مختلفة لقيم المحسوبة

 البنيتين لكلا الحمراء تحت والأشعة Raman-active لأنماط المنطقة وسط في تناالفو نو بترددات التنبؤ

 ميكيةالدينا الخصائص تغيرات بدراسة المرنة. قمنا الثوابت دراسة تمت .الليثيوم من مختلفة لتركيزات

 الطورين.  لمختلف بالنسبة وذلك الخليط، في الليثيوم وتركيز الحرارة درجات تغير مع الحرارية

بالنسبة للجزء الثاني من الأطروحة، قمنا بدراسة التغيرات البنيوية والمرونة والاهتزازية والديناميكية 

 خضعت عليها المتحصل النتائج الخليط جميع في الباريوم تركيز تغير مع .3LiH1-xSrxBaالحرارية للخليط  

 والضغط اريومالب تركيز تغير مع الاهتزاز والترددات المرنة الثوابت تغيرات دراسة أثبتت .التربيعي للقانون

 رجاتد تغير مع الحرارية الديناميكية الخصائص تغيرات بدراسة قمنا. الطور لتغيير مؤشر أي يوجد لا انه

 الخليط. في الباريوم وتركيز الحرارة

ة الخصائص الديناميكي ; تالفو نونا ;انتقال الطور ;يط الخل ;المبدأ الأول في الحساب الكلمات المفتاحية: 

 .الحرارية
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INTRODUCTION

L’objectif de ce projet de thèse est d’aboutir à une étude de premiers principes des
matériaux de structure pérovskite, c’est à dire sans apport explicite de l’expérience.
Nous avons consacré une attention particulière à l’investigation des différentes proprié-
tés des hydrures à structure pérovskite de type ABH3 où A et B sont des métaux
alcalins ou alcalino-terreux. L’intérêt particulier accordé à ces matériaux est fortement
motivé par leur grande capacité de stockage d’hydrogène [1–5].

La première application que nous allons mettre en œuvre dans le cadre de ce pro-
jet est une étude de l’effet de la substitution de l’atome de Sodium Na par l’atome
de Lithium Li sur les propriétés physiques, dans l’hydrure ternaire de type pérovskite
NaMgH3 [6–18]. La seconde application est l’effet de la présence de Baryum Ba dans
l’hydrure ternaire de type pérovskite SrLiH3, sur les propriétés physiques des maté-
riaux [19–23]. Pour ce faire, nous avons utilisé le développement de la réponse à une
déformation, au déplacement atomique et à la perturbation du champ électrique, dans
le cadre de la théorie de perturbation de la fonctionnelle de la densité (DFPT) [63–66].
Nous effectuons ce développement dans l’approche pseudo-potentiel [28]. La mise en
œuvre a été réalisée dans le code de calcul ABINIT [29,30].

Les matériaux possédants une structure pérovskite suscitent un grand intérêt en
raison de leurs propriétés électriques et magnétiques ce qui rendent les pérovskites très
utiles dans différentes applications technologiques [31]. La structure pérovskite est la
structure adoptée par le minéral du même nom, CaTiO3, mais le terme pérovskite
désigne, aujourd’hui, un ensemble de composés possédant tous un même arrangement
atomique ABX3, où A étant le cation le plus gros, B étant le cation le plus petit et
X l’anion [32]. La structure pérovskite idéale est décrite par une maille cubique de
groupe d’espace Pm3̄m où les atomes A, les cations de plus grande taille, occupent les
sommets du cube, les atomes B, de plus petite taille, occupent le centre du cube, et
les atomes X aux centres des faces du cube.

Une des sources d’énergie qui répondent en majeur partie à la demande d’éner-

1
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gie primaire dans le monde est les carburants fossiles (pétrole, charbon) qui sont de
plus en plus épuisés à cause de la demande sans cesse de ses hydrocarbures. A cette
préoccupation d’épuisement des réserves, s’ajoute le souci environnemental, tels que
l’échauffement global, l’épuisement de la couche d’ozone, la pollution, etc. Pour cela de
vraies solutions devront être proposées afin de trouver d’autres alternatives aux énergies
provisoires [33, 34]. De ce fait l’hydrogène, comme vecteur énergétique, se positionne
comme le meilleur élément de futur pour surmonter les problèmes rencontrés [35].
L’hydrogène est l’un des vecteurs énergétiques qui s’impose comme source propre et
inépuisable [36,37].

Le stockage de l’hydrogène est au centre d’une recherche intense. Il y a trois mé-
thodes de stockage de l’hydrogène, ces méthodes de stockage sont basées sur la com-
pression et la liquéfaction : stockage de l’hydrogène gazeux, stockage sous forme liquide
et la troisième alternative, qui est très prometteuse consiste à stocker l’hydrogène sous
formes d’hydrures solides offrant un stockage sécurisé, réversible avec un rendement
énergétique excellent [38–40]. Par exemple, NaMgH3 a attiré une attention considé-
rable en raison de sa forte densité gravimétrique et volumétrique (6 wt% et 88 kg/m3,
respectivement), ainsi que hydruration réversible et les propriétés de la déshydruration.

La substitution de Na par Li dans NaMgH3 devrait être avantageuse pour la capa-
cité de stockage d’hydrogène du matériau d’origine. Ceci est dû au fait que (i) la masse
la plus légère de Li par rapport à Na conduirait à une amélioration de la quantité
d’hydrogène par masse d’hydrure et (ii) la stabilité plus faible de la pérovskite de Li
produit une température de désorption d’hydrogène plus basse.

Les travaux de recherche présentés dans cette thèse, sont (i) la transition de phase
structurelle de LixNa1−xMgH3 causée par la substitution de Na par Li. En outre,
une étude approfondie de la dynamique du réseau est réalisée en utilisant la méthode
des premiers principes, et l’effet de la pression hydrostatique. (ii) la dynamique du
réseau de l’alliage BaxSr1−xLiH3 en fonction de la concentration de baryum (x). À
partir des spectres et des densités de phonons calculés et en utilisant l’approximation
quasi-harmonique, la dépendance à la température, à la pression et à la concentration
de diverses quantités telles que la capacité thermique, le coefficient de dilatation ther-
mique et le module de compressibilité sont prédites.

Le présent manuscrit est organisé de la manière suivante : Le premier chapitre
est consacré à la présentation de tous les formalismes utilisés dans le développement
théorique de la théorie de la fonctionnelle de la densité (DFT), qui permet de calculer
l’énergie de l’état fondamental. Le deuxième chapitre présente les développements de
l’approche pseudo-potentiel, qui apporte une meilleure précision, sur les spécificités de
la réponse à une déformation, au déplacement atomique et à la perturbation du champ
électrique. Dans le troisième chapitre, la théorie de perturbation de la fonctionnelle
de la densité (DFPT), donnant accès aux fonctions de réponse. Le dernier chapitre
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est consacré à la mise en œuvre pratique de l’approche théorique développée au cours
de ce projet de thèse, les résultats obtenus ainsi que leurs interprétations. Au final,
l’ensemble des résultats est résumé dans la conclusion.



CHAPITRE 1

THÉORIE DE LA FONCTIONNELLE DE LA DENSITE

1.1 Introduction
Parmi les approches théoriques permettant de décrire le comportement des maté-

riaux, l’approche ab initio [41,42]. En physique de la matière condensée, une méthode
ab initio est fondée sur les premiers principes de la physique, en particulier ceux de la
mécanique quantique. Dont la majorité de ces méthodes ab initio [43] est basée sur la
théorie de la fonctionnelle de la densité (DFT).

Dans ce chapitre, nous présentons brièvement les concepts fondamentaux de la
(DFT), qui trouve ses origines dans le modèle développé par Thomas [44] et Fermi [45],
qui ont introduit l’idée d’écrire l’énergie totale d’un système comme une fonctionnelle
de la densité totale des électrons. Cette idée suivie par un travail purement théorique
dû à Hohenderg et Kohn [46], qui ont donné la formulation d’une nouvelle théorie.
Kohn et Sham [47] ont proposé ensuite une méthode exacte pour obtenir la densité et
l’énergie d’un système pour un potentiel externe donné.

1.2 L’approche ab initio
Dans le contexte de la mécanique quantique, les méthodes ab initio font référence à

un ensemble d’approches numériques se basant sur l’évaluation de l’équation de Schrö-
dinger.

Considérons un système matériel constitué de N électrons positionnés en {~ri}, et
M noyaux atomiques positionnés en { ~RJ}, l’équation de Schrödinger dépendante du
temps est donnée par :

Ĥψ
(
{ ~RJ}, {~ri}, t

)
= i~

∂

∂t
ψ

(
{ ~RJ}, {~ri}, t

)
(1.1)

4
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où H est l’opérateur Hamiltonien du système {M noyaux+N électrons}.

La résolution de l’équation (1.1) est très difficile car elle comporte un grand nombre
de degrés de liberté, mais on peut les réduire en s’intéressant dans un premier temps,
à l’état fondamental du système. Celui-ci est obtenu en résolvant l’équation de Schrö-
dinger indépendante du temps :

[
T̂n + T̂e + ˆVn,e + ˆVe,e + ˆVn,n

]
ψ

(
{ ~RJ}, {~ri}

)
= Eψ

(
{ ~RJ}, {~ri}

)
(1.2)

avec E est l’énergie de l’état fondamental décrite par ψ
(
{ ~RJ}, {~ri}

)
, et les termes(

T̂n, T̂e, ˆVn,e, ˆVe,e, ˆVn,n

)
correspondent respectivement aux termes suivants :

♦ Energie cinétique des M noyaux de masse Mn

T̂n =
M∑
J

−
~2∇2

~RJ

2Mn

(1.3)

♦ Energie cinétique des N électrons de masse me

T̂e =
N∑
i

−~
2∇2

~ri

2me

(1.4)

♦ Interaction coulombienne attractive noyaux-électron

ˆVn,e = −
∑
i,J

e2ZJ

|~ri − ~RJ |
(1.5)

♦ Interaction coulombienne répulsive électron-électron

ˆVe,e =
1

2

∑

i6=j

e2

|~ri − ~rj| (1.6)

♦ Interaction coulombienne répulsive noyaux-noyaux

ˆVn,n =
1

2

∑

I 6=J

e2ZIZJ

| ~RI − ~RJ |
(1.7)

Il existe des solutions analytiques de cette équation pour quelques systèmes très simples
et des solutions numériques exactes pour un nombre extrêmement réduit d’atomes et
des molécules. Mais malheureusement, la résolution de cette équation devient de plus
en plus difficile lorsque le nombre de particules augmente et pratiquement impossible
pour un solide (le nombre de particule est de l’ordre de 1024). Cette difficulté nous
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oblige à passer par des approximations.

L’approximation de Born-Oppenheimer [48], offrant la possibilité de traiter séparé-
ment les électrons et les noyaux d’un système réel dans les calculs ab initio, s’appuie sur
l’importante différence de masse entre les électrons et les noyaux

(
me

Mn
= 1

1830

)
. Cette

observation implique que les noyaux sont caractérisés par des mouvements beaucoup
plus lents que les déplacements concernant les électrons du système, cela signifie que
l’échelle de temps associée aux excitations électroniques, est usuellement plus petite
que celle caractérisant les ions.

Par conséquent, on découple le mouvement des électrons de celui des noyaux, qui se
déplacent plus lentement, en les considérant comme fixes. Grâce à cette approximation,
nous allons dans la suite nous intéresser seulement aux quantités électroniques.

La fonction d’onde totale du système peut, dans ce cas, être écrite comme le produit
d’une fonction d’onde décrivant les noyaux χ

(
~R
)
, et d’une autre fonction d’onde dé-

crivant les électrons et ne dépendant que de façon paramétrique des positions ioniques
ϕR (~r) :

ψR

(
~R,~r

)
= χ

(
~R
)

ϕR (~r) (1.8)

Dans cette approximation, la résolution de l’équation de Schrödinger revient à calculer
les énergies électroniques pour des positions nucléaires fixées : les noyaux sont privés
de leur statut dynamique, et sont réduits à une charge positive qui est devenue externe
au nuage électronique. Le problème à (N + M) corps a été simplifié dans la mesure où
les seules particules à considérer sont désormais les N électrons chargés négativement
et se déplaçant dans le potentiel maintenant externe des noyaux.

Dans le cadre de cette approximation, le terme d’énergie cinétique nucléaire s’annule(
T̂n = 0

)
, la corrélation dans l’énergie potentielle attractive électron-noyaux est élimi-

née et le terme d’énergie potentiel de répulsion noyau-noyau devient une constante. On
a alors à résoudre l’équation de Schrödinger électronique suivante :

[
N∑
i

−~
2∇2

~ri

2me

+
1

2

∑

i6=j

e2

|~ri − ~rj| −
∑
i,J

e2ZJ

|~ri − ~RJ |

]
ϕR (~r) = EϕR (~r) (1.9)

la nouvelle fonction d’onde ϕR(~r) du système dépend des coordonnées de tous les élec-
trons et ne peut pas être découplée en contributions à une seule particule en raison
de leur interaction mutuelle de sorte que le problème est trop complexe. En raison de
cette difficulté, des approximations supplémentaires sont requises pour réaliser de façon
effective la résolution de l’équation de Schrödinger pour les matériaux réels.

En 1928, Hartree [49] a proposé une approximation qui considère les électrons
comme indépendants, chacun d’eux évolua dans un potentiel effectif généré par les
noyaux et les autres électrons. A chaque électron correspond une orbitale, et la fonction
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d’onde totale ϕ (r1, r2.....rN), est représentée comme le produit des fonctions d’ondes
individuelles de toute les particules constituant le système, orthogonales entre elles :

ϕ (~r1, ~r2, ....., ~rN) = ϕ1 (~r1) ϕ2 (~r2) .....ϕN ( ~rN) (1.10)

puis, on minimise l’énergie du système dans l’équation (1.9) par rapport à la
variation des fonctions (ϕi), ce qui donne une équation de Schrödinger effective pour
chaque (ϕi) :

[
−~

2∇2
~ri

2me

+ e2
∑

i6=j

∫ | ϕj (~r) |2
|~ri − ~r| d~r −

∑
J

e2ZJ

|~ri − ~RJ |

]
ϕi (~ri) = Eϕi (~ri) (1.11)

Dans cette théorie de champ moyen, le mouvement des électrons est supposé non cor-
rélé.

En 1930, Fock [50] a montré que la fonction d’onde de Hartree (1.10) viole le principe
d’exclusion de Pauli parce qu’elle n’est pas antisymétrique par rapport à l’échange de
deux particules quelconques. Il a proposé de corriger ce défaut en remplaçant la fonction
d’onde par un déterminant de Slater [51] formé par les fonctions d’onde monoélectro-
niques qui est antisymétrique par rapport à l’échange.

ϕ ({~ri}) =
1√
N !




ϕ1(~r1) ϕ1(~r2) · · · ϕ1( ~rN)

ϕ2(~r1) ϕ2(~r2) · · · ...
...

... . . . ...
ϕN(~r1) · · · · · · ϕN( ~rN)


 (1.12)

on obtient ainsi les équations de Hartree-Fock :
[
−~

2∇2
~ri

2me

+ e2
∑

i 6=j

∫ | ϕj (~r) |2
|~ri − ~r| d~r −

∑
J

e2ZJ

|~ri − ~RJ |

]
ϕi (~ri)−e2

∑
j

∫
ϕ∗j (~r) ϕj (~ri) ϕi (~r)

|~ri − ~rj| = Eϕi (~ri)

(1.13)
Le dernier terme de cette équation (1.13) est le terme d’échange.
Malgré que cette approximation introduise le terme d’échange, les effets de corréla-
tion entre les électrons, reste toujours sous-estimé. L’objectif de l’approximation de
Hartree-Fock [50] est d’aboutir à une solution numérique exacte de l’équation de
Schrödinger. Malheureusement, le nombre de configurations augmente très rapidement
avec le nombre d’électrons mis en jeu, ce qui limite la portée de ces calculs à de tous
petits systèmes.

1.3 Théorie de la fonctionnelle de la densité
La théorie de la fonctionnelle de la densité s’est donnée pour but de calculer l’énergie

totale, non pas en utilisant la fonction d’onde ϕ (~r), mais comme fonctionnelle de la



1.3. THÉORIE DE LA FONCTIONNELLE DE LA DENSITÉ 8

densité ρ(~r). Dans le formalisme de la DFT, l’utilisation de la densité de charge comme
fonction principale permet de reformuler le problème de la résolution de l’équation de
Schrödinger électronique, elle fournit une simplification conceptuelle considérable de
ce problème, étant donné qu’elle réduit le nombre de degrés de liberté de 3N à N.

1.3.1 Théorèmes de Hohenberg et Kohn

La théorie de la fonctionnelle de densité se base sur deux théorèmes énoncés par
Hohenberg et Kohn en 1964 [43,46] :

– Théorème 1 : L’énergie de l’état fondamental d’un système à plusieurs élec-
trons dans un potentiel externe Vext est une fonctionnelle unique de la densité
électronique ρ(~r).

E = E[ρ(~r)] (1.14)

Donc, l’énergie fondamentale d’un système peut s’écrire :

E[ρ(~r)] = FHK [ρ(~r)] +

∫
Vextρ(~r)d~r (1.15)

où FHK [ρ(~r)] est une fonctionnelle universelle de ρ(~r), ne dépend pas du potentiel
externe Vext qui agit sur le système. Le terme

∫
Vextρ(~r)d~r représente l’interaction

noyaux - électrons.
– Théorème 2 : L’énergie totale du système E[ρ(~r)] attient sa valeur minimale

selon les variations de ρ(~r) quand la densité atteint la valeur de l’état fondamental.

E0 = minE[ρ(~r)] (1.16)

ce qui constitue le principe variationnel de cette approche.
La valeur minimale de E[ρ(~r)] est l’énergie de l’état fondamental, La densité qui

conduit à cette énergie est la densité exacte de l’état fondamental.

Malheureusement, la fonctionnelle universelle, FHK [ρ(~r)], n’est pas connue en pra-
tique et, de manière à transformer cette relation en un outil utile. Les théorèmes de
Hohenberg-Kohn ont donc juste permis de voir le problème sous un autre angle, mais
ne donnent pas de méthode explicite de résolution. L’approche de Kohn-Sham [47]
va reprendre ces idées et reformuler la théorie sous une forme permettant d’envisager
certaines approximations.

1.3.2 Équations de Kohn et Sham

En 1965, Kohn et Sham considèrent un système fictif de particules sans interaction,
supposant ainsi que ce système a la même densité que le système réel [47]. Ils ont réécrit
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la fonctionnelle de Hohenberg-Kohn (1.15) à partir d’un système fictif de N électrons
indépendants :

E[ρ(~r)] = T ∗[ρ(~r)] +

∫
ρ(~r)Vion(~r)d~r +

1

2

∫ ∫
ρ(~r)ρ(~r′)

|~r − ~r′| d~rd~r′ + Exc[ρ(~r)] (1.17)

Le premier terme est l’énergie cinétique du gaz d’électrons sans interaction. Le second
terme est l’énergie d’interaction électron-noyau exercé par le potentiel extérieur Vext(~r)
et le troisième terme représente l’interaction coulombienne entre les distributions totales
des charges en ~r et ~r′, l’énergie de Hartree VH . Le dernier terme est l’énergie d’échange
et corrélation, qui contient toutes les différences entre le système fictif non interactif et
le système réel interactif.
L’application du principe variationnel à l’énergie E[ρ(~r)] donne :

δT ∗[ρ(~r)]

δ[ρ(~r)]
+ Vext(~r)d~r +

∫
ρ(~r)

|~r − ~r′|d
~r′ + Vxc[ρ(~r)] = µ (1.18)

où le potentiel d’échange corrélation Vxc[ρ(~r)] est la dérivée fonctionnelle de l’énergie
d’échange et corrélation :

Vxc[ρ(~r)] =
δExc[ρ(~r)]

δρ(~r)
(1.19)

et µ le multiplicateur de Lagrange qui assure la conservation du nombre d’électrons.
Cette expression est identique à celle d’électrons indépendants soumis à un potentiel
externe effectif :

δT ∗[ρ(~r)]

δ[ρ(~r)]
+ Veff (~r) = µ (1.20)

où le potentiel de Kohn-Sham Veff est :

Veff (~r) = Vext(~r)d~r +

∫
ρ(~r)

|~r − ~r′|d
~r′ + Vxc[ρ(~r)] (1.21)

L’introduction du produit tensoriel d’orbitales sous forme d’un déterminant de Slater
permet la résolution de l’équation de Kohn-Sham mono-particule :

[−~
2

2

∇2~ri

me

+ Veff (~r)]ϕi(~r) = εiϕi(~r) (1.22)

où les ϕi sont les orbitales mono-électroniques de Kohn-Sham et les Ei leurs énergies.
Au final, la densité électronique de l’état fondamental s’écrit :

ρ(~r) =
N∑

i=1

|ϕi(~r)|2 (1.23)

L’équation (1.22) probablement la plus importante de la théorie de la fonctionnelle
de la densité. Elle nous dit que le mouvement des électrons en interaction peut être
traité exactement comme un système de particules indépendantes, mais pour que la
DFT et les équations de Kohn-Sham deviennent utilisables dans la pratique, on a
besoin de proposer une formulation de Exc[ρ(~r)] et pour cela, on est obligé de passer
par des approximations.
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1.4 Potentiel d’échange et corrélation

1.4.1 Approximation de la densité locale

En 1965, Kohn -Sham [47] proposaient l’approximation de la densité locale (LDA).
Cette méthode est basée sur l’utilisation du modèle du gaz uniforme d’électrons où
la densité électronique est constante dans tout l’espace, ce qui revient à négliger les
effets des variations de la densité. Elle postule qu’en chaque point (~r) d’une distribution
électronique inhomogène où la densité est ρ(~r), les valeurs de Exc[ρ(~r)] et de εxc[ρ(~r)] se
comportent identiquement au gaz uniforme d’électrons. Dès lors, la densité électronique
au voisinage de (~r) est remplacée par une densité électronique constante qui a la même
valeur qu’en (~r). Cependant, cette densité électronique est différente en tout point de
l’espace. L’énergie d’échange et de corrélation s’exprime comme suit :

Exc[ρ(~r)] =

∫
ρ(~r)εxc[ρ(~r)]d~r (1.24)

dans laquelle εxc[ρ(~r)] représente l’énergie d’échange-corrélation par électron dans un
système d’électrons en interaction mutuelle de densité uniforme ρ(~r). En d’autres, dans
l’approximation LDA, le potentiel d’échange-corrélation prend la forme :

V LDA
xc (~r) = εxc[ρ(~r)] + ρ(~r)

δεxc[ρ(~r)]

δρ(~r)
(1.25)

Le traitement de l’énergie d’échange-corrélation à partir de la fonctionne LDA relati-
vement bien dans le cas des métaux pour lesquels la densité est fortement uniforme.

1.4.2 Approximation du Gradient Généralisé

Une première étape réalisé dans l’objectif d’améliorer le traitement de l’énergie
d’change- corrélation consiste à rendre la fonctionnelle Exc[ρ(~r)] dépendante non seule-
ment de la densité électronique mais également de son gradient, |∇ρ(~r)|. Grâce à cette
modification, la fonctionnelle Exc[ρ(~r)] rend compte du caractère non uniforme du gaz
d’électrons, et elle soit de la forme [52] :

Exc[ρ(~r)] =

∫
ρ(~r)εxc [ρ(~r), |∇ρ(~r)|] d~r (1.26)

L’utilisation d’une fonctionnelle de type GGA permet en effet d’accroître de façon
significative la précision des calculs comparativement à la description fournie par le
LDA .

1.5 Résolution des équations de Kohn et Sham
Une fois la fonctionnelle d’échange-corrélation choisie, on dispose d’une procédure

autocohérente qui nous permet de trouver l’état fondamental du système, tel qu’il est
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illustré à la figure(1.1). La procédure débute par la définition d’une densité de départ
ρin correspondant à une géométrie déterminée des noyaux. Généralement, la densité
cristalline initiale est construite à partir d’une superposition de densités atomiques :

ρin = ρcristal =
∑
at

ρat (1.27)

cette densité nous permet de construire le potentiel coulombien Vc à partir de l’équation
de Poisson.

∇2VC(~r) = 4πρ(~r) (1.28)

Ce potentiel coulombien correspond à la somme du potentiel de Hartree VH et du poten-
tiel nucléaire Vext. Le potentiel effectif est alors obtenu en sommant cette contribution
coulombienne VC au terme d’échange et corrélation Vxc. L’équation de Kohn-Sham
mono-particule est alors résolue, lorsque les éléments de la matrice hamiltonienne et
de recouvrement ont été calculés, les valeurs propres et les vecteurs propres sont déter-
minés à partir de la diagonalisation de la matrice :

∑
j

(Hkj − εiSkj)aij = 0 (1.29)

où
Hkj =

∫
φ∗k(~r)[−

~2

2

∇2

me

+ Veff (~r)]φj(~r)d
3(~r) (1.30)

est la matrice hamiltonienne et

Skj =

∫
φ∗k(~r)φj(~r)d

3(~r) (1.31)

Les orbitales de Kohn-Sham ϕi est étendu en termes de fonctions de base φj

ϕi(~r) =
∑

j

aijφj(~r) (1.32)

où aij sont les coefficients d’expansion.
Les vecteurs propres ainsi obtenus sont les orbitales ϕi de Kohn-Sham, à partir des-
quelles on détermine une nouvelle densité électronique ρout qu’on utilise pour recom-
mencer le cycle jusqu’à ce que l’énergie ne change plus ou que la densité soit stable.

ρout(~r) =
∑

occupes

|ϕi(~r)|2 (1.33)

Lorsque la convergence est atteinte la procédure de converge, quand la différence (ρout−
ρin) est inférieure à la précision imposée, la densité de charge obtenué correspond à
l’énergie de l’état fondement du système considéré.
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Déterminer Ef

Calculer V(r)

Calculer ρout

StopOuiNon

boucle sur K

Mélanger ρin et ρout Converge ?

ρin

Résolution des équations de Kohn-Sham boucle sur K

Fig. 1.1: Cycle des calculs SCF pour la résolution des equations de Kohn-Sham



CHAPITRE 2

MÉTHODES DE CALCUL

2.1 Introduction
Aujourd’hui, il existe plusieurs méthodes qui peuvent résoudre les équations de

Kohn-Sham appliquées pour les solides. Leur point commun est la résolution des trois
équations de la DFT de façon autocohérente, leurs spécificités respectives se situent
au niveau de la façon de représenter le potentiel, la densité électronique et surtout les
orbitales monoélectroniques de Kohn-Sham. Ces méthodes se différent aussi dans leurs
vitesses de calcul, la précision et leurs applications.

Dans ce chapitre, on présente la méthode utilisée dans cette thése pour résoudre
en pratique les équations de la DFT. La méthode principale est basée sur la propriété
de symétrie par translation propre aux systèmes périodiques, sa conséquence naturelle
étant l’utilisation des ondes planes comme base d’expansion pour la fonction d’onde.
On explicite l’expression de l’énergie totale dans cette base après avoir résolu la question
de l’interaction électron-noyau en utilisant l’approche pseudo-potentiel [53–55].

2.2 Théorème de Bloch et bases d’ondes planes
La description des réseaux cristallins est basée sur l’hypothèse que les atomes

adoptent leurs positions d’équilibre et forment une structure qui se répète périodi-
quement dans les trois directions de l’espace et d’une façon infinie [56]. En termes
mathématique, cette définition d’un réseau cristallin impose :

Veff (~r) = Veff (~r + ~R) (2.1)

avec :
~R = n1~a1 + n2~a2 + n3~a3 (2.2)

13
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Où ~R est un vecteur de translation du réseau direct. Leur étude pourra donc se limiter
à l’exploration d’une zone réduite de l’espace : la maille élémentaire définie par les
vecteurs ~a1, ~a2, et ~a3.
Le potentiel effectif a la périodicité du cristal et peut être exprimé comme une série de
Fourier, et donc le passage de l’espace direct à l’espace réciproque :

Veff (~r) =
∑
m

Veff (~Gm)e(i ~Gm.~r) (2.3)

Où ~Gm représente un vecteur du réseau réciproque. Cette propriété d’invariance par
symétrie de translation se traduit au niveau des fonctions d’onde par le théorème de
Bloch.

Le théorème de Bloch [57] énonce que la fonction d’onde d’un électron dans un
potentiel périodique est le produit d’une onde plane et d’une fonction périodique ui de
même périodicité que le potentiel cristallin :

ϕi(~r) = ui(~r)e
(i ~K.~r) (2.4)

Où ~K est un vecteur d’onde de la première zone de Brillouin du potentiel périodique
et la fonction ui(~r) a la périodicité du réseau cristallin, c’est-à-dire :

ui(~r) = ui(~r + ~R) (2.5)

La fonction ui peut ensuite être décomposée par transformée de Fourrier sur une base
d’ondes planes de vecteurs d’ondes ~G, et telle que :

ui(~r) =
∑

~G

aie
(i ~G.~r) (2.6)

En remplaçant par cette expression dans l’équation (2.4) on obtient la fonction
d’onde mono-électronique écrite comme une somme d’ondes planes [55] :

ϕi(~r) =
∑

~G

aie
{i( ~K+ ~G).~r} (2.7)

Lorsque on utilise une base non locale, comme par exemple les ondes planes, pour
représenter les fonctions d’onde électroniques ; il peut être difficile de traiter numéri-
quement certaines quantités liées aux atomes. En effet, l’orthogonalité des fonctions
d’onde dans les régions proches des noyaux atomiques rend leur description très coû-
teuse (en termes de nombre d’éléments de base) si la base n’est pas liée aux positions
atomiques.
Pour représenter les fortes variations de densité électronique dans le voisinage immédiat
des noyaux, il est nécessaire d’utiliser un grand nombre d’ondes planes. Cet inconvé-
nient est d’autant plus prononcé lorsque l’on se situe dans la fin de la classification
périodique ; par exemple, les matériaux tels que les actinides sont très difficiles à mo-
déliser avec des bases non locales.
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C’est pourquoi la DFT à base d’ondes planes ne s’applique que dans le formalisme des
"pseudo-potentiels". Il s’agit d’"adoucir" les fonctions d’onde dans les régions à fortes
oscillations.

2.3 Méthode des pseudo-potentiels
Cette méthode repose sur l’hypothèse que les électrons proches du noyau sont for-

tement liés à celui-ci. De plus, dans de nombreux cas, ils ne participent pas à la liaison
chimique. On peut dès lors supposer que ces électrons, dit "de cœur", ne sont que peu
affectés par l’environnement et sont donc équivalents à ceux dans l’atome isolé : c’est
l’approximation de cœur gelé. En termes de densité, cela revient à supposer :

ρ(~r) = ρcoeur(~r) + ρvalence(~r) (2.8)

Il faut souligner que cette séparation entre électrons de cœur et électrons de valence
n’est pas toujours très claire : tout dépend de l’atome, de son environnement et du
degré d’approximation considéré [55].

Les électrons de cœur sont considérés comme "inactifs", leur potentiel associé à
celui des noyaux est remplacé par un potentiel effectif, appelé "pseudo-potentiel", qui
ne va interagir qu’avec les électrons de valence. Ce potentiel, dans une région proche du
noyau, est choisi de manière à faciliter son développement sur la base d’ondes planes.
Dans la zone éloignée du noyau, le pseudo-potentiel est égal au potentiel atomique de
l’ion formé par le noyau et les électrons de cœur.

En plus de cette séparation entre électrons de cœur et de valence, la méthode des
pseudo-potentiel consiste ainsi à remplacer, dans l’Hamiltonien des électrons de valence,
le potentiel extérieur dû aux ions par un pseudo-potentiel ; qui donne lieu aux mêmes
fonctions d’ondes de valence au-delà d’un certain rayon de coupure rc. Cependant,
en dessous de cette distance, les fonctions d’onde sont remplacées par les pseudo-
fonctions plus douces que les fonctions d’onde réelles. Le tracé des pseudo-fonctions
d’onde et le pseudo-potentiel comparé avec le potentiel réel et la fonction d’one exacte
est schématisé dans la figure (2.1).

En résumé, l’utilisation d’un pseudo-potentiel permet de diminuer fortement le
nombre d’ondes planes nécessaires pour traiter un système périodique.

2.3.1 Pseudo-potentiels utilisés

Un pseudo-potentiel valide doit être doux, transférable et la densité de la pseudo-
charge doit reproduire la densité de charge de valence précisément aussi précisément
que possible. Le terme doux signifie que le développement des pseudo-fonctions d’ondes
de valence doit se faire en utilisant peu d’ondes planes. La transférabilité est liée à la
reproduction par un pseudo-potentiel construit à partir d’états atomiques pour être
utilisé dans un solide.
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Fig. 2.1: Principe du pseudo-potentiel.

Plus le rayon de coupure rc est petit, plus l’intervalle de concordance entre le pseudo-
potentiel et le potentiel réel est grand mais plus le nombre d’ondes planes nécessaires
est important. Le choix d’un rayon de coupure faible augmentera la transférabilité du
pseudo-potentiel c’est-à-dire sa capacité à rester le plus efficace possible dans un large
domaine d’application.

Il existe plusieurs formalismes de pseudo-potentiels qui diffèrent de par la conser-
vation ou non de la charge dans la région de cœur. On citera en particulier ces pseudo-
potentiels :

– Les pseudo-potentiels à norme conservée introduits par Hamann et al. [58]
– les pseudo-potentiels "dual-space Gaussians" introduit par Goedecker et al. [59,

60]
– les pseudo-potentiels "ultra-doux" introduits par Venderbilt. [61]
– les pseudo-potentiels PAW (Projector AugmentedWave) introduits par Blöchl. [?]
Dans ce travail, nous avons utilisé des pseudo-potentiels à norme conservée. Cette

approche a été développée par Hamann, Schlüter et Chiang [58]. Dans le concept de
conservation de norme, les pseudo-potentiels sont construits de manière à être égaux
aux fonctions d’ondes réelles en dehors d’un certain rayon de cœur, rc. Pour r < rc,
les pseudo-fonctions d’ondes diffèrent des fonctions d’ondes réelles, mais leurs normes
sont imposées comme identiques, comme le montre l’équation suivante :

∫ rc

0

dr r2ϕPs∗(r)ϕPs(r) =

∫ rc

0

dr r2ϕ∗(r)ϕ(r) (2.9)

Il faut noter que la fonction d’onde et la valeur propre associée sont variables en fonc-
tion du moment angulaire l, ce qui signifie que le pseudo-potentiel devrait dépendre
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de l. Ce type de pseudo-potentiels est dit "semi-local". Un V Ps(r) étant généré pour
chaque valeur de l, et doit pour une configuration électronique donnée satisfaire les
critères suivants :

– Les énergies propres obtenues par un calcul tous-électrons (εTe) et les pseudo-
énergies (εPs) sont identiques :

εPs = εTe (2.10)

– Les pseudo-fonctions d’onde et les fonctions d’onde tous-électrons sont identiques
au-delà d’un rayon de cœur rc choisi :

ϕPs(r) = ϕTe(r) ∀r > rc (2.11)

La méthode des pseudo-potentiels est mise en œuvre avec succès pour de nombreuses
applications. Cependant, l’absence de traitement correct des nœuds des fonctions d’onde
la rend imprécise dans beaucoup de situations et peu transférable d’un système phy-
sique à l’autre.



CHAPITRE 3

THÉORIE DE LA DYNAMIQUE DU RÉSEAU
CRISTALLIN

3.1 Introduction
Le premier chapitre est consacré à la présentation de tous les formalismes utilisés

dans le développement de la théorie de la fonctionnelle de la densité (DFT), qui permet
de calculer l’énergie de l’état fondamental. Dans ce chapitre, on présente la méthode
utilisée pour déterminer la réponse au déplacement atomique, à la déformation de la
maille et à la perturbation due au champ électrique. Cette méthode est basée sur une
extension perturbative de la (DFT), la théorie de perturbation de la fonctionnelle de
la densité (DFPT).

Les fonctions de réponse sont calculées en déterminant la variation de l’énergie suite
à une perturbation, et plus précisément sa dérivée par rapport à cette perturbation. La
(DFPT) permet de calculer les fonctions de réponse du système directement à partir des
dérivées des fonctions d’onde des particules considérées, elle repose sur une dérivation
analytique des équations de la mécanique quantique appliquées dans le cadre de la
(DFT).

Cette théorie est disponible sous plusieurs formulations Baroni a développé une
(DFPT) basée sur les fonctions de Green [63, 64] tandis que la formulation de Gonze
se base sur l’extension de la fonctionnelle de l’énergie de Kohn-Sham suite à une per-
turbation [65,66]. C’est cette seconde approche que nous allons utiliser.

Dans le cadre de la (DFPT), il est possible de calculer par exemple, les modes
de vibration d’un cristal, aussi les propriétés élastiques, la polarisation induite, et les
charges effectives ainsi que les constantes diélectriques.

18
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3.2 Théorie de perturbation de la fonctionnelle de la
densité

La méthode analytique pour déterminer les dérivées de l’énergie que nous allons
utiliser est la théorie de perturbation de la fonctionnelle de la densité (DFPT) dans sa
formulation proposée par Gonze [66].
L’objectif est d’obtenir la réponse du système à une petite perturbation λ. Prenons,
par exemple, la perturbation due à une légère modification de la quantité X(λ). La
perturbation étant petite, X(λ) se développe en série de Taylor :

X(λ) = X(0) + λX(1) + λ2X(2) + ..... (3.1)

Avec X pouvant être l’énergie, la densité, la fonction d’onde, un potentiel, etc. Nous
introduisons ici la notation X(n) qui est reliée aux dérivées de la quantité X par rapport
à la perturbation λ :

X(n) =
1

n!

dnX

dλn
|λ=0 (3.2)

Pour caractériser au mieux notre système, nous pouvons considérer plusieurs types de
perturbations qui vont permettre de calculer différentes fonctions de réponse. Parmi
elles, les perturbations utilisées dans le cadre de cette thèse :

• Réponse au déplacement u d’un atome I de la maille α : λ = uα
I

• Réponse à une déformation e dans les directions i et j : λ = eij

• Réponse à une perturbation du champ électrique ε dans la direction j : λ = εj

Ces différentes perturbations peuvent être associées et appliquées simultanément.

L’énergie E(u, e, ε) se développe de la manière suivante :

E(u, e, ε) = E0(u, e, ε) + u
∂E

∂u︸︷︷︸
Forces

+e
∂E

∂e︸︷︷︸
Contraintes

+ε
∂E

∂ε︸︷︷︸
Polarisation

+
1

2
u2 ∂2E

∂u2︸︷︷︸
Constantes de Forces inter-atomiques

+
1

2
e2 ∂2E

∂e2︸︷︷︸
Constantes élastiques

+
1

2
ε2 ∂2E

∂ε2︸︷︷︸
Tenseur diélectrique

+ ue
∂2E

∂e∂u︸ ︷︷ ︸
Coefficients de couplage force-déformation

+εe
∂2E

∂e∂ε︸ ︷︷ ︸
Tenseur piézoélectrique

+εu
∂2E

∂ε∂u︸ ︷︷ ︸
Charges effectives

(3.3)

Dans l’expression, plusieurs dérivées de l’énergie apparaissent ; elles sont toutes reliées à
une fonction de réponse. Les dérivées premières par rapport à un déplacement atomique
vont permettre de calculer les forces inter-atomiques FI

FI = − ∂E

∂uα
I

(3.4)
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Les dérivées par rapport à une déformation définissent les contraintes σij subies par le
système :

σij =
1

Ω

∂E

∂eij

(3.5)

où Ω est le volume de la cellule unité.
La réponse à une perturbation du champ électrique définit la polarisation P :

Pj = − 1

Ω

∂E

∂εj

(3.6)

En dérivant l’énergie à l’ordre deux, il sera également possible de calculer la matrice
dynamique du système (donnant accès aux modes de vibration) en utilisant la déri-
vée par rapport à deux déplacements atomiques, le tenseur élastique en calculant la
dérivée seconde par rapport à deux déformations ainsi que le tenseur diélectrique qui
est la réponse au second ordre au champ électrique. Il est possible de mélanger deux
perturbations pour obtenir les coefficients de couplage force-déformation, les charges
effectives de Born et le tenseur piézoélectrique.

3.2.1 Formulation non variationnelle de l’énergie au premier
ordre

Pour calculer les dérivées de l’énergie aux premier et second ordres, nous utilisons
le théorème dit ”2n + 1” [67] qui nous garantit que la seule connaissance des dérivées
des fonctions d’onde à l’ordre n est suffisante pour décrire les variations de l’énergie
aux ordres 2n et 2n + 1. Le problème variationnel à l’ordre 2n s’écrit :

E(2n) = min
δϕ

(
E

[
n∑

j=0

λjϕ(j) + λnδϕ

])(2n)

(3.7)

L’ordre 2n + 1 est obtenu grâce à une expression non variationnelle :

E(2n+1) =

(
E

[
n∑

j=0

λjϕ(j)

])(2n+1)

(3.8)

La première équation va nous servir à déterminer les réponses du système au second
ordre.

Grâce au théorème 2n+1, les dérivées au premier ordre seront calculées directement
à partir d’un calcul d’état fondamental. Pour ce faire, reprenons la fonctionnelle de
l’énergie (1.22) et calculons sa dérivée :

E(λ1) =
∑

n

fn

〈
ϕn

∣∣(T + Vext)
(λ1)

∣∣ϕn

〉
+

dEHxc[ρ]

dλ1

(3.9)
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Avec EHxc est l’énergie de Hartree et d’échange et corrélation (EH +Exc). On détermine
dEHxc[ρ]

dλ1
en calculant une dérivée fonctionnelle :

dEHxc[ρ]

dλ1

=
dEHxc[ρ]

dλ1

|ϕ(0) +

∫

R3

δEHxc[ρ]

δρ(~r)
ρ(λ1)(~r)d~r (3.10)

Nous avons introduit dans l’équation précédente une notation qui va être utilisée dans
la suite du document. Le symbole dX

dλ1
|ϕ(0) est une notation qui exprime que la dérivée

de la quantité X (EHxc dans l’expression précédente) est réalisée dans l’hypothèse que
les fonctions d’onde ne varient pas. Ce qui signifie que les quantités qui pourraient
dépendre des dérivées des fonctions d’onde ne seront pas calculées.

Comme nous pouvons le voir, le calcul de la dérivée de l’équation (3.10) requiert
la connaissance de la dérivée de la fonction d’onde puisqu’il faut calculer celle de la
densité définie par :

ρ(λ1)(~r) =
∑

n

[
ϕ∗(λ1)

n (~r)ϕ(0)
n (~r) + ϕ(λ1)

n (~r)ϕ∗(0)
n (~r)

]
(3.11)

Cependant, le théorème 2n+1 implique la nullité de ce terme. L’expression de la dérivée
de l’énergie s’écrit donc [66] :

E(λ1) =
∑

n

fn

〈
ϕn

∣∣(T + Vext)
(λ1)

∣∣ϕn

〉
+

dEHxc[ρ]

dλ1

|ϕ(0)

=
∑

n

fn

〈
ϕn

∣∣∣∣(T + Vext)
(λ1) +

dVHxc

dλ1

|ϕ(0)

∣∣∣∣ ϕn

〉
(3.12)

À partir de cette formulation, Il est donc possible de calculer les forces, les contraintes et
la polarisation. La dérivée à l’ordre deux, plus complexe, nécessitera la connaissance des
dérivées premières des fonctions d’onde qui sont obtenues par résolution du problème
variationnel.

3.2.2 Formulation variationnelle de l’énergie au second ordre

La dérivée à l’ordre deux, plus complexe, nécessitera la connaissance des dérivées
premières des fonctions d’onde qui sont obtenues par résolution du problème varia-
tionnel décrit précédemment. Pour deux perturbations identiques λ1, permet d’obtenir
l’équation variationnelle suivante dont les seules inconnues sont les dérivées des fonc-
tions d’onde par rapport à λ1. Le développement permettant d’obtenir cette équation
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est détaillée dans une publication de Gonze [66] : :

E(λ1λ1)
{
ϕ(0); ϕ(λ1)

}
= min

ϕ(λ1)
{
∑

n

fn[〈ϕ(0)
n |(T + Vext)

(λ1λ1)|ϕ(0)
n 〉+ 〈ϕ(λ1)

n |T + Vext − εn|ϕ(λ1)
n 〉

+ 〈ϕ(λ1)
n |(T + Vext)

(λ1)|ϕ(0)
n 〉+ 〈ϕ(0)

n

∣∣(T + Vext)
(λ1)

∣∣ ϕ(λ1)
n 〉] +

1

2

d2EHxc[ρ]

dλ2
1

|ϕ(0)

+

∫

R3

d

dλ1

δEHxc[ρ]

δρ(~r)
|ϕ(0)ρ(λ1)(~r)d~r +

∫

R3

∫

R3

1

2

δ2EHxc[ρ]

δρ(~r)δρ(~r′)
ρ(λ1)(~r)ρ(λ1)(~r′)d(~r)d(~r′)

−
∑

n,n′
Λn,n′(〈ϕ(λ1)

n |ϕ(0)
n′ 〉+ 〈ϕ(0)

n |ϕ(λ1)
n′ 〉)} (3.13)

Ce problème de minimisation utilise les coefficients de Lagrange Λn,n′ et la contrainte
associée à cette optimisation est la suivante :

〈ϕ(λ1)
n |ϕ(0)

n′ 〉+ 〈ϕ(0)
n |ϕ(λ1)

n′ 〉 = 0 (3.14)

L’équation d’Euler Lagrange associée au problème variationnel précédent est obte-
nue en effectuant un développement au second ordre de l’équation de Schrödinger.

PC

(
H(0) − εn

)
PC

∣∣ϕ(λ1)
n

〉
= −PCH(λ1)

∣∣ϕ(0)
n

〉
(3.15)

Où PC est le projecteur sur l’ensemble des fonctions d’onde de l’état fondamental. La
dérivée du Hamiltonien H(λ1) s’obtient avec l’expression suivante :

H(λ1) = T (λ1) + V
(λ1)
ext [ρ] + V

(λ1)
Hxc [ρ] (3.16)

En utilisant la formule (3.10), nous pouvons réexprimer les dérivées des potentiels de
Hartree et d’échange et corrélation :

V
(λ1)
Hxc [ρ] =

d

dλ1

δEHxc[ρ]

δρ(~r)
|ϕ(0) +

∫

R3

δ2EHxc[ρ]

δρ(~r)δρ(~r′)
ρ(λ1)(~r′)d~r′ (3.17)

Le problème à résoudre ici est auto-cohérent. Il faut donc, comme pour l’état fonda-
mental, résoudre un système d’équations en utilisant un cycle auto-cohérent.

3.3 Dynamique du réseau dans l’approximation har-
monique

L’énergie d’un réseau cristallin E({R}) peut s’écrire sous la forme d’un développe-
ment de Taylor avec un petit déplacement atomique u autour de la position d’équilibre
R0. Dans le cadre de l’approximation harmonique qui consiste à limiter ce développe-
ment au second ordre [64,66] :

E({R}) = E({R0}) +
∑
I,α

∂E({R})
∂uα

I

uα
I +

1

2

∑
I,J

∑

α,β

∂2E({R})
∂uα

I ∂uβ
J

uα
I uβ

J (3.18)
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α et β précisent les mailles élémentaires du cristal, I et J les atomes de la maille. Le
déplacement de l’atome I de la maille α par rapport à sa position d’équilibre est dési-
gné par le vecteur uI,α dont les composantes sont exprimées dans le repère cartésien,
où uI = RI −R0

I .
Le premier terme correspond à l’énergie statique du cristal ou l’énergie de Born-
Oppenheimer. Le second terme correspond aux forces statiques des atomes, qui dis-
paraissent pour des structures relaxées. Enfin, le troisième terme représente la contri-
bution harmonique du réseau vibrant. Les termes non écrits et d’ordre supérieur corres-
pondent aux contributions anharmoniques, nous avons travaillé avec l’approximation
harmonique donc ces termes sont négligés.
Finalement, l’énergie est donnée approximativement par :

E({R}) = E({R0}) +
1

2

∑
I,J

∑

α,β

∂2E({R})
∂uα

I ∂uβ
J

uα
I uβ

J (3.19)

Le troisième terme de l’équation (3.18) est relié aux interactions atomiques liées aux
constantes de forces interatomiques. On peut donc introduire la matrice des constantes
de force interatomique (IFC) définie comme :

Cαβ
IJ =

∂2E({R})
∂uα

I ∂uβ
J

(3.20)

Il s’agit de la force exercée sur l’atome I de la cellule α due au déplacement de l’atome J
de la cellule β. L’équation du mouvement de l’atome I de masse MI (elle est gouvernée
par la loi de Newton), soit :

MI
d2uα

I

dt2
= FI = −∂E({R})

∂uα
I

(3.21)

Et l’équation du mouvement (3.21) peut s’écrire, on introduit les constantes de forces
interatomiques :

MI ü
α
I = −

∑

J,β

Cαβ
IJ uβ

J (3.22)

Le cristal étant périodique, on recherche les solutions de l’équation (3.22) dans l’espace
réciproque sous la forme d’ondes planes qui définit un phonon caractérisé par son
vecteur d’onde (~q) et sa fréquence ν = ω

2π
:

uα
I (~q) =

1√
MI

AI(~q)e
i(~q ~Rα−ωt) (3.23)

avec Al(~q) étant l’amplitude du déplacement.
Pour obtenir les phonons, on insère l’équation (3.23) dans (3.22) et on définit la matrice
dynamique D̃IJ par :

D̃IJ(~q) =
1√

MIMJ

∑

β

C0β
IJ ei~q ~Rβ

(3.24)
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qui est une simple transformée de Fourier des constantes de forces dans l’espace réel
Cαβ

IJ .
La matrice à diagonaliser est rendue hermétique, ce qui conduit au système :

det

∣∣∣∣∣ω
2(~q)δijδIJ − D̃IJ(~q)√

MlMJ

∣∣∣∣∣ = 0 (3.25)

Les vecteurs propres de la matrice dynamique du cristal sont les déplacements ato-
miques des phonons et les valeurs propres sont les carrés des pulsations ω des phonons.
Le quantum d’énergie ~ω(~q) correspond au phonon de fréquence ν = ω

2π
.

3.3.1 Calcul les constantes de force.

Le calcul de phonon dans l’approximation harmonique exige de connaître les constantes
de force comme point de départ. A partir des constantes de force, on peut construire
la matrice dynamique pour un point (~q) de la zone de Brillouin. Les constants des
forces peutent être calculées à partir de la différenciation de la force pour des petits
déplacements atomiques autour de leurs positions d’équilibre.

Cαβ
IJ = −∂FI

∂uβ
J

= −
∫

∂ρ(~r)

∂uβ
J

∂Vn,e(~r)

∂uα
I

d~r + δIJ

∫
ρ(~r)

∂2Vn,e(~r)

∂uα
I ∂uβ

J

d~r +
∂2Vn,n(~R)

∂uα
I ∂uβ

J

(3.26)

L’équation (3.26) montre que pour déterminer les propriétés vibrationnelles du sys-
tème, il faut connaître la densité de charge électronique de l’état fondamental ρ(~r), et
aussi la réponse linéaire à une perturbation due au mouvement des noyaux ∂ρ(~r)/∂uβ

J .
Ce résultat important a été établi en premier, depuis la fin des années soixante, par
De Cicco et Johnson [68] , puis par Pick et al [69]. Baroni et al [64], ont étendu le
résultat à la DFT.

Les constantes de force harmoniques des cristaux dans l’approche de " la réponse
linéaire" peuvent se déterminer par leur réponse électronique linéaire. Les distorsions
du réseau dans un cristal, associées à un phonon, peuvent être vues comme une per-
turbation statique agissant sur les électrons. Alors, dans cette approximation le calcul
des propriétés vibrationnelles d’un système s’obtient à partir de la première et de la
seconde dérivée de l’énergie de l’état fondamental d’un système d’électrons interagis-
sant en mouvement dans un champ de noyaux fixes.

Les éléments de la matrice des constantes de force, définie par l’équation (3.24),
apparaissent comme une somme de deux contributions qui sont définies par la relation :

Cαβ
IJ = Cαβ,ne

IJ + Cαβ,nn
IJ (3.27)



3.3. DYNAMIQUE DU RÉSEAU DANS L’APPROXIMATION HARMONIQUE 25

Cαβ,nn
IJ est une contribution purement nucléaire qui provient des interactions ion-ion.

Cette contribution ne dépend pas des propriétés électroniques du système et qui peut
être calculée explicitement à partir d’une somme d’Ewald

Cαβ,nn
IJ =

∂2Vn,n(~R)

∂uα
I ∂uβ

J

(3.28)

Cαβ,ne
IJ est une contribution électronique étant calculé dans le cadre de la (DFPT).

Cαβ,ne
IJ =

∫
∂ρ(~r)

∂uβ
J

∂Vn,e(~r)

∂uα
I

d~r + δIJ

∫
ρ(~r)

∂2Vn,e(~r)

∂uα
I ∂uβ

J

d~r (3.29)

Chacune de ces contributions peut être évaluée pour une perturbation périodique de
nombre d’onde ~q quelconque. C’est l’intérêt majeur de cette approche. On peut dé-
terminer tout le spectre vibrationnel, en particulier les points incommensurables de
l’espace réciproque.

La méthode de la réponse linéaire calcule directement la transformée de Fourier
des constantes de force Cαβ

IJ . En explicitant les dérivées secondes de l’énergie (rela-
tion (3.20)) par rapport aux amplitudes de déplacement uα

I (~q) pour un vecteur ~q fixe,
la transformée de Fourier vérifie :

D̃IJ(~q) =
∑

β

Cαβ
IJ exp

[
i~q(~Rβ − ~Rα)

]
=

1

Ncell

∂2E

∂uα∗
I (~q)∂uβ

J(~q)
(3.30)

où Ncell représente le nombre de cellules unités du cristal. Les éléments de matrice sont
calculés dans l’espace réciproque et se séparent comme les constantes de force en une
contribution électronique et ionique :

D̃IJ(~q) = D̃elc
IJ (~q) + D̃ion

IJ (~q) (3.31)

où la contribution électronique a pour expression :

D̃elc
IJ (~q) =

1

Ncell

∫ (
∂ρ(~r)

∂uα
I (~q)

)∗
∂Vn,e(~r)

∂uβ
J(~q)

d~r +

∫
ρ(~r)

∂2Vn,e(~r)

∂uα
I (~q)∂uβ

J(~q)
d~r (3.32)

La matrice dynamique peut être évaluée en n’importe quel point (~q) de la 1er zone
de Brillouin et ses valeurs propres correspondent aux fréquences propres de vibration
en ce point. Il est ainsi possible de reconstruire des courbes de dispersion complètes. En
pratique, des techniques existent pour interpoler celles-ci à partir de la connaissance
de la matrice dynamique sur une grille de points (~q) finie.

3.3.2 Interpolation de Fourier

Pour déterminer l’ensemble des propriétés vibrationnelles du matériau, il nous faut
connaître la matrice dynamique en tout point de la zone de Brillouin, ou du moins,
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sur une grille de points suffisamment grande. Comme la matrice dynamique est une
grandeur variant lentement à l’échelle de la zone de Brillouin, on préfère avoir recours
à des techniques d’interpolation, qui permettent, à partir du calcul "exact" de quelques
matrices dynamiques, d’obtenir toutes les autres "approximativement". Celle utilisée
ici, dite interpolation de Fourier, est basée sur un calcul de la matrice des constantes de
force à partir des matrices dynamiques calculées sur une grille régulière de la première
zone de Brillouin [70, 71].

à partir de la méthode de la réponse linéaire, on veut connaître la matrice des
constantes de force est en effet, la transformée de Fourier inverse de la matrice dyna-
mique Cαβ

IJ (~q) selon :

Cαβ
IJ (~RI) =

2π

Ωcell

∫

ZB

D̃IJ(~q)exp
[
−i~q(~Rβ − ~Rα)

]
d~q (3.33)

pour la calculer exactement il faudrait connaître l’ensemble des matrices dynamiques
dans toute la zone de Brillouin. En raison du coût d’un calcul de matrice dynamique,
on ne peut concrètement les obtenir que pour un nombre réduit de points ~q. On utilise
donc une transformée de Fourier discrète, en remplaçant l’intégrale dans (3.33) par
une somme sur une grille régulière de points de la zone de Brillouin. Les matrices
dynamiques ont donc seulement calculées sur cette grille. La transformée de Fourier
discrète donne des constantes de force approximatives dans une supermaille :

C̃αβ
IJ (~RI) =

1

Nq

∑
q

D̃IJ(~q)exp
[
−i~q.(~Rβ − ~Rα)

]
(3.34)

l’idée est de se servir de cette matrice des constantes de force approximée C̃αβ
IJ (~RI) pour

obtenir ensuite l’ensemble des matrices dynamiques par transformation de Fourier (on
remplace Cαβ

IJ (~RI) par C̃αβ
IJ (~RI) dans (3.30)). C’est cette méthodologie qui porte le nom

d’interpolation de Fourier : aux points où la matrice dynamique a été déjà calculée,
on retombe sur les mêmes matrices, aux points où elles ne l’ont pas été, on retombe
sur des matrices approximatives, très proches des matrices réelles si C̃αβ

IJ (~RI) donne
Cαβ

IJ (~RI) avec une bonne précision.

3.4 Réponse à la déformation

3.4.1 Élasticité

Considérons un cristal quelconque. Si on le soumet à une faible contrainte, celui-ci
va se déformer. Si la contrainte est supprimée, il va revenir à son état initial. C’est
ce que l’on appelle l’élasticité d’un matériau. En revanche, si la déformation est trop
importante, le matériau se rompt ou continue à se déformer de manière irréversible.
Dans le régime élastique, si la déformation est assez petite, elle sera linéairement pro-
portionnelle à la contrainte, c’est la loi de Hooke [72]. C’est dans ce régime que nous
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allons nous placer. La loi de Hooke permet de relier les tenseurs des contraintes σij et
des déformations ekl grâce à un tenseur que l’on appelle tenseur de raideur ou tenseur
des constantes élastiques défini tel que :

σij = Cijklekl (3.35)

Ce dernier permet de caractériser le comportement (d’un point de vue élastique) d’un
solide vis-à-vis d’une déformation.
Si on effectue un développement quadratique de l’énergie par rapport aux variables eij

on obtient :
E = E0 +

∑
ij

∂E

∂eij

eij +
1

2

∑
ij

∑

kl

∂2E

∂eij∂ekl

eijekl (3.36)

avec
Cij =

∂E

∂eij

, Cijkl =
∂2E

∂eij∂ekl

(3.37)

Le tenseur Cijkl est le tenseur des constantes élastiques. Le tenseur des contraintes est
défini par :

σij =
∂E

∂eij

= Cijklekl (3.38)

Donc, on peut déterminer les constantes d’élasticité à partir de la relation contrainte
déformation [73] ou à partir de la relation énergie- déformation [74], cette dernière est
la méthode que nous avons utilisée dans notre étude.

3.4.2 Notation de Voigt

Le tenseur des contraintes σij permet de décrire les contraintes auxquelles le solide
est soumis. Plus précisément, une contrainte va représenter la force qui s’exerce par
unité de surface et s’exprime :

σij =




σ11 σ12 σ13

σ21 σ22 σ23

σ31 σ32 σ33




Ce tenseur, appelé tenseur de Cauchy, représente la contrainte mécanique qui s’applique
sur le solide. Il permet notamment de calculer la pression isostatique :

P = −σ11 + σ22 + σ33

3
(3.39)

En raison des symétries, les tenseurs de déformations et contraintes se réduisent à des
vecteurs colonnes (6∗1) et le tenseur de raideur à un tenseur de rang 6. Dans ce cas, la
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notation utilisée est celle de Voigt xx → 1, yy → 2, zz → 3, yz → 4, xz → 5, xy → 6.
, on obtient donc :




σ1

σ2

σ3

σ4

σ5

σ6




=




C11 C12 C13 C14 C15 C16

C21 C22 C23 C24 C25 C26

C31 C32 C33 C34 C35 C36

C41 C42 C43 C44 C45 C46

C51 C52 C53 C54 C55 C56

C61 C62 C63 C64 C65 C66







e1

e2

e3

2e4

2e5

2e6




(3.40)

Dans le cas d’un solide orthorhombique, par exemple, le tenseur des constantes élas-
tiques se simplifie par symétrie et certaines constantes élastiques sont nulles. L’expli-
cation et le résultat de ces simplifications sont donnés dans [75] et prennent la forme
suivante :

C =




C11 C12 C13 0 0 0
C12 C22 C23 0 0 0
C13 C23 C33 0 0 0
0 0 0 C44 0 0
0 0 0 0 C55 0
0 0 0 0 0 C66




(3.41)

Les conditions de stabilité mécanique sont obtenues en imposant que les valeurs propres
de la matrice C soient positives :





C11 > 0 C22 > 0

C33 > 0 C44 > 0

C55 > 0 C66 > 0

(3.42)

[C11 + C22 + C33 + 2(C12 + C13 + C23)] > 0 (3.43)

La dernière condition est équivalente à :




(C11 + C22 − 2C12) > 0

(C11 + C33 − 2C13) > 0

(C22 + C33 − 2C23) > 0

(3.44)

3.4.3 Calcul ab initio des constantes élastiques

Déférentes méthodes existent dans la littérature pour évaluer chacun des tenseurs.
Dans ce contexte, nous présentons, seulement la méthode qui nous intéresse dans notre
calcul.
Nous avons vu dans le chapitre précédent (sec. 3.2) que le tenseur des constantes élas-
tiques peut se calculer à partir des dérivées secondes de l’énergie. Afin de calculer ce
tenseur à partir des premiers principes en intégrant la contribution électronique, la
méthode analytique que nous allons utiliser est la DFPT. Cette méthode présente de
nombreux avantages par rapport aux méthodes numériques basées sur les différences
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finies, qui, elles, nécessitent de déformer manuellement le système.
Le développement de Taylor de l’énergie en fonction des différentes perturbations (3.3)
fait apparaître toutes les réponses d’un système suite à ces perturbations. Chaque dé-
rivée partielle de l’énergie est directement reliée à l’une de ces réponses.
Dans le cas du calcul des constantes élastiques, la dérivée seconde par rapport à deux
déformations

(
∂2E

∂eij∂ekl

)
permet de déterminer le tenseur dit "à atomes fixes". Or, suite

à une déformation, les atomes vont se relaxer. Pour prendre cette relaxation en compte,
il, est nécessaire de calculer les coefficients de couplage qui relient les forces aux défor-
mations internes, obtenus à partir des dérivées partielles mixtes

(
∂2E

∂eij∂uα
I

)
. Ces dérivées

par rapport à une déformation et à un déplacement atomique peuvent être obtenues
comme la réponse des forces à une déformation ou la réponse des contraintes à un
déplacement atomique.
Un raisonnement analogue peut être mené pour chaque fonction de réponse ; nous
considérons ici les réponses à une déformation et au champ électrique qui contiennent
une contribution de la relaxation atomique.

Pour calculer les quantités dites "relaxées" notées Ẽ, exprimons l’énergie, fonction
de différents paramètres (positions atomiques, déformations, champ électrique), qui est
minimale par rapport aux seules positions atomiques [78] :

Ẽ(eij, εj) = min
{uα

I }
E(uα

I , eij, εj) (3.45)

Le système étant supposé complètement relaxé, les forces qui s’exercent sur lui
(

∂E
∂uα

I

)
,

les contraintes
(

∂E
∂eij

)
, et la polarisation

(
∂E
∂εj

)
doivent être nulles. Le problème de

minimisation (3.45) exprimé à l’ordre deux devient donc :

∂2E

∂eij∂uα
I

eij +
∂2E

∂uα
I ∂uβ

J

uβ
J +

∂2E

∂εj∂uα
I

εj = 0

−
(

∂2E

∂2uα
I uβ

J

)(−1) [
∂2E

∂eij∂uα
I

eij +
∂2E

∂εj∂uα
I

εj

]
= 0 (3.46)

Ce qui nous donne au final :

Ẽ(uα
I , εj) =

1

2
uα

I uβ
J

∂2Ẽ

∂uα
I ∂uβ

J

+
1

2
eijej

∂2Ẽ

∂eij∂ej

+
1

2
εjεk

∂2Ẽ

∂εj∂εk

+ 0(λ3) (3.47)
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avec :

∂2Ẽ

∂eij∂ej

=
∂2E

∂eij∂ej

− ∂2E

∂eij∂uβ
J

(
∂2E

∂uβ
J∂uα

I

)−1
∂2E

∂ej∂uα
I

∂2Ẽ

∂εj∂εk

=
∂2E

∂εj∂εk

− ∂2E

∂εj∂uβ
J

(
∂2E

∂uβ
J∂uα

I

)−1
∂2E

∂εk∂uα
I

(3.48)

∂2Ẽ

∂eij∂εj

=
∂2E

∂eij∂εj

− ∂2E

∂eij∂uβ
J

(
∂2E

∂uβ
J∂uα

I

)−1
∂2E

∂εj∂uα
I

Les trois formules précédentes permettent donc d’obtenir les quantités relaxées sui-
vantes (à contraintes et champ électrique contrôlé) : le tenseur élastique noté C̃ij, le
tenseur diélectrique ε̃jk et le tenseur piézoélectrique ξ̃ji. Elles dépendent des tenseurs
non relaxés associés (Cij, εjk et ξji), ainsi que la matrice dynamique, Dαβ

IJ , les coefficients
de couplage force-déformation Λα

iI et les charges effectives Zα
jI :





C̃ij = Cij − Λα
iI

(
Dαβ

IJ

)−1

Λβ
jJ

ε̃jk = εjk − Zα
jI

(
Dαβ

IJ

)−1

Zα
jI

ξ̃ji = ξji − Zα
iI

(
Dαβ

IJ

)−1

Λα
iI

(3.49)

Ces formules font apparaître toutes les dérivées secondes de l’énergie que nous calcule-
rons dans le cadre de cette thèse.

3.5 Réponse à la perturbation du champ électrique
Dans le type des matériaux isolants, il est nécessaire de prendre en compte la ré-

ponse du système à une perturbation du champ électrique. Le déplacement collectif
des atomes, dans ce type de matériau, va entraîner une modification du champ cristal-
lin ce qui a un impact sur la réponse du système. Un déplacement collectif peut être
induit par une vibration collective du réseau (phonons en q=0) ou par une déformation.

Pour le cas des vibrations collectives, l’excitation d’un mode de vibration longitu-
dinal (LO) va engendrer une séparation des atomes qui, sous l’effet des charges, va
générer une force. On va donc observer une modification de la fréquence, ce qui en-
gendre une séparation des modes longitudinaux (LO) et transverses (TO). C’est ce que
l’on appelle le "splitting LO-TO". Cette dégénérescence peut être quantifiée à partir
des charges effectives Zα

j,I .

Dans le cas de la réponse à une déformation et en présence d’un champ cristallin, on
observe une modification de la polarisation de notre matériau suite à cette déformation.
C’est ce que l’on appelle la piézoélectricité. Cette propriété est quantifiable, exprimée
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par le tenseur piézoélectrique ξji, en considérant la dérivée seconde par rapport à une
déformation et une modification du champ électrique.
Charges effectives et tenseur piézoélectrique sont directement reliés aux dérivées se-
condes de l’énergie :

Zα
j,I = −Ω

∂2E

∂εj∂uα
I

|e (3.50)

ξji = −Ω
∂2E

∂εj∂eij

|u (3.51)

Avec Ω le volume de la cellule unité.
Pour calculer ces quantités grâce à la (DFT), il est nécessaire d’introduire le champ
électrique εj dans l’expression de la fonctionnelle de la densité. Pour ce faire, le Hamil-
tonien, en présence d’un champ électrique, s’exprime comme étant :

H(ε) = T + VHxc(r) + Vext(r)︸ ︷︷ ︸
H(0)

+ ε · r̂︸︷︷︸
Vε

(3.52)

où r̂ est l’opérateur position.
Le potentiel qui résulte de l’application d’un champ électrique s’exprime donc :

Vε = ε · r̂ =
∑

j

εj r̂j (3.53)

La modélisation d’un tel potentiel est rendue difficile par l’utilisation des conditions
aux limites périodiques. En effet, le Hamiltonien dépendant du champ électrique, qui
utilise l’opérateur position r̂, n’est pas une quantité périodique. Il ne peut pas être
appliqué directement dans les calculs de physique du solide.
Il existe toutefois plusieurs approches pour contourner ce problème :

• La théorie moderne de la polarisation [76] qui utilise le concept de phase de Berry.
Elle permet de calculer l’énergie de l’état fondamental d’un système sous champ
ainsi que sa polarisation.

• L’approche dite "des grandes longueurs ondes". Plus adaptée à la DFPT, elle
consiste à représenter le champ électrique comme étant la limite aux grandes
longueurs d’onde d’un champ périodique. Cette formulation a été détaillée par
Gonze [77] dans le cadre de la réponse à une perturbation du champ électrique
en (DFPT). Cette approche va être utilisée dans ce projet.



CHAPITRE 4

RÉSULTATS ET DISCUSSIONS

4.1 Introduction
Ce dernier chapitre est consacré à la mise en œuvre pratique de l’approche théo-

rique développée au cours de ce projet de thèse. Intégré dans l’outil de calcul ab initio
ABINIT, le formalisme de la réponse à la déformation (DFPT) en pseudo-potentiel à
norme conservée, est mis en application sur des matériaux de structure pérovskite.

La première application que nous allons mettre en œuvre dans le cadre de ce projet
est une étude de l’effet de la substitution de l’atome de Na par l’atome de Li sur les
propriétés physiques, dans le hydrure ternaire de type pérovskite NaMgH3.

Les hydrures ternaires de type pérovskites AMgH3, où A est un élément alcalin,
ont été largement étudiés en raison de leur classification en tant que matériaux pour
le stockage de l’hydrogène [6–13]. Nombreux auteurs rapportent que, la substitution
de Na par Li dans NaMgH3 a pour effet de diminuer le volume de la cellule unitaire
et modifie les propriétés thermodynamiques de ce matériau [14–18]. Cependant, dans
les travaux récents de Vasquez et al. [18] sur la déstabilisation et l’absorption et la
désorption d’hydrogène de LixNa1−xMgH3 (x = 0, 0.2, 0.5 et 0.8), il est constaté que,
pour x = 0.8 l’échantillon présente un comportement différent ; le volume de la cellule
unitaire au lieu de diminuer il augmente.
La question qui se pose, est de savoir pourquoi cela se produit, bien que le rayon ionique
de Li est plus petit que celui de Na ?

La seconde application présentée ici est une étude de l’effet de la présence de ba-
ryum Ba dans l’hydrure ternaire de type pérovskite SrLiH3, L’un des matériaux qui
présentent un intérêt pour le stockage de l’hydrogène à haute température, en raison
de leur faible poids et de leur faible coût [19–23]. L’un des objectifs de cette étude est
d’étudier les arrangements atomiques, la dynamique du réseau de BaxSr1−xLiH3 en

32
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fonction de la concentration de baryum (x). Pour vérifier la stabilité de ces matériaux
pour les applications de stockage d’hydrogène.

Première Partie LixNa1−xMgH3

4.2 Détails numériques
Dans le cadre de la théorie de la fonctionnelle de la densité (DFT), nous avons

utilisé les ondes planes comme une base pour le développement des orbitales de Kohn-
Sham et l’interaction entre les électrons et les ions est décrite par le pseudo-potentiel
à norme conservée proposé par Hamann et al. [28]. La mise en œuvre a été réalisée
dans le code de calcul ABINIT [29,30].

Pour toutes les structures que nous allons étudier, le rayon de coupure de la base
d’ondes planes utilisé pour les fonctions d’onde sera fixé à 60 Hartree (1632 eV). Cette
valeur a été déterminée en effectuant une étude de convergence sur la valeur de l’éner-
gie totale, de manière à garantir une précision de 10−6 Hartree. Elle est relativement
élevée pour un calcul s’effectuant dans l’approche pseudo-potentiel.

En ce qui concerne l’échantillonnage des points ~k de l’espace réciproque, nous avons
utilisé le maillage standard de Monkhorst et Pack [79]. La zone de Brillouin de la cel-
lule pour toutes les phases sera discrétisée en utilisant une grille de (8× 8× 8) points.

Tab. 4.1: Configurations électroniques choisies pour les calculs sur LixNa1−xMgH3.

Élément cœur valence

H [] 1s1
Li [1s2] 2s1
Na [1s2 2s2 2p6] 3s1
Mg [1s2 2s2 2p6] 3s2

Les pseudo-potentiels qu’on a utilisé sont les pseudo-potentiels à norme conservée
de Fritz, Haber, et Institute(FHI) [80]. Les fichiers de pseudo-potentiel ont été télé-
chargés sur le site internet de ABINIT à partir du tableau officiel de pseudo-potentiels
fournie [29]. Le potentiel d’échange et de corrélation est traité avec l’approximation du
gradient généralisé de Perdew, Burke et Ernzerhof (PBE) [81].

Le formalisme pseudo-potentiel utilise l’approximation des cœurs gelés. Certains
électrons (électrons de cœur) sont figés dans leur état atomique. Les électrons de va-
lence sont explicitement traités par ABINIT. Le nombre d’électrons de cœur et de
valence pour chaque espèce chimique est donné dans le tableau (4.1). Les composi-
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tions et les configurations seront étudiées, dans des conditions statiques (T= 0 K).

Les réponses aux déplacements atomiques, à la déformation et à la perturbation du
champ électrique sont calculées en utilisant la méthode de la théorie de perturbation
de la fonctionnelle de la densité (DFPT) [63, 65, 66, 77, 83], implémentée dans le code
ABINIT.
Les matrices dynamiques ont été calculées dans une maille de (4× 4× 4) points ~q pour
la partie irréductible de la zone de Brillouin, et nous avons utilisé l’interpolation de
Fourier pour calculer les phonons dans n’importe quel point ~q choisi.

4.2.1 Approximation du Cristal Virtuel (VCA)

Pour le traitement de LixNa1−xMgH3, nous avons utilisé l’Approximation du Cris-
tal Virtuel (Virtual Crystal Approximation en anglais) [84]. La VCA est l’approche
la plus préférée grâce à sa simplicité, elle postule que l’alliage est approximativement
représenté par un réseau périodique virtuel avec un potentiel atomique virtuel moyen
de ceux des atomes dans les composés de base. En général, le cristal ternaire AxB1−xC
est composé des molécules AC avec une fraction molaire x et des molécules BC avec
une fraction molaire (1 − x). Les propriétés physiques F (x) peuvent être représentées
comme une simple interpolation analytique des propriétés de ces composés binaires AC
et BC, la valeur moyenne de la propriété physique F étant :

F (x) = xFAC + (1− x)FBC (4.1)

Dans notre calcul pour LixNa1−xMgH3, les pseudo-potentiels de Li et Na sont
combinés pour construire les pseudo-potentiels virtuels du LixNa1−x, i.e.,

V Ps
V CA[x] = xV Ps

Li + (1− x)V Ps
Na (4.2)

où V Ps
Li et V Ps

Na sont les pseudo-potentiels des atomes Li et Na, respectivement.

4.3 Propriétés structurales
Pour déterminer les propriétés structurales à l’équilibre statique, à savoir, les para-

mètres du réseau, le module de compressibilité B0 et sa dérivée par rapport à la pression
B′, on calcule l’énergie totale E pour différentes valeurs du volume de la maille élé-
mentaire. Puis on ajuste les valeurs E(V ) calculées par une équation d’état. Dans le
présent travail, nous avons utilisé l’équation d’état de Murnaghan [85] donnée par :

E(V ) = E(V0) +
B0

B′(B′ − 1)

[
V

(
V0

V

)B′

− V0

]
+

B0

B′ (V − V0) (4.3)
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où E(V0) est l’énergie totale au volume d’équilibre, V0 est le volume d’équilibre. Le
module de compressibilité est donné par :

B0 = −V

(
∂2E

∂V 2

)
(4.4)

et sa dérivé B′ est donnée par :

B′ =
∂B0

∂P
(4.5)

Afin d’étudier la stabilité du système LixNa1−xMgH3, nous avons calculé l’énergie
totale en fonction du volume pour chaque valeur de la concentration x de 0 à 1 pour
les trois structures communes. Les trois structures étudiées sont l’orthorhombique type
GdFeO3 (groupe d’espace Pnma, N◦62), la trigonale type LiTaO3 (groupe spatial R3c,
N◦ 161) et la cubique type CaTiO3 (groupe d’espace Pm3̄m, N◦ 221), avec une maille
élémentaire de 20, 10 et 5 atomes, respectivement.

Dans la première structure les positions Wyckoff pour les atomes Na/Li sont 4c
(x, 1/4, z), pour les atomes de Mg sont 4b (0, 0, 1/2) et pour de H, H1 sont 4c (x, 1/4, z)
et H2 sont 8d (x, y, z). Pour la deuxième structure, les atomes de Na/Li occupent les
6a (0, 0, z), les atomes de Mg occupent les sites 6a (0, 0, 0) et les atomes H occupent
les 18b (x, y, z). Dans la dernière structure, la position des atomes Na/Li sont (0, 0, 0),
Mg (1/2, 1/2, 1/2) et H (0, 1/2, 1/2). La figure (4.1) et (4.2) sont des représentations
graphiques de ces structures.

Les positions atomiques ont été relaxées jusqu’à ce que les forces sur tous les sites
atomiques soient inférieures à 10−6 Hartree/Bohr. Les valeurs de l’énergie d’équilibre
par unité de formule en fonction de la concentration (x) sont présentées sur la fi-
gure (4.3). Les énergies obtenues pour la phase cubique sont plus élevées que celles
correspondant aux deux autres structures. Les spectres de phonons calculés (voir ci-
dessous) pour cette phase indiquent qu’elle n’est pas stable. Il est clair de cette fi-
gure (4.3) que dans la gamme de 0 ≤ x < 0.7 la structure (Pnma) a la plus basse
énergie, tandis que la phase trigonale (R3c) devient la phase la plus stable lorsque le
contenu de Li dépasse 0.7.

Il convient d’ajouter que la différence d’énergie entre la structure (R3c) et la struc-
ture (Pnma) est −2.28 meV pour x = 0.7 et −11.80 meV pour x = 0.8. La petite
différence d’énergie entre la structure polaire et la structure non polaire pourrait indi-
quer qu’il est difficile d’affirmer la stabilité relative à partir d’1 seul calcul d’énergie.
Mais, les calculs de dispersion des phonons (voir ci-dessous) montrent clairement que
LixNa1−xMgH3 subit une transition de phase structurale de la structure orthorhom-
bique à la structure trigonale autour de la concentration x = 0.7.
Dans le tableau (4.2), nous avons reporté les valeurs des différents paramètres de
réseau calculées, les positions atomiques, ainsi que les valeurs de module de compres-
sibilité B0 dans les deux phases Pnma et R3c, ensemble avec les résultats théoriques
précédents pour les cas limites des alliages et les données expérimentales disponibles.
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Tab. 4.2: Les paramètres structuraux d’équilibre optimisés et le module de compressi-
bilité (B0) pour LixNa1−xMgH3 dans les deux phases Pnma et R3c.
Les composés La cellule unitaire (Å) Les positions atomiques B0(GPa)

NaMgH3 (Pnma) a= 5.430, 5.4631, 5.4522 Na(4c) : 0.031, 1/4, 0.005 37.47, 38.42
5.4653, 5.4844 (0.0209, 1/4, 0.006)1, (0.030, 1/4, 0.006)2
5.4095 (0.015, 1/4, 0.008)3, (0.032, 1/4, 0.005)5
b= 7.629, 7.7031, 7.6952 Mg(4b) : 0.0, 0.0, 1/2
7.7023, 7.7374 H1(4c) : 0.473, 1/4, 0.083
7.6265 (0.503, 1/4, 0.093)1(0.524, 1/4, 0.081)2
c= 5.340, 5.4101, 5.3682 (0.467, 1/4, -0.080)3(0.474, 1/4, 0.080)5
5.4133, 5.4254 H2(8d) : 0.293, 0.043, 0.704
5.3325 (0.304, 0.065, 0.761)1(0.292, 0.042, 0.793)2

(0.285, 0.036, 0.711)3(0.296, 0.042, 0.703)5
x = 0.25 (Pnma) a= 5.408, 5.4653 Na(4c) : 0.034, 1/4 , 0.006(0.016, 1/4, 0.000)3 37.69

b= 7.589, 7.7023 Mg(4b) : 0.0, 0.0,1/2
c= 5.295, 5.4063 H1(4c) : 0.467, 1/4 , 0.091(0.480, 1/4, 0.084)3

H2(8d) : 0.297, 0.0472 , 0.700(0.285, 0.036, 0.713)3
x = 0.5 (Pnma) a= 5.364, 5.4603, 5.4514 Na(4c) : 0.040, 1/4, 0.007(0.012, 1/4, -0.003)3 38.23

b= 7.523, 7.6983, 7.6754 Mg(4b) : 0, 0, 1/2
c= 5.218, 5.3993, 5.3934 H1(4c) : 0.459, 1/4, 0.101(0.499, 1/4, 0.087)3

H2(8d) : 0.302, 0.053, 0.694(0.301, 0.0311, 0.706)3
x = 0.75 (R3c) a= 5.128 Li(6a) : (0.0, 0.0, 0.280) 38.99

c= 13.483 Mg(6a) : (0, 0, 0)
H(18b) : (0.041, 0.364, 0.710)

LiMgH3 (R3c) a= 4.916, 4.9582 Li(6a) :0.0, 0.0, 0.291 (0.0, 0.0 , 0.288)2 40.04, 39.82
c= 13.257, 13.3372 Mg(6a) : (0, 0, 0)

H(18b) :0.039, 0.359, 0.5581 (0.037, 0.362, 0.563)2

1Les données expérimentales de Ref. [6] ;2PP-GGA [7] ;3Les données expérimentales de Ref. [16] ; 4Les données
expérimentales de Ref. [18] ; 5PP-GGA [14].

En général, les paramètres structuraux calculés sont en bon accord avec les paramètres
expérimentaux et théoriques rapportés, cela pourrait être une mesure de la fiabilité des
données prédites, qui ne sont pas encore mesurées.

La figure (4.4), représente la variation du paramètre de maille (en haut) et le vo-
lume de la cellule par unité de formule (en bas) en fonction de la concentration du Li
ensemble avec les valeurs mesurées rapportées dans la littérature pour la comparaison.
Dans la structure Pnma, les valeurs des paramètres de réseau calculées sont plus pe-
tites que celles expérimentales, par exemple, pour x = 0 notre volume calculé est 221.36
(Å3) et celui obtenu par Vasquez et al. [18] est 230.487 (Å3). Pour la structure R3c, le
paramètre du réseau (a) pour la cellule rhomboédrique est représenté sur la figure (4.4)
et l’angle α calculé est égal à 55.80◦. Pour le composé LiMgH3 dans la structure R3c,
a = 5.248 Å, ainsi que la valeur de α sont proches de celles rapportées par Vajeeston
et al. [7] (5.283 Å, 55.87◦). Bien que les paramètres de la cellule hexagonale calculés
sont : a = 4.916 Å (4.958 Å [7]) et c = 13.257 Å (13.337 Å [7]).

Il est évidemment clair de la figure (4.4) et du tableau (4.2) que l’augmentation de
la concentration en lithium dans les deux structures de LixNa1−xMgH3 ; a pour effet
de diminuer les paramètres de réseau obtenus et le volume de la cellule unitaire ; ce
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comportement peut être expliqué par le fait que, Li a une taille ionique plus petite
par rapport aux ions de Na remplacés. De plus, à la transition, le volume de la cellule
unitaire de la structure R3c est supérieur à celui de la phase Pnma, et la quantité de
discontinuité est 1.07%. Cela pourrait donner une explication aux résultats rapportés
dans [18] pour x = 0.8. La substitution des atomes de Na par des atomes de Li a
un effet notable sur le module de compressibilité qui augmente avec l’augmentation
de la concentration (x), car le volume diminue. Par conséquent, on peut conclure que,
lorsque (x) augmente, l’alliage devient généralement moins compressible.
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Fig. 4.1: Cellule unitaire de NaMgH3 dans la structure Pnma et R3c.
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Fig. 4.2: Cellule unitaire de NaMgH3 dans la structure Pm3̄m.
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Fig. 4.3: La variation de l’énergie en fonction de la concentration de lithium pour les
trois phases Pnma, Pm3̄m et R3c de LixNa1−xMgH3.
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4.4 L’enthalpie de formation
L’enthalpie de réaction à 0K a été calculée, en prenant la différence de l’énergie

totale électronique des réactifs et des produits :

∆H =
∑

Eractifs −
∑

Eproduits (4.6)

L’enthalpie de formation a été calculée selon les réactions de décomposition possibles
suivantes [14] :

LixNa1−xMgH3 −→ xLi + (1− x)Na + Mg +
3

2
H2 (4.7)

LixNa1−xMgH3 −→ xLiH + (1− x)Na + Mg +
3− x

2
H2 (4.8)

LixNa1−xMgH3 −→ xLi + (1− x)NaH + Mg + (1 +
x

2
)H2 (4.9)

LixNa1−xMgH3 −→ xLiH + (1− x)NaH + Mg + H2 (4.10)

Nous avons calculé les énergies totales E des composés LiH, NaH, Li, Na et Mg
dans les structures de l’état fondamental, avec une optimisation géométrique complète.
On a, le groupe spatial Fm3̄m pour LiH et NaH, Im3̄m pour Li et Na, et P63/mmc
pour Mg. Nous avons utilisé une supercellule (2× 2× 2) composée de 16 atomes, pour
calculer les énergies totales de Li, Na et Mg, et une cellule unitaire constituée de 8
atomes pour LiH et NaH.

L’enthalpie de formation calculée (∆H) selon les quatre réactions possibles (équa-
tions (4.7,4.8,4.9,4.10)) pour les deux structures orthorhombiques et trigonales de
LixNa1−xMgH3, sont affichées sur la figure (4.5).
D’après cette figure, il est clair que pour x ≤ 0.7, la phase Pnma est la plus stable
en raison de son énergie de formation la plus faible. Pour x > 0.7, (∆H) de la phase
Pnma devient supérieure à celle qui correspond à la structure R3c. Ce qui nous in-
dique que, la phase polaire R3c est la plus stable de LixNa1−xMgH3 dans la gamme
de 0.7 ≤ x ≤ 1 de la concentration de Lithium.
Les quatre réactions de décomposition possibles montrent le même comportement.

Ce résultat est une autre confirmation que l’augmentation du volume de la cellule
unitaire rapportée dans [18] est due à une transition de phase.
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Fig. 4.5: L’enthalpie de formation calculées de LixNa1−xMgH3 dans les structures
Pnma et R3c le long des quatre voies de réactions possibles.

4.5 Changement de phase et pression de transition
Nous avons étudié la transition de phase sous pression pour différentes valeurs de

concentration (x). L’énergie totale par unité de formule en fonction du volume a été cal-
culée pour les structures Pnma et R3c. Sur la figure (4.6) sont représentées les courbes
ayant une tangente commune qui montrent l’existence d’une transition de phase entre
les structures correspondantes pour x = 0.7, 0.75 et 0.8. Afin d’évaluer la pression de
transition, la variation de l’enthalpie en fonction de la pression pour les deux structures
est affichée sur la figure (4.7). De plus, Les valeurs de pression de transition prédite
sont 0.32, 1.79 et 4.07 GPa pour x = 0.7, 0.75 et 0.8, respectivement. Il n’y a pas des
données expérimentales ou théoriques pour comparer, notre travail est une première
tentative dans ce sens.

L’Augmentation de la concentration en lithium dans LixNa1−xMgH3 a pour effet
d’augmenter la valeur de pression de transition et de diminuer la discontinuité du vo-
lume à la transition. La figure (4.8) représente la relation pression-volume. La variation
du volume pour ces transitions de phase, de la structure R3c à celle Pnma est 2.18%,
2.06 % et 1.84 % respectivement. Nos résultats confirment que LiMgH3 (x = 1) est
stable dans la structure R3c.
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4.6 Propriétés élastiques
L’élasticité est un facteur très important dans l’étude de la stabilité, comme elle doit

être prise en compte dans l’étude des forces mécaniques. Les constantes élastiques (Cij)
déterminent la réponse des matériaux aux forces extérieures et jouent un rôle important
dans la détermination de la résistance des composés. Ils fournissent des informations
précieuses sur la liaison entre les plans atomiques, le caractère d’anisotropie de la
liaison, la stabilité structurale et les vitesses du son.

Dans le tableau (4.3), nous avons reporté les valeurs des constantes élastiques cal-
culées pour la structure orthorhombique et la structure rhomboédrique de l’alliage
LixNa1−xMgH3, ainsi que les valeurs des autres résultats théoriques disponibles. Il
n’y a pas des données expérimentales rapportées sur les constantes élastiques de ces
alliages pour comparer. La figure (4.9) montre la variation des constantes élastiques
avec la concentration de lithium. Comme on peut le voir sur cette figure, les constantes
élastiques calculées montrent un comportement non linéaire entre les cas limites de l’al-
liage pour la phase Pnma, tandis qu’un comportement presque linéaire pour la phase
R3c.

Un matériau ne peut être stable dans une structure sauf si les constantes (Cij) satis-
font les critères de stabilité. Pour la structure orthorhombique, la stabilité mécanique
implique que les neuf constantes élastiques indépendantes (Cij) satisfont aux critères
de stabilité de Born [87] suivante :

Cii > 0; (i = 1− 6) (4.11)

[C11 + C22 + C33 + 2(C12 + C13 + C23)] > 0 (4.12)

(C11 + C22 − 2C12) > 0 (4.13)

(C11 + C33 − 2C13) > 0 (4.14)

(C22 + C33 − 2C23) > 0 (4.15)

Dans la phase rhomboédrique, avec seulement six composantes de constantes élas-
tiques indépendantes, puisque C65 = C14, C66 = 1/2(C11−C12), les critères de stabilité
de Born [87] sont :

C11 − |C22| > 0 (4.16)

(C11 + C12)C33 − 2C2
13 > 0 (4.17)

(C11 − C12)C44 − C2
14 > 0 (4.18)

Comme on peut le voir dans le tableau (4.3), les constantes élastiques obtenues satis-
font ces critères de stabilité mécanique.

Dans la structure Pnma, les constantes élastiques C11, C22 et C33 sont liées au
comportement de la déformation et aux caractéristiques de la liaison atomique. On re-
marque à partir du tableau (4.3) que les valeurs de C11 et C33 sont presque les mêmes
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Fig. 4.9: La variation des constantes élastiques calculées en fonction de la concentration
(x) de LixNa1−xMgH3 .

pour x = 0 ; donc, la force de la liaison atomique entre les atomes les plus proches
voisins le long des plans (100) et (001) est similaire. Au contraire, C33 est supérieure
à C22, ce qui montre que la liaison entre les atomes le long des plans (001) et (100)
est plus forte que celles le long des plans (010). Les constantes C44, C55, et C66 sont
les constantes élastiques de cisaillement qui reflètent la résistance à la déformation par
cisaillement. Ces constantes sont inférieures aux valeurs de C11, C22 et C33, ce qui in-
dique que ce système a une résistance plus forte à la compression unidirectionnelle par
rapport à la résistance à la déformation par cisaillement.

Dans la structure R3c, les constantes élastiques C11 et C33 présentent les valeurs
les plus élevées que les autres constantes élastiques, ce qui signifie que ces composés
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ont une anisotropie élastique prononcée. De plus, on remarque sur la figure (4.9) que
les constantes élastiques augmentent linéairement en fonction de la concentration (x),
contrairement aux C12, C13 et C14 qui diminuent. Le rapport C33/C11 décrit l’aniso-
tropie élastique longitudinale pour le monocristal. D’après le tableau (4.3), le rapport
C33/C11 est 0.93, 0.97 et 0.97 pour Li0.8Na0.2MgH3, Li0.9Na0.1MgH3 et LiMgH3 res-
pectivement, ce qui nous indique que la rigidité le long de l’axe c est presque la même.

4.6.1 Modules élastiques polycristallins

Les constantes élastique Cij sont estimées à partir des calculs de premiers principes
pour les monocristaux. Mais généralement, les propriétés élastiques polycristallines
ont une valeur d’application pratique plus élevée. Typiquement, les modules élastiques
peuvent caractériser la dureté des matériaux. Le module de compressibilité B des maté-
riaux reflète sa résistance au changement de volume. Le module de cisaillement G décrit
sa résistance au changement de forme. Ils peuvent être estimés en utilisant l’approxi-
mation de Hill [88] à partir des constantes élastiques monocristallines, et ils peuvent
être obtenus à partir des équations suivantes :

B = (BR + BV )/2 (4.19)

G = (GR + GV )/2 (4.20)

où les indices V et R se réfèrent respectivement aux approximations de Voigt [89] et
Reuss [90] qui représentent les limites supérieures et inférieures des modules mécaniques
pour un matériau polycristallin. Pour les matériaux orthorhombiques, ils sont donnés
par :

BV = (1/9)[C11 + C22 + C33 + 2(C12 + C13 + C23)] (4.21)

BR = 1/[S11 + S22 + S33 + 2(S12 + S13 + S23)] (4.22)

GV = (1/15)[C11 + C22 + C33 + 3(C44 + C55 + C66)− (C12 + C13 + C23)] (4.23)

GR = 15/[4(S11 + S22 + S33)− 4(S12 + S13 + S23) + 3(S44 + S55 + S66)] (4.24)

où, Sij sont les coefficients du tenseur des complaisances (la matrice de complaisance
S est l’inverse de la matrice Cij, Sij = C−1

ij ).

Pour les cristaux rhomboédriques, les modules élastiques sont donnés par :

BV = (1/9)[2C11 + C33 + 2C12 + 4C13] (4.25)

BR = 1/[2S11 + S33 + 2S12 + 4S13] (4.26)

GV = (1/15)[2C11 + C33 + 6C44 + 3C66 − C12 − 2C13] (4.27)

GR = 15/[8S11 + 4S33)− 4S12 − 8S13 + 6S44) + 3S66)] (4.28)

Le module de Young E et le coefficient de Poisson ν sont considérés comme les pa-
ramètres importants pour les applications industrielles, qui peuvent être calculés en
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utilisant le module de cisaillement G et le module de compressibilité B. Ils sont donnés
par les équations suivantes [90] :

E =
9BG

3B + G
(4.29)

ν =
3B − 2G

2(3B + G)
(4.30)

Les résultats obtenus pour les deux phases orthorhombique et rhomboédrique sont pré-
sentés dans le tableau (4.4), qui contient aussi d’autres résultats théoriques.

Les valeurs de module de compressibilité B obtenues à partir des constantes élas-
tiques, pour toute composition (x) des phases Pnma et R3c de LixNa1−xMgH3, sont
en bon accord avec celles déterminées par l’équation d’état de Murnaghan [85], données
ci-dessus (voir le tableau (4.2)), ceci peut être une mesure de fiabilité pour nos calculs.
Et elles sont en excellent accord avec les valeurs théoriques rapportées par Vajeeston
et al. [7] pour NaMgH3 et LiMgH3 et Bouhadda et al. [11] pour NaMgH3. Aucune
donnée expérimentale est disponible pour comparer.

Le module de Young E est utilisé pour mesurer la rigidité des solides. Plus la va-
leur de E est élevée, plus le matériau est rigide. Les valeurs du module de Young E
rapportées dans le tableau (4.4) démontrent que LixNa1−xMgH3 dans sa structure
rhomboédrique est un peu plus rigide que dans celle orthorhombique.

Le rapport du module de compressibilité sur le module de cisaillement (B/G) a été
proposé pour estimer le comportement fragile ou ductile des matériaux [91]. Le module
de cisaillement G représente la résistance à la déformation plastique, tandis que B
représente la résistance à la rupture. Une grande valeur du rapport B/G est associée
à une ductilité, tandis que, une faible valeur correspond à la nature fragile. La valeur
critique qui sépare les matériaux ductiles et fragile est d’environ 1.75 ; si B/G > 1.75
le matériau se comporte d’une manière ductile, sinon le matériau se comporte d’une
manière fragile. Nous pouvons voir dans le tableau (4.4) que le rapport (B/G) pour
toute composition (x) dans les phases Pnma et R3c de LixNa1−xMgH3 est inférieur
à 1.75. Ce qui signifie que ces composés sont des matériaux fragiles.

Les valeurs du coefficient de Poisson ν sont utilisées pour quantifier la stabilité des
cristaux contre la déformation par cisaillement [92]. Les valeurs du coefficient de Poisson
dans le tableau (4.4) sont inférieures à 1/3, ce qui implique que tous les composés se
comportent de manière fragile, ce qui est exactement en accord avec la prédiction de
la relation (B/G).

4.6.2 L’anisotropie élastique

L’anisotropie élastique des cristaux aurait un effet important sur les propriétés phy-
siques, telle que l’instabilité élastique. Une description correcte d’un tel comportement
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anisotrope a une implication importante en sciences de l’ingénieur ainsi que dans la
physique des cristaux [92]. Il est important de calculer l’anisotropie élastique pour les
hydrures afin d’améliorer leur durabilité mécanique pour les applications de stockage
d’hydrogène [11].

Les facteurs d’anisotropies de cisaillement fournissent une mesure du degré d’ani-
sotropie dans la liaison entre les atomes dans différents plans. Dans le cas des cristaux
orthorhombiques, le facteur d’anisotropie de cisaillement pour les plans de cisaillement
{100} entre les directions < 011 > et < 010 > est défini par [92] :

A1 =
4C44

C11 + C33 − 2C13

(4.31)

Pour les plans de cisaillement {010} entre les directions < 101 > et < 001 > est défini
par :

A2 =
4C55

C22 + C33 − 2C23

(4.32)

et pour les plans de cisaillement 001 } entre les directions < 110 > et < 010 > est
défini par :

A3 =
4C66

C11 + C22 − 2C12

(4.33)

Dans le cas d’un cristal trigonal, l’anisotropie de cisaillement est caractérisée par
deux paramètres A1 et A2. Le facteur d’anisotropie A1, qui décrit l’anisotropie de
rigidité entre les plans de base et les plans axiaux, est définie par l’expression suivante :

A1 =
2C44

C11 − C12

(4.34)

Le facteur d’anisotropie A2 mesure les plans de cisaillement {100} entre les directions
< 011 > et < 010 >, est définie par l’expression suivante :

A2 =
4C44

C11 + C33 − 2C13

(4.35)

Pour un cristal isotrope les facteurs A1, A2, et A3 sont égaux à 1 tandis qu’une valeur
inférieure ou supérieure à 1 indique l’anisotropie du cristal. Les facteurs d’anisotropis de
cisaillement sont donnés dans le tableau (4.5). Nos résultats pour la phase orthorhom-
bique indiquent que le facteur anisotrope de cisaillement A3 montre plus d’isotropie
que A1, A2, mais lorsque x augmente, ce dernier diminue et devient 1 lorsque x atteint
(0.75). Pour le cas de la phase rhomboédrique, le facteur d’anisotropie de cisaillement
A1 est le plus proche de l’unité par rapport au facteur A2.

Les compressibilités linéaires des trois axes cristallographiques principaux, Ba, Bb

et Bc, peuvent également être calculées à partir des coefficients du tenseur des com-
plaisances Sij. Pour les systèmes orthorhombiques, Ba, Bb et Bc sont définis en terme
des constantes Sij, comme suit [93] :

Ba = 1/[S11 + S12 + S13], Bb = 1/[S12 + S22 + S23], Bc = 1/[S13 + S23 + S33] (4.36)
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Pour les composés rhomboédriques, Ba et Bc sont donnés par les expressions suivantes :

Ba = 1/[S11 + S12 + S13], Bc = 1/[S33 + 2S13] (4.37)

Les facteurs d’anisotropie élastique longitudinale sont donnés par les rapports des mo-
dules de compressibilités linéaires Ba, Bc et Bc comme suit :

ABa = Ba/Bb, ABc = Bc/Bb (4.38)

Une valeur de 1 indique une isotropie élastique, tandis que tout écart par rapport à 1
représente une anisotropie élastique. D’après les valeurs calculées (voir le tableau (4.5),
il est clair que pour (x = 0) le système est presque élastiquement isotrope, cepen-
dant lorsque x augmente, ABa augmente légèrement. Le pourcentage d’anisotropie en
compressibilité et en cisaillement est donné par :

AB =
BV −BR

BV + BR

(4.39)

AG =
GV −GR

GV + GR

(4.40)

Pour ces deux expressions, une valeur de zéro est associée à une isotropie élastique ;
tandis qu’une valeur de 1 (100%) est la plus grande anisotropie possible. Nos résultats
montrent que les valeurs de AB et AG sont petites pour les deux structures.
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Tab. 4.3: Les constantes élastiques calculées (Cij) pour les phases Pnma et R3c de
LixNa1−xMgH3.

Phase Constantes élastiques (GPa)

Pnma C11 C12 C13 C22 C23 C33 C44 C55 C66

x = 0 75.93 22.32 14.79 68.68 21.55 76.28 33.12 23.00 33.87
76.231 19.801 10.101 67.421 19.941 80.281 33.341 23.401 33.591

x = 0.25 77.55 21.97 15.33 69.76 21.25 76.13 32.88 23.49 33.26
x = 0.50 80.92 21.29 15.84 71.53 21.12 76.33 32.58 24.32 32.19
x = 0.75 86.25 20.35 15.91 74.09 21.51 77.03 32.25 25.36 29.95

R3c C11 C12 C13 C14 C33 C44 C66

x = 0.80 82.49 21.48 15.51 3.88 76.75 28.67 30.50
x = 0.90 83.95 20.94 13.92 3.47 81.49 30.24 31.50
x = 1 86.78 20.28 11.45 2.84 84.83 32.45 33.24

862 232 152 32 832 322 322

1PP-GGA . [11]. 2PP-GGA . [86].

Tab. 4.4: Le module de compressibilité B (BR, BV sont Les modules de Reuss et Voigt
respectivement), le module de cisaillement G (GR et GV sont Les modules de Reuss
et Voigt respectivement), le module de Young E (en GPa) et de Poisson ν. Pour les
phases Pnma et R3c de LixNa1−xMgH3.

Phase Modules élastiques polycristallins

BR BV B GR GV G E ν B/G
Pnma x = 0.0 37.58 37.58 37.58 28.01 28.81 28.41 68.08 0.198 1.322

35.941 35.961 35.951 28.801 29.671 29.231 691 0.1801 1.221
x = 0.25 37.83 37.84 37.84 28.27 28.92 28.59 68.52 0.1981 1.323
x = 0.50 38.34 38.37 38.35 28.72 29.12 28.92 69.34 0.1986 1.326
x = 0.75 39.15 39.19 39.17 29.15 29.48 29.31 70.39 0.200 1.336

R3c x = 0.80 38.37 38.53 38.45 29.66 30.18 29.92 71.28 0.191 1.284
x = 0.90 38.45 38.55 38.50 31.61 31.77 31.55 74.34 0.178 1.220
x = 1.0 38.20 38.31 38.25 33.61 33.97 33.79 78.32 0.158 1.132

39.982 40.112 40.042 32.332 32.662 32.502 76.742 0.1802 1.2322

1PP-GGA . [11] ;2PP-GGA . [86]

Tab. 4.5: Les facteurs anisotropes de cisaillement A1, A2 et A3. L’anisotropie de com-
pressibilité ABa , ABc et AB (in % ), et AG (en % ) pour les phases Pnma et R3c de
LixNa1−xMgH3.
Phase Facteur d’anisotropie élastique

A1 A2 A3 ABa ABc AB AG

Pnma x = 0.0 1.08 0.90 1.35 1.009 1.002 0.0003 1.41
0.981 0.871 1.291 0.99 1 1.05 1

x = 0.25 1.06 0.90 1.28 1.034 0.999 0.006 1.13
x = 0.50 1.03 0.92 1.17 1.073 0.995 0.031 0.68
x = 0.75 0.98 0.93 1.00 1.108 0.981 0.046 0.57

R3c x = 0.80 0.94 0.89 1.069 0.202 0.86
x = 0.90 0.96 0.88 1.139 0.117 0.70
x = 1 0.97 0.87 1.142 0.146 0.54

1PP-GGA . [11].
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4.7 Dynamique du réseau

4.7.1 Tenseur diélectrique

Pour obtenir les propriétés dynamiques complètes d’un semi-conducteur, on a be-
soin également de connaître ses propriétés diélectriques, qui correspondent à l’effet
d’un champ électrique appliqué au système. Nous avons calculé les valeurs des élé-
ments du tenseur diélectrique électronique (ε∞). La figure (4.10), représente la varia-
tion du constantes diélectriques électroniques en fonction de la concentration du Li
dans les deux structures Pnma et R3c de LixNa1−xMgH3. Les résultats obtenus pour
NaMgH3, sont εxx

∞ = 3.543, εyy
∞ = 3.539 et εzz

∞ = 3.524 qui sont en accord avec ceux
rapportés par Bouhadda et al [10].

A la transition, il y a une discontinuité dans les valeurs des éléments du tenseur
diélectrique, l’abaissement est le plus fort le long de la direction x et il y a une élévation
selon z. La nature de LixNa1−xMgH3 dans R3c est positivement uniaxiale (εzz

∞/εxx
∞ >

1). Les éléments électroniques calculés augmentent avec l’augmentation de composition
(x). Cette tendance de variation peut s’expliquer par le fait que la polarisabilité de
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Fig. 4.10: la variation des constantes diélectriques électroniques (ε∞)en fonction de la
concentration (x) dans les deux structures Pnma et R3c de LixNa1−xMgH3.
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l’atome de Li est supérieure à celle de Na, de sorte que la densité électronique peut se
polariser plus efficacement dans les matériaux contenant du Li que dans ceux contenant
du Na. Les valeurs obtenues pour LiMgH3 sont εxx

∞ = εyy
∞ = 3.834 et εzz

∞ = 4.013.

4.7.2 Les charges effectives de Born

Les tenseurs des charges effectives de Born Z∗ sont une mesure du changement de
polarisation électronique dû aux déplacements atomiques collectifs. Dans le cadre de
la DFPT [94], Nous avons calculé les charges effectives de Born pour les anions et les
cations ; Les résultats obtenues pour les deux phases Pnma et R3c sont également don-
nés dans les tableaux (4.6), et (4.7), ensemble avec les données théoriques disponibles9.

L’analyse des charges effectives de Born est un autre outil pour évaluer les carac-
téristiques de liaison. Pour LixNa1−xMgH3, les composantes diagonales des charges
effectives sur les sites (Na/Li) et Mg sont presque égales (Zxx ≈ Zyy ≈ Zzz) et les
composantes qui ne sont pas diagonales, sont négligeables. Aux sites de H, les compo-
santes diagonales sont également presque égales, mais les composantes qui ne sont pas
diagonales prennent des petites valeurs mais définies dans la plupart des cas. Ceci est
une indication de caractère ionique fort et de faibles liaisons covalentes.

Les composantes des charges effectives de Born de Mg sont légèrement inférieures
à la charge nominale (+2), tandis que les charges (Na/Li) et H sont très proches de
la charge nominale (+1) et (−1), respectivement. Ce résultat confirme encore le mé-
lange de caractère ionique et covalent de tous les composés Pnma de LixNa1−xMgH3.
Cependant, il apparaît que lorsque la concentration de lithium augmente, le matériau
devient plus ionique.

4.7.3 Dispersion des phonons et la densité d’états

Les spectres des phonons d’un cristal contenant N atomes dans la cellule élémen-
taire sont caractérisés par 3N modes de vibrations possibles dans le cristal. Chaque
atome ayant trois degrés de liberté, le nombre de mode de vibration possible est égal
au nombre de dégrée de liberté des atomes du réseau. Trois des 3N branches sont
acoustiques, les autres 3(N − 1) sont des branches optiques. Pour notre cas, les trois
structures étudiées de LixNa1−xMgH3 sont l’orthorhombique Pnma, la trigonale R3c,
et la cubique Pm3̄m, avec une maille élémentaire de N = 20, N = 10 et N = 5 atomes,
respectivement. Les spectres de dispersion montrent :

– Pour la phase orthorhombique Pnma, 60 branches de dispersion, trois branches
acoustiques, deux sont transversales (TA) et une branche longitudinale (LO), et
57 branches optiques, 38 sont transversales (TO) et 19 sont longitudinales (LO).

– Pour la phase trigonal R3c, 30 branches de dispersion, trois branches acoustiques,
deux sont transversales (TA) et une branche longitudinale (LO), et 27 branches
optiques, 18 sont transversales (TO) et 9 sont longitudinales (LO).
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– Pour la phase cubique Pm3̄m, 15 branches de dispersion, trois branches acous-
tiques, deux sont transversales (TA) et une branche longitudinale (LO), et 12
branches optiques, 8 sont transversales (TO) et 4 sont longitudinales (LO).

Les branches acoustiques, de basses fréquences, correspondent à la vibration du
centre de masse de la maille élémentaire, la dynamique est dominée par l’interaction
entre les cellules. Las branches optiques, de hautes fréquences, correspondent au mou-
vement de vibration à l’intérieur de la maille élémentaire, les ions d’une même cellule
vibrent l’un par rapport à l’autre, et la fréquence de vibration est élargie en une bande
de fréquence par l’interaction entre les cellules.

Et aussi dans ce cas, il est important d’examiner l’orientation du vecteur de po-
larisation ( ~A). pour un vecteur (~q) donné. Il y a donc : Un mode longitudinal soit
polarisée le long de la direction de propagation ( ~A ‖ ~q), et deux modes transversaux
soient polarisées perpendiculairement à la direction de propagation ( ~A ⊥ ~q).

Dans les figures (4.11) et (4.12), les courbes des spectres de dispersion des pho-
nons calculés, de LixNa1−xMgH3 dans la structure Pnma pour différentes concentra-
tions (x), elles sont présentées le long des lignes de haute symétrie de la zone de
Brillouin, conjointement avec les densités d’états des phonons totales et partielles
(DOS)correspondantes. Le comportement du spectre de dispersion des phonons de
NaMgH3 obtenu sont en bon accord avec celui rapporté dans [10].

Comme il est clair d’après la densité d’états partielle que les branches de basses
fréquences sont dues aux vibrations des atomes les plus lourds, tandis que de hautes
fréquences sont causées par le mouvement des atomes H. On remarque, que toutes les
branches ont les valeurs de fréquence positives c-à-dire aucun de ces modes n’a une
fréquence imaginaire, ce qui indique la stabilité de la phase Pnma de LixNa1−xMgH3

dans la gamme de (0 ≤ x ≤ 0.75) de la concentration de lithium.

Cependant, il est clair d’après la figure (4.11), que la fréquence du mode actif infra-
rouge (IR) B2u diminue avec l’augmentation de la concentration (x). Cette diminution
de la valeur de fréquence est une indication qu’une instabilité se développe.
En réalité, d’après la figure (4.12), à la concentration (x = 0.8). Les fréquences du
mode B2u deviennent imaginaires (le spectre de phonons a des fréquences négatives),
ce qui nous montrent l’existence d’une transition de phase qui se produit. Ce résultat est
exactement en accord avec la prédiction des calculs d’énergie totale (voir section (4.5)).

L’augmentation de la concentration en Lithium, a pour effet d’augmenter fortement
l’instabilité de la phase Pnma de LixNa1−xMgH3 dans la gamme de (0.8 ≤ x ≤ 1).
Et également les modes de vibration deviennent imaginaires le long des directions
(Γ −→ X −→ S) et (Γ −→ T ). Comme nous le voyons sur la figure (4.12). LiMgH3

est instable dans la structure Pnma, et ceci est consistant avec ce qui a été rapporté
dans [12,17].
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La figure (4.13) représente les courbes de dispersion des phonons, pour Li0.8Na0.2aMgH3,
Li0.9Na0.1MgH3 et LiMgH3 dans la phase polaire R3c, le long des directions de hautes
symétries de la première zone de Brillouin. Les densités d’états totales et partielles
(DOS) correspondantes à chacun des composés, sont également présentées dans cette
figure.
Il est clair d’après cette figure que les spectres des phonons ne possèdent aucune fré-
quence imaginaire pour aucun vecteur d’onde, c’est-à-dire que tous les modes de fré-
quence sont positifs. Ce qui nous indique que, la phase polaire R3c est la plus stable
de LixNa1−xMgH3 dans la gamme de 0.75 ≤ x ≤ 1 de la concentration de Lithium.

Par ailleurs, ces résultats montrent clairement que la substitution de l’atome Li au
niveau des sites de l’atome de Na dans LixNa1−xMgH3 conduit à une transition de
phase structurale de la structure orthorhombique (Pnma) à la structure rhomboédrique
(R3c), avec une augmentation de volume de la maille élémentaire à la concentration de
transition (x = 0.8) (voir figure (4.4)). Cela pourrait être une explication à l’augmenta-
tion du volume de la maille élémentaire pour x = 0.8, malgré l’atome de Li est la plus
petite taille, rapporté par Contreras Vasquez et al. [18]. Ensuite, le volume diminue
avec l’augmentation de la concentration de Li dans la structure R3c, comme le montre
la figure (4.4).

Nos résultats, pour les spectres de phonons calculés avec les densités d’états des
phonons correspondantes (DOS), de LixNa1−xMgH3 dans la structure cubique Pm3̄m
pour différentes concentrations (x), sont illustrés aux figures (4.14) et (4.15) res-
pectivement. Ils sont présentés le long de lignes de haute symétrie de la zone de
Brillouin, conjointement avec les densités d’états des phonons totales et partielles
(DOS)correspondants.
Il est clair d’après ces figures que, les spectres de phonons possèdent des fréquences
imaginaires (fréquence imaginaire est représentée par la présence de fréquence négative
sur la figure), ce qui nous montrent que, LixNa1−xMgH3 est instable dans la phase
Pm3̄m. Ce résultat est exactement en accord avec la prédiction des calculs d’énergie
totale (voir section (4.3)).

4.7.4 Modes propres au centre de zone

La théorie des groupes permet de classer les modes propres du centre de zone selon
leur symétrie. Dans la symétrie orthorhombique de la structure Pnma, la théorie des
groupes prévoit huit types distincts de modes optiques au centre de zone, correspon-
dants à :

Γ=10B1u+8B2u+10B3u+8Au+7Ag+5B1g+7B2g+5B3g

pour la structure Pnma de LixNa1−xMgH3, il y a 20 atomes par maille, ce qui



4.7. DYNAMIQUE DU RÉSEAU 57

porte à 60 le nombre de modes propres de vibration. Au cours de cette décomposition,
les 60 modes de phonons peuvent être classés comme :
3 acoustiques (B1u,B2u, B3u).
24 Raman actifs (7Ag, 5B1g7B2g, 5B3g).
25 infrarouge IR-actif (9B1u, 7B2u,9B3u).
8 sont silencieux (non actif)(8Au).
Les fréquences des modes optiques au centre de zone et leurs symétries qui ont été
effectuées à l’aide du serveur cristallographique de Bilbao [95] sont reportées dans les
tableaux (4.8), (4.10) et (4.9)pour les modes IR (dipôle actif), Raman (quadripolaire
actif) et silencieux (c’est-à-dire ne développant aucun moment dipolaire ou quadri-
polaire). Seuls les modes non dégénérés existent dans cette symétrie D2h(mmm). Les
modes IR actifs se divisent en deux, phonons optiques transversaux (TO) et optiques
longitudinaux (LO) avec des fréquences différentes en raison des champs électriques
macroscopiques associés aux phonons (LO).

La fréquence du mode B2u diminue avec l’augmentation de la concentration de
lithium, jusqu’à ce qu’elle atteigne la valeur de i32.40 cm−1 pour x = 0.8 (voir ta-
bleau (4.8)). Les déplacements atomiques associés au ce mode B2u sont indiqués sur la
figure (4.16).

Pour la structure polaire R3c de LixNa1−xMgH3, il y a 10 atomes dans la cellule
unitaire primitive qui conduisent à 30 modes de vibration. La théorie des groupes pré-
dit les symétries suivantes de modes de vibration en centre de zone :

Γ=5A1 + 5A2 + 10E
Les trois modes acoustiques sont A1 + 2E. Les modes optiques A1 et les modes E
doublement dégénérés sont à la fois Raman et infrarouge actifs, tandis que les modes
A2 sont silencieux.
Les modes de symétries A1 et E pour lesquels les barycentres des charges positives et
négatives sont en mouvement relatifs, créant ainsi un dipôle qui va rayonner un champ
électromagnétique lors du mouvement des atomes au passage de l’onde mécanique.
En retour, le mouvement des atomes va subir la force de Lorentz consécutivement à
l’existence de ce champ électromagnétique. Il y a donc un couplage entre les aspects
mécaniques et électromagnétiques associés à ces phonons, qui sont qualifiés de polaires.
Ces modes sont actifs en spectroscopies infrarouge et Raman.
Le mode de symétrie A2 pour lequel il n’y a pas de mouvement relatif des barycentres
des charges positives et négatives. Il n’y a pas donc de dipôle rayonnant, c’est pourquoi
ce mode est qualifié de non polaire [96].

Les fréquences des modes optiques de centre de zone et leurs symétries de la struc-
ture trigonale R3c, de symétrie C3v(3m) sont listées dans le tableau (4.11). Sans prendre
en compte le splitting LO-TO dû à la structure non centro-symétrique et à la double
dégénérescence des modes E au point Γ.
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Tab. 4.6: Les charges effectives de Born (Z∗) pour la phase Pnma de LixNa1−xMgH3.
xx yy zz xy xz yx yz zx zy

NaMgH3 (Pnma)
ZNa 1.061 1.069 1.046 0.00 -0.005 0.00 0.00 0.006 0.00

1.0661 1.0711 1.0511 0.001 -0.0071 0.001 0.001 0.0051 0.001
ZMg 1.769 1.762 1.759 -0.026 0.076 -0.005 0.120 -0.086 -0.113

1.7601 1.7591 1.7611 -0.0271 0.0701 -0.0041 0.1201 -0.0861 -0.1091
ZH1 -0.799 -1.208 -0.813 0.00 0.026 0.00 0.00 -0.017 0.00

-0.8011 -1.2081 -0.8141 0.001 0.0271 0.001 0.001 -0.0171 0.001
ZH2 -1.015 -0.811 -0.996 -0.003 -0.192 0.003 -0.011 -0.196 -0.015

-1.0121 -0.8111 -0.9991 -0.0031 -0.1921 -0.0031 -0.0111 -0.1991 -0.01421
x = 0.25 (Pnma)
ZNa/Li 1.069 1.084 1.056 0.00 0.003 0.00 0.00 -0.011 0.00
ZMg 1.772 1.753 1.759 0.028 0.079 0.005 -0.123 -0.089 0.117
ZH1 -0.806 -1.201 -0.824 0.00 0.025 0.00 0.00 -0.018 0.00
ZH2 -1.017 -0.823 -0.995 -0.003 -0.182 0.001 -0.013 -0.186 -0.017
x = 0.5 (Pnma)
ZNa/Li 1.078 1.104 1.066 0.00 0.00 0.00 0.00 -0.018 0.00
ZMg 1.775 1.765 1.758 0.030 0.081 0.004 -0.121 -0.088 0.127
ZH1 -0.817 -1.187 -0.8403 0.00 0.020 0.00 0.00 -0.019 0.00
ZH2 -1.018 -0.804 -0.992 -0.003 -0.165 -0.002 -0.016 -0.167 -0.022
x = 0.75 (Pnma)
ZNa/Li 1.089 1.128 1.074 0.00 -0.002 0.00 0.00 -0.053 0.00
ZMg 1.779 1.771 1.763 0.032 0.079 0.001 -0.109 -0.082 0.140
ZH1 -0.834 -1.166 -0.861 0.00 0.008 0.00 0.00 -0.221 0.00
ZH2 -1.016 -0.866 -0.988 -0.002 -0.137 -0.019 -0.019 -0.135 -0.026

1PP-GGA . [10].

Tab. 4.7: Les charges effectives de Born (Z∗) pour la phase R3c de LixNa1−xMgH3.
xx yy zz xy xz yx yz zx zy

x = 0.80 (R3c)
ZNa/Li 1.069 1.084 1.056 0.00 0.003 0.00 0.00 -0.011 0.00
ZMg 1.772 1.753 1.759 0.028 0.079 0.005 -0.123 -0.089 0.117
ZH -0.806 -1.201 -0.824 0.00 0.025 0.00 0.00 -0.018 0.00
x = 0.90 (R3c)
ZNa/Li 1.078 1.104 1.066 0.00 0.00 0.00 0.00 -0.018 0.00
ZMg 1.775 1.765 1.758 0.030 0.081 0.004 -0.121 -0.088 0.127
ZH -0.817 -1.187 -0.8403 0.00 0.020 0.00 0.00 -0.019 0.00
LiMgH3 (R3c)
ZNa 1.061 1.069 1.046 0.00 -0.005 0.00 0.00 0.006 0.00

1.0661 1.0711 1.0511 0.001 -0.0071 0.001 0.001 0.0051 0.001
ZMg 1.769 1.762 1.759 -0.026 0.076 -0.005 0.120 -0.086 -0.113

1.7601 1.7591 1.7611 -0.0271 0.0701 -0.0041 0.1201 -0.0861 -0.1091
ZH -0.799 -1.208 -0.813 0.00 0.026 0.00 0.00 -0.017 0.00

-0.8011 -1.2081 -0.8141 0.001 0.0271 0.001 0.001 -0.0171 0.001

1PP-GGA . [10].
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Fig. 4.11: Les courbes de dispersion des phonons calculées et densité d’états (DOS)
pour la phase Pnma de LixNa1−xMgH3, pour les concentrations x = 0, 0.5 et 0.75.
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Fig. 4.12: Comme la figure (4.11), mais pour les concentrations x = 0.8, 0.9 et 1.
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Fig. 4.13: Les courbes de dispersion des phonons calculées et densité d’états (DOS)
pour la phase R3c de LixNa1−xMgH3, pour les concentrations x = 0.8, 0.9 et 1.
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Fig. 4.14: Les courbes de dispersion des phonons calculées et densité d’états (DOS)
pour la phase Pm3̄m de LixNa1−xMgH3, pour les concentrations x = 0 et 0.5.
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Fig. 4.15: Les courbes de dispersion des phonons calculées et densité d’états (DOS)
pour la phase Pm3̄m de LixNa1−xMgH3, pour les concentrations x = 0.8 et 1.
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Fig. 4.16: Déplacements atomiques de mode optique de vibration B2u, associés à la
transition de phase de la structure Pnma vers R3c, pour x = 0.8. Les flèches repré-
sentent les déplacements atomiques. Cette figure est tracée à l’aide de VESTA [99].
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Tab. 4.8: Les fréquences des modes optiques infrarouges calculées en(cm−1) du composé
LixNa1−xMgH3 dans la structure Pnma au centre de zone Γ. Deux chiffres dans une
rangée correspondent aux fréquences TO/LO.

infrarouge

Mode B1u(1) B1u(2) B1u(3) B1u(4) B1u(5) B1u(6) B1u(7) B1u(8) B1u(9)

x = 0 107/107 189/189 268/268 295/295 566/599 705/719 745./803 803/817 1268/1339
x = 0.25 115/115 198/199 268/268 299/299 561/561 716/732 759/820 825/825 1270/1332
x = 0.5 124/124 208/213 266/266 309/309 552/552 735/736 781/824 860/860 1279/1321
x = 0.75 133/136 226/232 261/261 328/328 538/538 767/790 814/828 912/912 1302/1305
x = 0.8 135/143 231/236 260/260 334/334 534/534 775/801 821/829 925/925 1308/1374
Mode B2u(1) B2u(2) B2u(3) B2u(4) B2u(5) B2u(6) B2u(7)

x = 0 157/157 172/172 286/286 503/503 686/687 1225/1225 1250/1252
x = 0.25 154/154 173/173 284/284 489/489 697/716 1221/1221 1245/1253
x = 0.5 140/140 174/174 280/280 465/465 714/735 1219/1219 1240/1240
x = 0.75 69/69 175/175 276/276 429/429 742/743 1231/1213 1240/1240
x = 0.8 -i32.40/-i32.40 176/176 275/275 422/422 751/754 1210/1210 1242/1242
Mode B3u(1) B3u(2) B3u(3) B3u(4) B3u(5) B3u(6) B3u(7) B3u(8) B3u(9)

x = 0 116/121 173/189 236/238 293/294 559/566 605/619 843/855 920/929 1243/1250
x = 0.25 122/128 183/185 235/239 301/302 563/602 605/612 854/865 932/941 1242/1245
x = 0.5 129/136 198/200 236/241 314/315 569/586 605/710 869/881 953/961 1246/1261
x = 0.75 132/133 217/224 239/247 337/339 562/587 609/610 886/904 988/994 1261/1281
x = 0.8 131/135 222/225 240/249 343/346 558/585 610/614 889/908 999/1004 1265/1287

Tab. 4.9: Les fréquences des modes optiques Raman calculées (en cm−1) de composé
LixNa1−xMgH3 dans la structure Pnma au centre de zone Γ.

Raman

Mode Ag(1) Ag(2) Ag(3) Ag(4) Ag(5) Ag(6) Ag(7)

x = 0 116 148 350 542 686 909 1064
x = 0.25 130 162 377 562 695 916 1067
x = 0.5 147 180 414 600 741 925 1079
x = 0.75 167 209 468 742 814 937 1106
x = 0.8 171 217 482 751 821 941 1113
Mode B1g(1) B1g(2) B1g(3) B1g(4) B1g(5) Mode B3g(1) B3g(2) B3g(3) B3g(4) B3g(5)

x = 0 170 388 705 1076 1354 138 665 896 1073 1429
x = 0.25 198 409 697 1077 1353 145 692 904 1071 1422
x = 0.5 209 430 714 1085 1357 148 605 917 1073 1414
x = 0.75 226 453 754 1104 1371 142 600 938 1075 1408
x = 0.8 231 459 757 1109 1308 130 597 944 1075 1407
Mode B2g(1) B2g(2) B2g(3) B2g(4) B2g(5) B2g(6) B2g(7)

x = 0 129 155 383 745 870 943 1392
x = 0.25 143 170 419 759 880 958 1388
x = 0.5 164 190 471 753 894 983 1389
x = 0.75 193 224 534 767 912 1024 1397
x = 0.80 201 229 548 775 915 1035 1399
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Tab. 4.10: Les fréquences des modes optiques silencieux calculés (en cm−1) du composé
LixNa1−xMgH3 dans la structure Pnma au centre de zone Γ.

silencieux

Mode Au(1) Au(2) Au(3) Au(4) Au(5) Au(6) Au(7) Au(8)

x = 0 122 173 203 295 541 726 1223 1268
x = 0.25 130 173 202 293 530 732 1215 1270
x = 0.5 142 172 202 293 510 781 1203 1279
x = 0.75 157 170 197 296 472 799 1183 1302
x = 0.8 160 171 197 296 461 814 1177 1301

Tab. 4.11: Les fréquences des modes optiques calculées (en cm−1) de composé
LixNa1−xMgH3 (x = 0.80, 0.90 et 1) dans la structure R3c au centre de zone Γ.
Deux chiffres dans une rangée correspondent aux fréquences TO/LO.

Infrarouge et Raman actif
Mode E(1) E(2) E(3) E(4) E(5) E(6) E(7) E(8) E(9)

x = 0.8 232/236 267/268 294/298 569/569 599/676 767/787 947/980 1065/1083 1260/1334
x = 0.9 237/238 286/286 316/318 604/609 617/695 779/816 946/973 1079/1101 1270/1339
x = 1 240/241 311/311 351/352 621/656 664/721 798/848 948/1003 1096/1120 1284/1345

Infrarouge et Raman actif Silencieux
Mode A1(1) A1(2) A1(3) A1(4) Mode A2(1) A2(2) A2(3) A2(4) A2(5)

x = 0.8 230/232 512/546 788/830 1202/1224 x = 0.8 107 317 830 945 1384
x = 0.9 260/264 519/555 818/844 1205/1231 x = 0.9 181 336 844 973 1381
x = 1 296/297 531/566 852/864 1207/1237 x = 1 190 368 864 1010 1376
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4.8 Propriétés thermodynamiques
La densité d’états vibrationnelle correspond à une intégration de la relation de dis-

persion par rapport à la zone de Brillouin. Elle contient moins d’information que cette
dernière. Cependant, toutes les propriétés thermodynamiques d’origine vibrationnelle
peuvent être vues comme une intégrale sur la densité d’états vibrationnelle dans le
cadre de l’approximation harmonique.
On cite ci-dessous les expressions des grandeurs thermodynamiques qu’on a calculées
par la méthode abinitio en fonction de la température (T ) dans l’approximation har-
monique.

• La chaleur spécifique CV du réseau est donnée par :

CV = 3nNkB

∫ ωmax

0

(
~ω

2kBT

)2

cosh2

(
~ω

2kBT

)
g(ω)dω (4.41)

• L’entropie S est donné par :

S = 3nNkBT

∫ ωmax

0

[
~ω

2kBT
coth

~ω
2kBT

− ln

(
2 sinh

~ω
2kBT

)]
g(ω)dω (4.42)

• L’énergie interne E est donnée par :

∆E = 3nN
~
2

∫ ωmax

0

ω coth

(
~ω

2kBT

)
g(ω)dω (4.43)

• L’énergie libre de Helmholtz F est donnée par :

∆F = 3nNkBT

∫ ωmax

0

ln

(
2 sinh

~ω
2kBT

)
g(ω)dω (4.44)

avec, kB est la constante de Boltzmann , n est le nombre des atomes dans la maille
élémentaire , N est le nombre des cellules unitaires , ωmax la fréquence la plus élevée
des phonons, ω la fréquence des phonons.

Nous avons obtenu les spectres de dispersion et la densité d’états des phonons de
LixNa1−xMgH3 dans les deux structures Pnma et R3c pour différentes concentrations
(x). Par conséquent, nous avons calculé les fonctions thermodynamiques d’origine vi-
brationnelle. La chaleur spécifique à volume constant CV , l’énergie interne E, l’entropie
S, et l’énergie libre de Helmholtz F , sont calculé dans le cadre de l’approximation har-
monique, en fonction de la température dans l’intervalle de 0 à 1200K pour différentes
concentrations (x).
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Fig. 4.17: La variation de la chaleur spécifique CV (T ) et l’entropie S en fonction de la
température et de la concentration pour LixNa1−xMgH3.
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Fig. 4.18: La variation de l’énergie interne E(T ) et l’énergie libre F en fonction de la
température et de la concentration pour LixNa1−xMgH3.
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4.8.1 La chaleur spécifique et L’entropie

La capacité d’un corps est une grandeur permettant de quantifier la possibilité qu’a
un corps d’absorber ou restituer de l’énergie par échange thermique au cours d’une
transformation pendant laquelle sa température varie.

CV =
(δQ)V

dT
(4.45)

autrement dit CV est la quantité de chaleur nécessaire pour élever T , la température
du système, de 1 degré à volume constant.

La figure (4.17) montre la variation de la capacité calorifique à volume constant
pour LixNa1−xMgH3 dans les structures Pnma et R3c en fonction de la concentration
(x) et la température (T ). D’après la figure (4.17), on remarque qu’à basse température,
la contribution des phonons à la capacité calorifique CV augmente avec la température
et diminue avec une concentration croissante.
Pour chaque T , NaMgH3 (x = 0) a la valeur la plus élevée, tandis que LiMgH3 (x = 1)
a la valeur la plus basse. Tandis que, à haute température, CV revient indépendante de
la valeur de la concentration et de la température, il se rapproche de la valeur limite
asymptotique classique de Dulong-Petit de 3NR = 124.72 Jmol−1K−1, où R est la
constante de gaz parfaite (R = 8.31451 Jmol−1K−1) et N est le nombre des atomes
dans la maille élémentaire [97].
La capacité calorifique du NaMgH3 dans la phase Pnma, à température ambiante
est CV = 486.8j/mol.K, qui est en bon accord avec la valeur théorique rapportée par
Bouhadda et al [10] CV =488.8J/molK.

En mécanique statistique, l’entropie S est liée au désordre, une tendance à augmen-
ter l’entropie en augmentant le désordre du système.
La figure (4.17) montre la variation de l’entropie pour LixNa1−xMgH3 dans les struc-
tures Pnma et R3c en fonction de la concentration (x) et la température (T ).
D’après la figure (4.17), on voit que l’entropie s’approche d’une valeur très petite quand
la température tend vers zéro, et elle augmente avec l’augmentation de la température
Sfinal À Sinit c’est la loi d’accroissement de l’entropie qui correspond à l’accroissement
du désordre microscopique du système (second principe de la thermodynamique). On
note que l’entropie diminue avec l’augmentation de la concentration.

4.8.2 L’énergie libre et L’énergie interne

L’énergie libre F est une grandeur d’état puisqu’elle est définie en fonction de
l’énergie interne et l’entropie :

F = E − TS (4.46)

La variation de l’énergie interne ∆E et l’énergie libre ∆F en fonction de la concen-
tration (x) et la température (T ), pour LixNa1−xMgH3 dans les deux phase Pnma et
R3c, est illustrée sur la figure (4.18).
D’après la figure, la valeur de température zéro ∆E0 et ∆F0 n’est pas nulle, en raison
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du mouvement des molécules, elle égale au niveau de la plus basse énergie de système,
et peut être calculée à partir de l’expression asymptotique

∆F0 = ∆E0 = 3nN

∫ ωmax

0

~ω
2

g(ω)dω (4.47)

où, n est le nombre des atomes dans la maille élémentaire , N est le nombre des cellules
unitaires , ωmax la fréquence la plus élevée des phonons et ω la fréquence des phonons.
Les valeurs de ∆F0 et ∆E0 à température zéro pour NaMgH3 dans la phase Pnma
est 20460J/mol.
A haute température, la contribution de l’entropie à l’énergie libre est importante le
système évolue vers un état d’entropie maximale, et l’énergie libre devient négative.
Avec l’augmentation de la température F diminue pour chaque concentration de li-
thium, NaMgH3 a la valeur la plus basse et LiMgH3 a la valeur la plus élevée pour
chaque T .
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Deuxième Partie BaxSr1−xLiH3

4.9 Détails numériques
Dans le cadre de la théorie de la fonctionnelle de la densité (DFT) [47], nous avons

utilisé les ondes planes comme une base pour le développement des orbitales de Kohn-
Sham et l’interaction entre les électrons et les ions est décrite par le pseudo-potentiel
à norme conservée proposée par Hamann et al [28]. La mise en œuvre a été réalisée
dans le code du calcul ABINIT [29,30].

Pour toutes les concentrations (x) que nous allons étudier, le rayon de coupure de
la base d’ondes planes utilisé pour les fonctions d’onde sera fixé à 50 Hartree (1360
eV). Cette valeur a été déterminée en effectuant une étude de convergence sur la va-
leur de l’énergie totale, de manière à garantir une précision de 10−6 Hartree. Elle est
relativement élevée pour un calcul s’effectuant dans l’approche pseudo-potentiel.

En ce qui concerne l’échantillonnage des points ~k de l’espace réciproque, nous avons
utilisé le maillage standard de Monkhorst et Pack [79]. La zone de Brillouin de la cel-
lule sera discrétisée en utilisant une grille de (8× 8× 8) points.

Tab. 4.12: Configurations électroniques choisies pour les calculs sur BaxSr1−xLiH3.

Élément cœur valence

H [] 1s1
Li [1s2] 2s1
Sr [1s2 2s2 2p6 3s2 3p6 3d10 ] 4s2 4p65s2
Ba [1s2 2s2 2p6 3s2 3p6 3d10 4s2 4p6 4d10 ] 5s2 5p66s2

Les pseudo-potentiels qu’on a utilisés sont les pseudo-potentiels à norme conservée
de Troullier et Martins (TM). Les fichiers du pseudo-potentiel ont été téléchargés du
site internet de ABINIT à partir du tableau officiel de pseudo-potentiels fourni [29].
Le potentiel d’échange et de corrélation est traité avec l’approximation du gradient
généralisé de Perdew, Burke et Ernzerhof (PBE) [81].

Le formalisme pseudo-potentiel utilise l’approximation des cœurs gelés. Certains
électrons (électrons de cœur) sont figés dans leur état atomique. Les électrons de va-
lence sont explicitement traités par ABINIT. Le nombre d’électrons de cœur et de
valence pour chaque espèce chimique est donné dans le tableau (4.12). Les composi-
tions et les configurations seront étudiées, dans des conditions statiques (T= 0 K).

Pour le traitement de BaxSr1−xLiH3, nous avons utilisé l’Approximation du Cristal
Virtuel (VCA) [84]. Les pseudo-potentiels de Ba et Sr sont combinés pour construire
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les pseudo-potentiels virtuels du BaxSr1−x (voire section 4.2.1), c’est-à-dire :

V Ps
V CA[x] = xV Ps

Ba + (1− x)V Ps
Sr (4.48)

où V PS
Ba et V PS

Sr sont les pseud-opotentiels des atomes Ba et Sr, respectivement.

Les Réponse au déplacement atomique, à la déformation et à la perturbation du
champ électrique sont calculées en utilisant la méthode de la théorie de perturbation de
la fonctionnelle de la densité (DFPT) [63,64,77,82], implémentée dans le code ABINIT.
Les matrices dynamiques ont été calculées dans une maille de (4× 4× 4) points ~q pour
la partie irréductible de la zone de Brillouin, et nous avons utilisé l’interpolation de
Fourier pour calculer les phonons dans n’importe quel point ~q choisi.

4.10 Propriétés structurales
Notre étude est consacrée à l’alliage BaxSr1−xLiH3, qui se cristallise dans une struc-

ture anti-pérovskite du groupe d’espace Pm3̄m (N◦ 221). Les atomes du Strontium Sr
et Baryum Ba occupent les positions (0, 0, 0), les atomes de lithium Li occupent les
positions (1/2, 1/2, 1/2), les atomes de l’hydrogène H occupent les positions (0, 1/2,
1/2). La figure (4.19) est une représentation graphique de cette structure.

Fig. 4.19: Cellule unitaire de SrLiH3 dans la structure Pm3̄m.
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Fig. 4.20: La variation du paramètre du maille en fonction de la concentration (x) ;
ligne continue obtenue par l’ajustement quadratique, ligne pointillée obtenue par la loi
de Végard.

Pour déterminer les propriétés structurales à l’équilibre statique, à savoir, les para-
mètres du réseau, le module de compressibilité B0 et sa dérivée par rapport à la pression
B′, on calcule l’énergie totale E pour différentes valeurs du volume de la maille élé-
mentaire et pour chaque concentration (x). Puis on ajuste les valeurs E(V ) calculées
par une équation d’état. Dans le présent travail, nous avons utilisé l’équation d’état de
Murnaghan [79].

Dans le tableau (4.13), nous avons reporté les valeurs des différents paramètres de
réseau calculés a0, ainsi que les valeurs du module de compressibilité B0, ensemble avec
les résultats théoriques précédents et les données expérimentales disponibles pour les
cas limites de BaxSr1−xLiH3. Nous avons remarqué que les valeurs du paramètre du
réseau a0 de notre calcul sont en bon accord avec les valeurs expérimentales et théo-
riques, la différence est de l’ordre 1.19 % et 0.2 % des valeurs expérimentales [19] pour
SrLiH3 et BaLiH3, respectivement. Cela pourrait être une mesure de la fiabilité des
données prédites, qui ne sont pas encore mesurées.

La figure (4.20), représente la variation du paramètre de maille en fonction de la
concentration (x). La déviation par rapport à la loi de Végard est clairement observée.
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Cette grande déviation est due à la différence entre les paramètres de réseau (4.7%),
des composés ternaires constituant l’alliage (3.714 Å pour SrLiH3 et 4.033 Å pour
BaLiH3).

Nous avons calculé le facteur du désordre (bowing) du paramètre de réseau, en
utilisant la relation suivante :

aBaxSr1−xLiH3 = xaBaLiH3 + (1− x)aSrLiH3 − bx(1− x) (4.49)

où aBaLiH3 et aSrLiH3 sont les paramètres du réseau d’équilibre pour les composés
BaLiH3 et SrLiH3, respectivement. Le paramètres du bowing b calculés pour BaxSr1−xLiH3

est -0.2939 Å.

Tab. 4.13: Les paramètres structuraux d’équilibre optimisés et le module de compres-
sibilité (B0) pour BaxSr1−xLiH3.

a0(Å) B0(GPa)

x ce travail Exp. Autres ce travail Autres

BaxSr1−xLiH3 0 3.714 3.8331 3.7022,3.8043 47.51 50.312,42.953
3.7884,3.6965 34.154,50.625

0.1 3.773 3.7312,3.8333 45.28 49.722,42.073
0.3 3.871 3.7822,3.8853 42.23 48.252,40.603
0.5 3.945 3.8242,3.9273 40.43 47.072,39.713
0.7 3.999 3.8592,3.9633 40.01 46.192,38.833
0.9 4.031 3.8862,3.9923 39.17 45.302,38.243
1 4.033 4.0231 3.8932,4.0003 39.30 45.012,37.953

3.9895,3.8926 37.835,45.916

1Les données expérimentales de Ref. [19] . 2PP-LDA [20]. 3PP-GGA [20]. 4PP-GGA [21]. 5PP-LDA [21].

4.11 Propriétés élastiques
L’élasticité est un facteur très important dans l’étude de la stabilité, comme elle

doit être prise en compte dans l’étude des forces mécaniques. Les constantes élastiques
(Cij) déterminent la réponse des matériaux aux forces extérieures et jouent un rôle
important dans la détermination de la résistance des composés. Ils fournissent des in-
formations précieuses sur la liaison entre les plans atomiques, le caractère d’anisotropie
de la liaison, la stabilité structurales et les vitesses du son.

Le tenseur élastique des cristaux cubiques a seulement trois constantes élastiques
indépendantes, à savoir C11, C12 et C44 [100]. Les valeurs des constantes élastiques Cij

obtenues pour BaxSr1−xLiH3 sont données dans le tableau (4.14), ainsi que les valeurs
des autres résultats théoriques disponibles. Il n’y a pas des données expérimentales
rapportées sur les constantes élastiques de ce alliage pour comparer. A partir de ces
résultats, on remarque que les valeurs obtenues des constantes élastiques sont en bon
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Tab. 4.14: Les constantes élastiques calculées (Cij) de BaxSr1−xLiH3.
C11 C12 C44

x ce travail Autres ce travail Autres ce travail Autres

BaxSr1−xLiH3 0 121.45 107.671,124.282 10.08 10.331,12.492 53.37 46.161,53.622
105.384 10.584 45.114

0.1 112.63 11.30 50.36
0.3 100.43 13.06 46.34
0.5 92.78 14.30 44.02
0.7 87.90 15.23 42.72
0.9 84.98 16.08 42.30
1 84.33 84.141,106.32 16.47 11.761,22.592 42.42 42.751,48.792

86.544 13.104 40.464

4PP-GGA [21]. 5PP-LDA [21].

accord avec les valeurs théoriques.

Un matériau ne peut être stable dans une structure cubique sauf si les constantes
(Cij) satisfont les critères de stabilité suivantes :





(C11 + 2C12) > 0

(C11 − C12) > 0

C44 > 0

(4.50)

Comme on peut le voir dans le tableau (4.14), les constantes élastiques obtenues satis-
font ces critères de stabilité mécanique. Ce qui nous indique que, BaxSr1−xLiH3 est
mécaniquement stable dans la structure cubique.

la figure (4.21) montre la variation des constantes élastiques en fonction de la
concentration (x) de baryum pour BaxSr1−xLiH3 dans la phase Pm3̄m. les constantes
C11 et C44 diminuent en fonction de la concentration (x), contrairement aux C12, qui
augmentent légèrement.

D’après cette figure (4.21) on remarque que, les constantes élastiques calculées pré-
sentent un comportement non-linéaire entre les cas limites de l’alliage. Cette dépen-
dance est de forme quadratique et elle est représentée dans la figure par des lignes
continues. Pour calculer la déviation de ces paramètres, on utilise la forme quadratique
suivante :

c
BaxSr1−xLiH3

ij = xcBaLiH3
ij + (1− x)cSrLiH3

ij − bijx(1− x), (4.51)

où cBaLiH3
ij et cSrLiH3

ij sont les constantes élastiques des composés BaLiH3 et SrLiH3,
c
BaxSr1−xLiH3

ij est la constante élastique de l’alliage et bij le paramètre de déviation (bo-
wing). Les valeurs obtenues pour bij sont b11 = 41.5237, b12 = −4.18137 et b44 = 15.9412
GPa pour BaxSr1−xLiH3.
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Fig. 4.21: La variation des constantes élastiques (Cij) calculées en fonction de la concen-
tration (x) de BaxSr1−xLiH3.

4.11.1 L’effet de la pression hydrostatique sur les constantes
élastiques

Nous avons également étudié l’effet de la pression sur les constantes élastiques pour
différentes concentrations (x) dans la gamme de de pression de 0 à 40 GPa et les ré-
sultats sont présentés dans la figure (4.22). Il est clair de cette figure que pour chaque
concentration de baryum et chaque valeur de pression, les valeurs de (Cij) sont com-
prises entre celles des cas limites de l’alliage BaxSr1−xLiH3, c’est-à-dire SrLiH3 et
BaLiH3, avec SrLiH3 ayant les valeurs les plus élevées de C11 et C44 et le plus bas
pour C12. Ceci est cohérent avec les résultats affichés dans la figure (4.22).

Pour un cristal cubique sous pression P , les critères généraux de la stabilité élastique
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[101] sont les suivants : 



(C11 + 2C12 + P ) /3 > 0

(C11 − C12 − 2P ) /2 > 0

(C44 − P ) > 0

(4.52)

les constantes élastiques obtenues satisfont ces critères de stabilité mécanique dans
cette gamme de pression. Comme on peut le voir sur cette figure (4.22), les constantes
élastiques calculées montrent un comportement non linéaire entre les cas limites de
l’alliage, et elles augmentent avec l’augmentation de la pression.

Les valeurs calculées des constantes élastiques sont ajustées à la fonction quadra-
tique cx

ij=cx
ij(0)+ap+bp2, où cx

ij est en GPa, p est la pression en GPa, a et b sont les
coefficients de pression du premier et du second ordre, respectivement, et x indique la
concentration de baryum. Les valeurs obtenues de a et b sont affichées dans le tableau
(4.15). C11 a le coefficient de pression de premier ordre le plus élevé pour toutes les
concentrations. Les coefficients de pression du second ordre sont petits.

Tab. 4.15: Les coefficients de pression du premier et du second ordre, a et b dans
l’expression pour cx

ij=cx
ij(0)+ap+bp2 où p est la pression et x est la concentration.

C11 C12 C44

x a b a b a b

BaxSr1−xLiH3 0 5.82632 -0.0399757 1.13968 0.00302319 2.52873 -0.017902
0.1 5.36861 -0.0300606 1.2285 0.000768807 2.34675 -0.0131594
0.3 5.03945 -0.0296214 1.34647 -0.00080718 2.26919 -0.0135768
0.5 4.85688 -0.0303928 1.47521 -0.00207107 2.024438 -0.0142884
0.7 4.72217 -0.0312734 1.59641 -0.00310496 2.24315 -0.0150904
0.9 4.53127 -0.0315135 1.67275 -0.0035622 2.21449 -0.0153669
1 4.44692 -0.0333539 1.7247 -0.00443505 2.21332 -0.0162781
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4.12 Dynamique du réseau

4.12.1 Tenseur diélectrique et les charges effectives de Born

Nos valeurs de la charge effective de Born Z∗, la constante diélectrique électronique
ε∞ et la constante diélectrique statique ε0 de l’alliage BaxSr1−xLiH3 sont représentées
dans les figures figure (4.23) et (4.24). Rappelons aussi que la règle de la sommation
acoustique a été respectée : ∑

Z∗ = 0 (4.53)

Ces valeurs obtenues sont ajustées selon les équations suivantes :

Z∗
BaxSr1−xLiH3

= xZ∗
BaLiH3

+ (1− x)Z∗
SrLiH3

− bZ∗x(1− x) (4.54)

εBaxSr1−xLiH3
∞ = xεBaLiH3

∞ + (1− x)εSrLiH3
∞ − bε∞x(1− x) (4.55)

ε
BaxSr1−xLiH3

0 = xεBaLiH3
0 + (1− x)εSrLiH3

0 − bε0x(1− x), (4.56)

Les valeurs de bowing pour ε∞ et ε0 sont respectivement bε∞ = 0.325428 et bε0 =
−0.269048. Les valeurs de bowing de Z∗ sont reportées dans le tableau (4.16).

Tab. 4.16: Les charges effectives de Born calculées de SrLiH3 et BaLiH3 avec des
valeurs théoriques pour la comparaison.

Z∗Sr Z∗Ba Z∗Li Z∗H‖ Z∗H⊥

Present other Present other Present other Present other Present other

SrLiH3 1.98749 2.179211 0.77196 0.771031 -0.92233 -1.056031 -0.91478 -0.887711
BaLiH3 2.03490 2.251931 0.87327 0.874491 -0.97751 -1.176111 -0.95317 -0.855781

1PP-GGa [23].

La charge effective de Born est très proche des charges nominales pour Sr ou Ba :
+ 2, Li : +1 et H : -1, ce qui signifie que les sites Sr, Ba et Li des séries SrLiH3 et
BaLiH3 abandonner à près de deux et un des électrons, respectivement, alors que les
atomes H chacun gagnent par conséquence près d’un électron. Les valeurs de ε∞ pour
SrLiH3 (4.15) et BaLiH3 (4.04) sont proches de celles rapportées dans la Réf. [23] ;
(4.80) et (3.73) respectivement.

4.12.2 Dispersion des phonons et les constantes des forces in-
teratomiques

Les spectres des phonons d’un cristal contenant N atomes dans la cellule élémen-
taire sont caractérisés par 3N modes de vibrations possibles dans le cristal. Pour la
structure de pérovskite cubique Pm3̄m, il y a 5 atomes par maille élémentaire, les
spectres des phonons ont 15 branches de dispersion pour chaque vecteur d’onde dans
la zone de Brillouin. Trois branches sont acoustiques, deux sont transversales (TA) et
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Fig. 4.23: La variation des charges effectives de Born Z∗ en fonction de la concentration
(x) de BaxSr1−xLiH3.

une branche longitudinale (LO), et 12 branches optiques, 8 sont transversales (TO) et
4 sont longitudinales (LO).

Dans les figures (4.25) et (4.26), les courbes des spectres de dispersion des phonons
calculés, de BaxSr1−xLiH3 dans la structure Pm3̄m pour différentes concentrations
(x). Ils sont présentés le long de lignes de haute symétrie de la zone de Brillouin, conjoin-
tement avec les densités d’états des phonons totales et partielles (DOS)correspondantes.
Le comportement du spectre de dispersion des phonons de SrLiH3 et BaLiH3 obtenu
est en bon accord avec celui rapporté dans [23].

Comme il est clair d’après la (DOS) partielle que les branches de basses fréquences
sont dues aux vibrations des atomes les plus lourds, tandis que celles de hautes fré-
quences sont causées par le mouvement des atomes H. On remarque, que toutes les
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Fig. 4.24: La variation des constantes diélectriques (ε∞) et les constantes diélectriques
statiques (ε0) en fonction de la concentration (x) de BaxSr1−xLiH3.

branches ont les valeurs de fréquence positives c-à-dire aucun de ces modes n’a une
fréquence imaginaire, ce qui indique la stabilité de la phase Pm3̄m de BaxSr1−xLiH3.

La théorie des groupes permet de classer les modes propres de centre de zone selon
leur symétrie. Dans la symétrie cubique de la structure Pm3̄m, la théorie des groupes
prévoit deux types distincts de modes optiques au centre de zone, correspondants à :
Γ(O1

h)= F 1
1u + F 2

1u+ F 3
1u + F2u.

Les modes F1u sont infrarouges IR-actif et le F2u est silencieux (non actif) [22, 23].
Les fréquences des modes optiques de centre de zone et leurs symétries qui ont été
effectués à l’aide du serveur cristallographique de Bilbao [95] sont reportées dans le ta-
bleau (4.17), pour les modes IR (dipôle actif) et silencieux (c’est-à-dire ne développant



4.12. DYNAMIQUE DU RÉSEAU 83

X Γ M R Γ
0

200

400

600

800

1000

1200

Fr
eq

ue
nc

es
 (

cm
-1

)

DOS

Total
H
Li
Sr

SrLiH
3

X Γ M R

200

400

600

800

1000

Fr
eq

ue
nc

es
 (

cm
-1

)

DOS

Total
H
Li
Ba

BaLiH
3

Fig. 4.25: Les courbes de dispersion des phonons calculés et densité d’états (DOS)
pour la phase Pm3̄m de BaxSr1−xLiH3, pour les concentrations x = 0 et 1.

aucun moment dipolaire ou quadripolaire), ainsi que d’autres résultats théoriques et
expérimentaux pour SrLiH3 et BaLiH3.

Les fréquences des phonons calculées pour BaxSr1−xLiH3 sont ajustées en utilisant
la relation quadratique suivante :

ωBaxSr1−xLiH3 = xωBaLiH3 + (1− x)ωSrLiH3 − bx(1− x) (4.57)

Les valeurs obtenues de bowing b sont données dans le tableau (4.18). Les modes de
fréquence calculés sont en bon accord avec les valeurs théoriques [22] et les valeurs
rapportées récemment pour les cas limites de l’alliage par Yalcin [23]. La figure (4.27)
montre la variation des fréquences des modes au point Γ en fonction de la concentration
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de baryum.

Tab. 4.17: Les fréquences des modes optiques calculées en(cm−1) de composé
BaxSr1−xLiH3 dans la structure Pm3̄m au centre de zone Γ. Les valeurs obtenues
sont également comparées aux résultats théoriques et expérimentaux.

F 1
1u F 2

1u F 3
1u F2u

Dégénérescence Double Double Double Triple

Mode TO1 LO1 TO2 LO2 TO3 LO3 Γ25

BaxSr1−xLiH3 x=0 308.92 333.38 675.20 962.04 1103.7 1153.9 712.78
other 2981 3321 6291 9161 10931 11421 6641
Exp. 3402 9502 11302 6602
x=0.1 300.24 320.93 659.85 960.73 1054.22 1102.24 708.13
x=0.3 289.04 302.00 636.01 951.61 982.64 1022.58 702.64
x=0.5 281.10 288.97 614.96 934.29 936.25 975.48 699.36
x=0.7 275.40 279.83 599.90 903.79 906.16 960.25 697.78
x=0.9 272.55 274.96 595.56 879.90 888.41 957.52 698.05
x=1 273.39 275.17 602.33 876.28 885.41 960.14 699.75
other 2931 3021 6131 8911 9141 9721 6571
Exp. 3202 7802 9202 6502

2Exp. [22].
1PP-GGa [23].

Tab. 4.18: Les valeurs obtenues de bowing b en (cm−1) aux points Γ.
F 1

1u F 2
1u F 3

1u F2u

Dégénérescence Double Double Double Triple

Mode bTO1 bLO1 bTO2 bLO2 bTO3 bLO3 bΓ25

BaxSr1−xLiH3 42.6795 63.0964 9.9498 -45.4082 38.708 16.499 28.3295

Le splitting LO−TO dans les modes les plus élevés est le suivants, c’est-à-dire LO3−
TO3 et LO2−TO2, respectivement, correspondant au mode élongation (Stretching) de
LiH et le mode déformation (Bending) de Li−H [22].
• Le mode élongation (Stretching) : variation de la longueur d’une liaison.
• Le mode déformation (Bending) : variation dans l’angle fait par deux liaisons.
Il convient de noter que pour le mode d’élongation, les fréquences sont sensibles à la
distance Li−H dans le réseau, ils diminuent avec l’augmentation de la concentration
(x), car la distance Li−H devient plus grande, (1.92 Å pour SrLiH3 et 2.01 Å pour
BaLiH3).

Par conséquent, la constante de force interatomique (IFC) pour la liaison aug-
mente, comme il est montré dans le tableau (4.19), qui affiche la variation des constantes
des forces interatomiques (IFC) calculées avec la concentration de baryum. Le split-
ting LO − TO caractérise la longue portée des forces électrostatiques sur le réseau
vibrant,sa diminution pour les modes les plus faibles d’énergie indique que la liaison
Ba− LiH3 est moins ionique que la Sr − LiH3.
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La constance du splitting LO − TO montre que la liaison conserve le même de-
gré d’ionicité. De plus, dans SrLiH3 en utilisant les valeurs de l’IFC (voir le ta-
bleau (4.18)), nous avons trouvé que l’IFC de Li − H est 98 % plus élevé et 4.8 %
inférieur à Sr−H et Li−Sr, montrant respectivement la covalence relativement élevée
du Li − Sr. En BaLiH3, l’IFC entre Ba − H devient plus élevé de 27 % et plus bas
de 69 % que les Li − H et Li − Ba respectivement. Par conséquent, nous concluons
que le comportement de liaison dans le système BaxSr1−xLiH3 est une combinaison
de nature covalente et ionique.

Tab. 4.19: Les constantes de forces interatomiques longitudinales calculées (IFC) in
(104 dyn cm−1) pour chaque paire d’atomes pour BaxSr1−xLiH3.

x Li−H Li− (Ba\Sr) H − (Ba\Sr)

BaxSr1−xLiH3 0 1.325007 1.390401 0.03114
0.1 1.069659 1.3312355 0.023355
0.3 0.708435 1.247157 0.118332
0.5 0.474885 1.197333 0.194625
0.7 0.34254 1.169307 0.256905
0.9 0.256905 1.155294 0.317628
1 0.260019 1.155294 0.356553

4.12.3 L’effet de la pression hydrostatique sur les propriétés
Vibrationnelles

L’effet de la pression sur les spectres de phonon du système BaxSr1−xLiH3 a été
déterminé dans le cadre de la méthode de la réponse linéaire.
Dans les figures (4.28) et (4.29), nous montrons simplement les résultats obtenus pour
la variation des modes acoustiques avec la pression aux points de haute symétrie X, R
et M pour différentes concentrations (x).

On constate clairement une dépendance linéaire de la pression et les fréquences de
vibration, dans tous les points de hautes symétries, dans cette gamme considérée de
pression.
Les branches acoustiques de hautes fréquences dans tous les points augmentent avec
une pression croissante. Et tous les modes ont des fréquences positives, ce qui indique
la stabilité dynamique de cet alliage dans cette structure.
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Fig. 4.26: Comme la figure (4.11), mais pour les concentrations x = 0.1, 0.5 et 0.9.



4.12. DYNAMIQUE DU RÉSEAU 87

270

280

290

300

310

320

330

340

To
1

Lo
1

600

700

800

900

1000

Fr
eq

ue
nc

es
 (

cm
-1

)

To
2

Lo
2

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Concentration de Baryum (x)

600

700

800

900

1000

1100

1200

Γ25
To

3

Lo
3

Fig. 4.27: Les modes de fréquence au point Γ en fonction de la concentration (x) de
BaxSr1−xLiH3.



4.12. DYNAMIQUE DU RÉSEAU 88

100

120

140

160

180

200

M
LA

M
TA

100

120

140

160

180

200

220

Fr
eq

ue
nc

es
 (

cm
-1

)

R
TA.LA

0 5 10 15 20 25 30

Pressusion (GPa)

100

150

200

250

X
TA

X
LA

SrLiH
3

80

100

120

140

M
LA

M
TA

100

105

110

115

120

125

130

Fr
eq

ue
nc

es
 (

cm
-1

)

R
TA.LA

0 5 10 15 20 25 30

Pression (GPa)

80

100

120

140

160

180

200

X
TA

X
LA

BaLiH
3

Fig. 4.28: Les modes de fréquence aux points X, R et M en fonction de la pression de
BaxSr1−xLiH3, pour les concentrations x = 0 et 1.



4.12. DYNAMIQUE DU RÉSEAU 89

80

100

120

140

160

180

200

M
LA

M 
TA

100

120

140

160

180

200

Fr
eq

ue
nc

es
 (

cm
-1

)

R
TA.LA

0 5 10 15 20 25 30

Pressuer (GPa)

100

150

200

250

X 
TA

X 
LA

Ba
0.1

Sr
0.9

LiH
3

80

100

120

140

160

M
LA

M
TA

110

120

130

140

150

160

Fr
eq

ue
nc

es
 (

cm
-1

)

R
TA.LA

0 5 10 15 20 25 30

Pressusion (GPa)

100

150

200

250

X
TA

X
LA

Ba
0.5

Sr
0.5

LiH
3

70

80

90

100

110

120

130

140

M
LA

M
TA

100

110

120

130

140

Fr
eq

ue
nc

es
 (

cm
-1

)

R
TA.LA

0 5 10 15 20 25 30

Pression (GPa)

80

100

120

140

160

180

X
TA

X
LA

Ba
0.9

Sr
0.1

LiH
3

Fig. 4.29: Comme la figure (4.11), mais pour les concentrations x = 0.1, 0.5 et 0.9.
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4.13 Propriétés thermodynamiques
Dans cette section, nous présentons nos résultats sur les propriétés thermodyna-

miques en utilisant l’approximation quasi-harmonique dans laquelle les vibrations du
réseau sont traitées comme harmoniques, mais avec des fréquences supposées dépen-
dantes du volume et de la pression. Pour, une température T et volume V donnés,
l’état d’équilibre d’un cristal est déterminé par la minimisation de l’énergie libre de
Helmholtz

F (V, T ) = E − TS (4.58)

où E est l’énergie interne et S est l’entropie.
La contribution vibrationnelle à l’énergie libre pour chaque mode j est donnée par [?] :

Fvibj =
~ωj

2kBT
ln

[
1− e

~ωj
kBT

]
(4.59)

Donc, on peut écrire la contribution vibrationnelle de l’énergie libre pour tous les
modes :

Fvib =
1

2

3nN∑
j=1

~ωj + kBT

3nN∑
j=1

ln

[
1− e

−~ωj
kBT

]
(4.60)

Dans l’approximation quasi-harmonique, l’énergie libre de Helmholtz est donnée par [?] :

F (V, T ) = E(V ) + Fvib (4.61)

En remplace (4.60) dans (4.61), on trouve :

F (V, T ) = E(V ) +
1

2

3nN∑
j=1

~ωj + kBT

3nN∑
j=1

ln

[
1− e

−~ωj
kBT

]
(4.62)

où E est l’énergie interne statique. Le second terme vient de l’énergie du point zéro
(free energy from zero point motion), le troisième terme est le seul qui dépend de la
température. ωj est la fréquence de phonon de mode j. n est le nombre d’atomes par
cellule élémentaire, N est le nombre de cellules élémentaires, kB est la constante de
Boltzmann et ~ est la constante de Plank divisée par 2π.

La première étape du calcul consiste à ajuster F (V, T ) à l’équation d’état deMurna-
ghans [85] à chaque T . Les propriétés thermodynamiques sont dérivées de ces équations
d’état isothermes en utilisant des relations thermodynamiques standard. La dilatation
thermique volumique α(T ) peut être obtenue en utilisant une différenciation numérique
directe du volume par rapport à la température :

α(T ) =
1

V

(
∂V

∂T

)

P

(4.63)

Nos résultats prédits sont présentés dans la figure (4.30) pour des concentrations dif-
férentes en fonction de la température. Les résultats indiquent que le coefficient de
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Fig. 4.30: La variation de la dilatation thermique volumique α(T ) en fonction de la
température et de la concentration (x) de BaxSr1−xLiH3.

dilatation thermique augmente avec l’augmentation de la température et ne présente
aucun comportement négatif. De plus, SrLiH3 a la valeur la plus élevée pour chaque
T , tandis que la plus basse correspond à x = 0.5.
Les valeurs ambiantes de la dilatation thermique sont (9.182 × 10−5K−1) et (6.613 ×
10−5K−1) pour SrLiH3 et BaLiH3, respectivement.

On peut évaluer le module de compressibilité par rapport à la température BT , à
partir de l’équation d’état, définie par :

B(T ) = V

(
∂2F

∂V 2

)
= V

∂2E

∂V 2
+ V

(
∂2Fvib(ω, T )

∂V 2

)

T

(4.64)

Dans la figure (4.31), nous présentons la variation du module de compressibilité pour
déférentes concentrations (x) en fonction de la température. On remarque que, le mo-
dule de compressibilité diminue avec l’augmentation de la température pour chaque
concentration de baryum. BaLiH3 a la plus petite valeur. Á notre connaissance, il
n’existe pas de données expérimentales ou des calculs théoriques pour comparer nos
résultats avec ceux.

La variation de la chaleur spécifique CV (T ) en fonction de la température (T ) et
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de la concentration (x) de BaxSr1−xLiH3, est calculée. D’après la figure (4.32), on
remarque qu’à basse température, la contribution des phonons à la capacité calorifique
CV est augmentée avec la température et la concentration.
Pour chaque T , SrLiH3 (x = 0) a la valeur la plus basse, tandis que BaLiH3 (x = 1)
a la valeur la plus élevée. Tandis que, à haute température, CV revient indépendante
de la valeur de la concentration et de la température, elle se rapproche de la valeur
limite asymptotique classique de Dulong-Petit de 3NR = 124.72 Jmol−1K−1, où R est
la constante du gaz parfait (R = 8.31451 Jmol−1K−1) et N est le nombre des atomes
dans la maille élémentaire [97].



CONCLUSION

Nous avons effectué des calculs de premiers principes de LixNa1−xMgH3 afin d’étu-
dier la transition de phase causée par la substitution de Na par Li et la pression
hydrostatique. Nos résultats indiquent que la phase Pnma orthorhombique non po-
laire présente une transition de phase vers la phase polaire R3c à une concentration
de Lithium de x = 0.7. Ce système dans les deux structures Pnma et R3c est classé
comme matériau fragile. Les spectres des phonons calculés pour différentes valeurs de x
montrent l’apparition d’un mode doux (B2u) au centre de la zone associé à cette tran-
sition de phase. Sous pression, la phase R3c se transforme en Pnma et les valeurs de la
pression de transition obtenues à partir de la variation d’enthalpie avec la pression pour
les deux structures sont respectivement de 0.32, 1.79 et 4.07 GPa pour x = 0.7, 0.75
et 0.8. Le LiMgH3 est stable dans la structure polaire R3c. Les valeurs des fréquences
au centre de zone sont données. Enfin, la variation des grandeurs thermodynamiques
avec la température pour différentes valeurs de x dans les deux structures est prédite.

Nous avons effectué des calculs détaillés de premier principe dans le cadre de la
théorie de perturbation de la fonctionnelle de la densité pour étudier la dynamique du
réseau et les propriétés thermodynamiques de BaxSr1−xLiH3. Les paramètres struc-
turaux, l’élasticité, les fréquences optiques des phonons dans la zone de Brillouin, les
constantes diélectriques électroniques et statiques, les charges effectives de Born suivent
une loi quadratique en x. La variation des constantes de force interatomique avec la
concentration de Baryum calculée, révèle clairement la nature différente de chaque
paire d’atomes. La variation des constantes élastiques pour différentes concentrations
et des modes acoustiques aux points X, R et M avec pression montre qu’il n’y a pas
de transition de phase et que le système BaxSr1−xLiH3 est stable dans la structure
cubique Pm3̄m. Enfin, la variation de la capacité calorifique, la dilatation thermique
et le module de compressibilité avec la température pour différentes valeurs de x sont
prédits.

Nos résultats sont en bon accord avec les données expérimentales disponibles et
peuvent donner des prévisions fiables où les données manquent.
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