République Algérienne Démocratique et Populaire
Ministére de I’Enseignement Supérieur et de la Recherche
Scientifique

Université 8 Mai 1945 — Guelma

Faculté des Mathématiques et de I’Informatique
et des Sciences de la Matiére
Département de Mathématiques ﬁ\@ -

Mémoire

Présenté en vue de I'obtention du dipléme de
Master Académique en Mathématiques
Option : Probabilités et Applications
Par:

M*"® Grara Kamila et M°®* Taref Asma

___________ Intitulé

- o R
i 0 R 0 R 0 A A ) MRRA {Epe—

SCHEMAS NUMERIQUES ET STABILITE POUR LA
RESOLUTION DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES
STOCHASTIQUES

o

Dirigé par : KERBOUA Mourad

Il--—-l-_llll--_-ll—
e e T e TR s s 1 LB LA 1 | SO R

Devant le jury

PRESIDENT : Dr. BOUHADJAR Slimane MCB Univ-Guelma
RAPPORTEUR :  Dr. KERBOUA Mourad MCB Univ-Guelma
EXAMINATEUR : Dr EZZEBSA Abdelali MCB Univ-Guelma

Session Juin 2016




Remerciement

Remerciant tout d’abord le bon dieu le tout compatissant, le tout miséricordieux

de nous avoir donné la force pour réaliser ce travail

Nous remercions d'une facon toute particuliére notre encadreur Or. KERBOUA
Mourad d'avoir accepté de m'encadrer sur le théme, de m'avoir conseillé judicieusement,
OTienté, encouragé, pour son infinie gentillesse et de m'apporter une attention tout au

long de ce travail,

Nous  remercierons  également les membres de Jury tout dabord
Dr.BOVHADIAR, Shiman et Dr.EZZEBSA Abdelali qui nous on a fait [fonneur

de juger notre travail

Un remerciement particulier & nos parents pour leur contribution, leur soutien

et leur patience.

A la fin une pensée particuliére est adressée i Censemble des enseignants du

Département Mathématique, qui nous ont procuré une formation honorable.




Je
COT

J
m ¢

M

re

A celles qui me d(an

dédie ce mode
itinuer mon c.kim
1ide moralement

J'espere que ¢

mes sceurs et

spect et de Lesti

Dédicaces

ste travail, avant tout 4 qui m'encourage d
nin et qu'il était toujours patient avec moi, a qui
et sacrifier sa vie pour ma satisfaction.

A mes parents

nent la vie, qui m’entourent toujours de tendresse

et d amoure
Dieu vos garde et bénisse mes chers parents.

a toute ma famille spécialement les enfants :

oumen, Lokmane, Mohamed, Mouhaymen, Maram, Manar et
Abd-Rakhman .

Amon Marie BEDBOUDI Imed pour leur soutien et

encoumgements

A tout ceux qui j aime et je récent verseaux [ amour propre, de

mation profonde et mes colleques de la promotion

2016 surtout le groupe de Probabilités et Applications et Et
_particuﬁére}m(mt d mon bindme «Asma ».




Je dédie ce modes
toute leur tendres
me

Je le dédie a mon,

[N

Je le dédie a m

re

Je le dédie a toute n

Je le dédie ¢ mon bin
et de.

Dédicaces

te travail en premier lieu g ceux qui m'ont donné
Se el amour, a ceux qui ont eu toujours réponse a

'S tourments ma mére et mon pére

frére et mes deux sceurs chéries g qui je
oute la réussite qu'ils esperent.

souhaite

on encadrant Mr KERBOUA qui a toujours su
évondre présent dans le besoin.

1a famille, mes amis et mes camarades pour leur
aide et leur soutien

10me Kamila avec laquelle j'ai partagé des hauts
s bas tout au long de mon cursys,

TAREF ASMAA



1 Mouvement Brownien et Intégrale stochastique 5
1.1  Généralités sur les processus a temps continu . . ... ... . . .. 5
LL3 TI'ibl? .................................. 5

1.1.2 | F ilt.r:E‘mt]'io ................................ 6

1.2 Mouvement brownien . . ... ... . Tt ¥i
1.2.1 Déﬁniﬁtio Setconstruction . .. .. ... ... 8

12.2  Régularité des trajectoires . . ... ... . 7" 10

L3 Propriétés de Markov . .. ... ... 0 11T il
L3.1" Processus de Markov . .. ... . . . . 77T 11

L.3.2  Propriétés de Markov forte pome MB .. e deen o0l 11

L4 Martingales |. .\, . ... .. ... . ., . .. .ttt 12
i [ A N N B R 14
1.5.1 Proprg‘iété élémentaires de Pintégrale d’Ite . . . . ... . . . . 14

152 Formyled'Ts ... ... ... . . .. .77t 15

L6 Formule dTogsurR™ . .. ... ... . 11Tttt 16

2 Equations différentielles stochastiques 19
21 Bquation de Langevin . ... ... . . . 20
2.2 Existence et unicité des solutions de Péquation d’Ito . . . . . . . . . . 22
2.3 Processus de Feller . ... ... oL 24
2.4 Processus de jﬁffl s T S U S I S| 25
2.5 Formule de F‘(;‘ynman-lmc ............................ 28

K. GRARA et 4. TAREF Master: Probabilités et applications  Univ -Guelma (Juin 2016)




TABLE DES MATIERES

2
~A9LE Vbo MAJL - - ]2
\

3 Schémas nun;ér' ues et stabilité des EDS 29
3.1  Schémas d b1l MR ETT R PR A I A 29
22 Schémasde Milstein .. ..., . 011717 31
53 SchémasdeBlaten ... ... . [ 77T 32
3.4 Stabilité s ORMEIIE - o v e e T 33
38 Applications en Finance . ... ... . 11Tt 35

351 SemadBuler ..., ] 7T 35
3.5.2 S(:I%émi de Milstein . . . . ... . R 36

4 Annexe 38

4.1 Modéle de ;Blaxck R A R 38
4.1.1 Déifrnit ondumodele . ...... ... . . . """ 38

K GRARA et A. ‘Zﬂﬂ(‘Eﬂ-" Master: Probabilités et applications  Univ.Guelma (Juin 2016)




Introduction

Les équations différentielles jouent un role tres Important dans les applications des

mathématiques aux sciences physiques et de I'ingénieur. Cependant, les équations

d

[y

fférentielles qui gouvernent les processus réels contiennent souvent certains

éléments, par exemple les coefficients ou la partie non homogene, qui caractérisent le

futur du phénomene étudi¢

et qui sont déterminés expérimentalement. A cause des

erreurs dans les mesures et le hasard propre aux phénomenes, ces éléments ne

peuvent étre dans la plupart des cas exprimés par une fonction bien déterminge f(t)

qui doit &tre remplacée par une fonction aléatoire f(t.w), ot w est interprété comme

un évenement élémentaire lié au hasard. Tes €quations qu’on obtient par

lI'introduction du hasard dans les coefficients sont appelées des équations

différentielles stochasﬁtiques

(EDS).
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avoir présenté quelques

e

nécessaire de procéde

oscillateur harmoniqu

§

=3

e

Dans le cas des équatia
alcul différentiel stoch
Notre mémoire est com

c
N
Dans le chapitre 1, Nou
P

De maniere similaire aux ¢
numérique passe par une

concernant l'intervalle de temps

trajectoire étant déterministe (en tout cas pour les exemples

Brownien), nous avons vu que deux trajectoires sont tres différentes, cette

ésolution des équations différentielles sont basés sur le calcul différentie]

TABLE DES MATIERES
e —— T

quations différentielles ordinaires ot I résolution
discrétisation du temps et un schéma d’approximation

élémentaire sur lequel l'intégration est faite, il est

r de manigre similaire avec les équations différentielles
stochastiques, a quelques d

ifférences pres : (i) pour une équation ordinaire, Ia

s simples a une particule,

e ou anharmom'que), on peut contréler avec la solution exacte

la qualité de I'approximation. Avec un processus de Wiener (ou mouvement

différence

s’accroissant avec le temps, (ii) Les schémas d’approximation des méthodes de

usuel.
ns différentielles stochastiques, ces schémas reposent sur le
astique de nature assez différente.

posé de trois chapitres :

18 rappelons quelques compléments de théorie des
robabilités et la définition d'un mouvement brownien et son construction, Apres

résultats importants relatifs aux intégrales stochastiques et

Cd

D

ré

appliquées en finance.

lcul d’Itd.

ans le chapitre 2, Nous citons quelques équations que I'on rencontre en physique et
en finance et son modélisation par un mouvement brownien et la traiter comme
équation d’'Itd, et nous discutons aussi comment il peut étres mis en ceuvre pour la
solution des équations différentielles stochastiques (EDS).

Dans le chapitre 3, Nous présenterons quelques techniques permettant d’obtenir des
approximations numériques des trajectoires des EDS, ainsi nous traitons la stabilité

de ces schémas. Finalement nous donnerons quelques exemples sur ces méthodes

K. GRARA et 4. TAREF
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R!IMOU‘V

stochasti

Chapitre 1

ment Brownien et Intégrale
ue

1  Généralité

1.1 Tribu

S sur les processus 3 temps continu

e tribu (ou o—algebre) sur () est une famille F de sous-ensembles de ) (appelés

‘événements") tels que

i) AeF=AcF

i) QEF
W) (A.)>, CF= UX, A, e F

particulier: 4, B¢ F = AUB ¢ F.
méme, A,Be F=> ANB¢e F.

. GRARA ot 2. TAREF
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1.1.2  Filtration

satisfaisant :

Vs c FlC F

1.1 Généralités sur les processus a temps continu 6
e — 072 ¢ LIPS continu

——

Une filtration sur un espace de probabilité (2, F) est une collection de o —algebre (F,)

pour tout 0 < s<t< oo

Etant donné une filtration (F,). (Q, F, F, P) est appelé un espace de probabilité filtre.

Un processus stochastique (X (t)) ter, SUI cet espace est appelé adapté si pour tous ¢,

X (t) est F; —mesurable.

DEFINITION 1.1.1 (Pro
continu et ¢ valeurs dang

Il
ariable aléatoires définie

o

s

DEFINITION 1.1.2 (Pro

T

X (t),er, est dit proces

—

cessus stochastique) On appelle processus stochastique o temps
un espace £ muni d’une tribu B, une famille X = (X (t))teﬂh de

S Sur un espace de probabilité (2, F, P) et a valeurs dans (E,B).

Cessus a accroissements indépendants) Un processus réel

SUs 4 accroissements indépendants (PAI) si -

X (0) = 0 p.s (on se ramene & ce cas en considérant ((X (t) - X (O))te&_) :

2)V0O<s<t, X ()~ X (s) est indépendant de la tribu FX (s)=0(X;,0<7<5).

3) L'accroissement X (t) — X (s) a la méme loi que X (t - s), le PAI est dit PAI

stationnaire (PAIS).

DEFINITION 1.1.3 (Processus gaussiens) Un processus réel X = (X () er,. est appelé

processus gaussien si pour tout n € N et pour tout (t1,t,, .., t,) € R?, le vecteur

(X (1), X (tp), vy X,
Autrement dit (X (t))

loi gaussienne (pour tout

)) est gaussien.

1k, €St gaussien si toute combinaison linéaire D1 a; X (t,) suit une

1

n € N,ty,ty,..,t, € R% et a1, ay, ..,a, € R.

K. GRARA et 2. TARET
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Ti.
Le;

arx cours du temps de n

1.2 Mouvement brownien 7

[l est connu que la loi d’un vecteur gaussien (X (t,), X (t,).... X (.)) est connue (via
sa fonction caractéristique) par le vecteur moyen (E{X (;,)}, ... E {X(t.)}) etla
matrice de covariance Coy (X (), X (%)), <i j<n -On comprend dés lors que toute la
loi d"un processus gaussien est connue dés qu’on se donne la fonction moyenne

p(t) =E{X (t)} et I'opérateur de covariance & (s.t) = Cov (X (s), X (t)) . En effet, la
loi finidimensionnelle (Y ), X (t2), ... X ()" est alors la loi normale de dimension
n, N' (En’ Kn) avec pn = (u (t1) ..., u (tn))t et K, = (K (t;, tj))lsm,s". Les fo:nctionsg

et K" définissent donc toutes les Jois finidimensionnelles du processus et donc aussi sa

2 Mouvement brownien
m

nouvement brownien (1/B) est associé a I'analyse de mouvement qui évoluent

naniere désordonnée qu’il semble difficile de prévoir leur

r’/olution, méme dans un intervalle de temps trés court. I1 joue un réle central dans la

€orie des processus stochastiques, notamment parce que dans de nombreux

problémes théoriques ou appliqués, le mouvement brownien oy les diffusions (qui

lui sont associées) fournissent des modeles simples sur lesquels de nombreux calculs

peuvent étre faits.

Un botaniste anglais, Robert Brown décrit en 1827 le mouvement de fines particules

Organiques en suspensi

on dans un gaz ou un fluide. Ay 19%me siécle, apres lui,

plusieurs physiciens reconnaissent que ce mouvement est trés irrégulier et ne semble

pa‘s admettre de tangen
lui appliquer les lois de

gaussiens.

te. On ne pourrait donc pas parler de sa vitesse, ni a fortiori

la mécanique ! Il constitue un bon exemple de processus

K. GRARA et A TAREF |

Master: Probabilités et applications Univ.Guelma (Juin 2016)




1% _Mouv_ement

brownien
[ e S

1.2.1 Définitions et construction

DEFINITION 1.2.1 (Mouvement brownien standard) Un processus stochastique B (t)

est un mouvement hrownien ou un processus de Wiener standard si B (0) = 0 (on dit que

B (t) est issu de 0) et si pourtousréels 0 < t, < t, < ... < tn , les variables aléatoires

gaussienne centrée rédu

Dans le cas général, los

Lo

e vecteur (B (to), B (1

gY —

Les accroissements X

B(t1)— B(ty), ..., B (t,) = B (t,-y) sont indépendantes et suivent une distribution

te (on dit que le brownien est standard si = 0 et 0 = 1) telle que

{ E(B(t+h)— B () =0
E(B(t+h) - B(t)? =

rsque le brownien n’est pas centré réduite, on a

E(B (tx) = B (te1)) = pu (tx — ty_1)
(t) = B (th-1)) — pu (t — th-1))* = 0® (t), — ty_,)

)., B(t,)) est un vecteurs gaussien. Le processus B ( t) suit

ne loi gaussienne de moyermne ut et de variance ¢t . Pour simuler un mouvement

rownien, il suffit de se donrier un pas de temps % et d’écrire

B(nh)=(B(h) 4 B @)+ (B((2n)- B (M) + ...+ (B(nh)— B ((n=1)h))

= B(nh) - B((n-1) h) étant indépendants et gaussiens, il

suffit donc de simuler une loi gaussienne X » et d’utiliser la formule de récurrence

B(nh)=B((n-1)h) + X,

Considérons une suite de variable aléatoires indépendantes X, centrées de variance

o et la marche aléatoire S, = X, + .. + Xn- On définit une suite de variables Y,

comme une ligne polygonale approchant la marche S, par la formule

)% (t) _ S[m] + (ni B [ntD X[n,t]+1
A ovn

Le théoréme de Donsker affirme que cette suite convergente en loi vers un

mouvement brownien.

T

s

mouvement brownien B (

EOREME 1.2.1 (Principe d’invariance de Donsker) Y, (¢) converge en loi vers un

t) .En particulier, pour toute fonction f continue bornée

lim Ef (¥, (1) = Ef (B(1)

K. GRARA et A. TAREF “

Master: Probabilités et applicarions Univ.Guelma (Juin 2016)




1.2 Mouvement browuierl

Pour construire un mouverent brownien, on part du systeme de Haar défini par les

fonctions mdlcatriigess P,

boréliens. Le processus

| n=

o

1 les variables X, ny X

-

eduites, converge vers

qui donne la longuepr

B(t) =

(I) b 2n/2[[ii

Le systeme (3, ‘DZP forme une base hilbertienne de 2 (R)

| X " pk
B(t)= 3 ( D, (1) da:) X
=0 0

= Iy et pourk =0,1,. 2" _ L, on pose

7w+

PTS e

n/2
I

27

LV

27L+

muni de tribu des

sont des variables gaussiennes indépendantes centrées
un mouvement brownien. Si on note ) Ja mesure de Lebesgue

de intervalles \ ([q, b)) = b — a, le processus B () s’écrit

[e o]

> Ann+1[n ], t) X,
n=0
oo 2n--1
k k 1
Z ™2\ ([— —+— [m [0, t[) b4
= 0 k=0 o 2+
1

! i k k" 1
/2 k
=24 ) ( [2_71 == o1’ Tom [ [0, t[) Xn

En observant les valeurs de B (1) sur les dyadiques k/2”, on voit que les premieéres

Vv

Y}

leurs sont B (0) = @:

récurrence que

B(1)= Xy B(1/2) = B (1) /2 + Xo/2, etc. On montre par

2k +1 1 k k+1 Fol
2(750) <30 (5) <30 (422« B

Pour démontrer que lt;rrmvnien est continu, il suffit de montrer que la série B (t)

converge urliformémce;nt sur tout compact (sauf peut-étre pour un ensemble

négligeable), ¢’est-a-dire

sur tout intervalle [0, T] pour tout T, puisque les termes de

la série qui définissen§ B (t) sont continus, ce qu’on réalise en majorant tous les

termes de la série.

K. GRARA et A. TAREF
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12 Mouvement broy

1.2.2  Reégularit

Le mouvement brown

prises comme définition.

PROPOSITION 1.2.1

de fonction de corrélation

[

tant indépendants,

E (B

PROPOSITION 1.2.2

espérance

E

o

particulier,

et

E (]

Preuve. Le mouvem

ona

1]

s) B

wniern 10

— -

€ des trajectoires

ien & de nombreuses propriétés dont certaines peuvent étre

Le processus B (t) est un processus a accroissements indépendants

K (s,t)=E(B(s)B (t)) = 0% min (s,1)

ent brownien est un processus centré. Les accroissements

pour 0 <s <¢,

(t) = E(B(s)(B(t)- B(s))) + E (B*(s))
= E(B,)E(B(t)- B (s)) + Var(B (s))

= O0+o%s=0%(sAt)

Pour un mouvement brownien standard (L=0,0=1)et pour tout n,

i _— 1 +oo ’
3 (¢ h) — B ()™ = 2h/ e gy
VLT J -0
= 13..(2n—1) A"~

PROPOSITION 1.2.3 Soit

[0, 2] dont le pas tend vers 0

a extraction de sous-suite )

E(B(t+h) - B@)? =h

E(B(t+h)— B(1)* = 3n2

O=ti<ti<..<t, < tny1 = t une subdivision de l'intervalle
la variation quadratique converge dans L? ( et presque stirement

vers t.

B y
Vo= " (B(tes1) - B(t))? =5 &
k=0

X, GRARA et A. TAREF
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PROPOSITION 1.2
processus suivants. \
(1) X(t) =
(2) X(t) =

\
(3) X(t)=B(T-

(invariance par

B

| e |

4

at) |
=tB (1) po

:Teto

De méme pour (2), ‘ion :

t) -

E(X (s) X

Si B (i

ur ¢ > 0 et X (0)

vérifier qu

11

t) est un mowvement brownien, alors il en de méme pour les

t € K7, et a constante nom nulle (loi d’échelle).

= 0 (invariance par inversion de temps) .

~B(T)avect > 0ette [0, 7]

urmement du temps) .
Preuve. I1 suffit de

que B (t) (t A s) Véﬁ‘ihe

e le processus est gaussien et de méme covariance

nt (1). On a

;_n

(at)] =

() = aim (B (as) B -

inf (as, at) = inf (s, )

24

E (X (.s) X (1)) = tsE [B G) B G)J —— G %) = inf (s,2)
1.3 Propri te s de Markov
1.3.1 Processq‘s de Markov
DEFINITION 1.3.1 Soit (X (¢))

©

Umn
VAeB,V(s,

(F2) est la filtration

Ex

ing

emple. Tout proce:

lépendants est un ]

€
LAY

Cor

tou

,F, P) & valeurs da‘ﬁs (

processus de Markqv par rapport & (F;).

ass

prroc
3.2 Propriété‘% de

mme les processus B (

te fonction borélielj\ne

IEZ(f(B(ti—Fh

t)<

SIS

‘ter, UM processus définie sur un espace de probabilité
E,B) et adapté 2 la filtration naturelle (F2), s X () 1er, est

- st la condition suivante est satisfaite :
=RLs<t :P(X () CA|F)=P(X(t)c A| X (s))

ociée au processus (X (1))

teRy -

stochastique a valeurs réelles (X () ser, et & accroissements

essus de Markoo.

Markov forte pour MB

l + h) — B (t) a méme loi que B (t) on en déduit que pour

)db

bornée,

, 1 — (b= B(h))?
)| By) = \/ﬁ/f(b)exp (\%%

K GRARA et A. TAREF |
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14 Martingales \

Le mouvement B][TO W

1.4  Martin,

i N 5 »

Ft)ier, une filtratic

DEFINITION 1.4.1

| .

est appelé une marting

O

su

al
n définit de maniere

r-martingale (E (X

correspondantes. |

LOPOSITION 1.4.1 (
. (B (;t))teﬂh est F2
(B (I}~ t)sew, €St -

. (exp {(TB (t) — "72t

RE

()

—

C’est un processus; homo
|
p(s,2;t,B) =

On a la propriété dlks M

gal

oit (X (t))tER+ un }?roc

1.

e}

b)

St

(?)

MB

~ma

B

v o~

nien est un processus de Markoy de semi-groupe

2
) dz

gene dont la probabilité de transition s’écrit

1

= Fexp(

—(b-1)
2

P, (b, dz)

27t

/ —y-27)
\/M\—s 2(t—s) | W

forte. Pour tout temps d’arrét 7 adapté a la filtration B,

(#.t—s,B) =
arkov

E(f (BH-T) f BT) = Ptf (BT)

S

le

essus défini sur I'espace de probabilité (Q), F, P) et soit

processus (X (t))tah adapté a (F,), er, tel que

—

E(1X (¢)]) < 400,
E(X@)|F)=x

Vi>0

(s) ps, Vt>s>0.

e (a temps continu).
laire une sous-martingale ( E (X

Fo) £ X (s)

(@) | Fs) > X (s) p.s.) et une

p-s.)a temps continu), avec les inégalités

comine martingales) Si (B (¢ )icr, st un MB standard, alors

rtingale.
—~martingale.

) est P —martingale.
st ER+

MARQUE 1.4.7 1. @1 définit de maniere similaire yune sous-martingale (
I i \
(X () | Fy) > X (5) p

. pall =
ontinu), avec les inégalit

.5.) et une sur-martingale (E (X (t) | F,) < X (s) p.s)a temps

és correspondantes.

K. GRARA et A. TAREF
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=

[

de tribus croissantes pot

g

Fi. Un processus ou un ¢

tri

)

de

ces

de

d’ar
stoc
que

défis

DEFINITION 1.4.2 (Vari

L5 Intégrale d’It6

2. La sous martingale |

an

o T
(M) t T2
i=1

n considere un espace
us petite tribu rendant

bu. Supposons dorPé

et tel que pourtout0 < s<¢ I'accroissement B (t,w) - B (

I'intervalle [a, b], alors

/a ")

et é
résultats simples de I'Inégalité

admet une décomposition unique sous la forme
I

on (M (‘t))zem est une martingale et (A1)

A(t) = (M),

Fi. Sur un interva]l;ie de temps [a, b], on note K2 I'ensemble
définis pour ¢ € [a, 3] | F

conditions, si f est dans H? et sj g = bo <1y ey < by, < £

itres termes f est prévisible. Pour toute fonction f de H?

hastique d’It6 comme la

el RN 13
T \\\x

'tre traitée via I décomposition de Dook ou a travers quelques

le Jensen. En effet, toute sous martingale (X (t) Ft)ser,

XO=M@G+A@1), w>o

ter, €St Un processus prévisible te] que :

(variation quadratique d’une martingale)

ation quadratique d’une Martingale) s; (M) est une

nartingale continue de carré intégrable, alors on 4 -

—

(M '(;%) Y (%))zjm (M),, Vt>0

-5 Intégrale d’Ito

de probabilité (), F , P) muni d’une filtration Fi,1.e. une suite

ir I'inclusion. On appelle tribu des prévisibles sur () x [0, 00 1a

mesurable tous les processus continus adaptés 2 la filtration
nsemble est prévisible s'il est mesurable par rapport a cette

Hn processus de Wiener standard B (), adapté a la filtration
8, w) soit indépendant
des processus f (t,w)

— mesurable et de carré intégrable presque stirement. Dans
n+1 = b est une subdivision
f est indépendant des incréments 5 (tis1) = B(t;), en

, on définit 'intégrale

 limite Z? dans des accroissements ci-dessous (on notera

toutes les limites de cette section sont des limites quadratiques, i.e. dans 72 ) On

nit ainsi I‘.’tintégrale%sto chasiique comme la limite des sommes de Riemann

9B () = lim 3 F (ty0) (B (ts) - B(1)

K. GRARA et A. TAREF
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Cette définition est c¢

hérente avec les propriétés usuelles de I'intégrale.

On a de plus quel qUE€S propriétés complémentaires liées a la dépendance aléatoire de

1.

1.5.1 Propriétes élémentaires de lintégrale d’Tto

Pour tout f, g € 12, 1’

w

atisfait :

(S

. Linéarité -

/ab(f

-

ntégrale 7 (f) donnée par:

1) = [ 5)dB s

—
V2]

b nb
.)+g(s))d'B(s):/ f(.s)dB(,s)+/ 9(s)dB (s)

a

4 () dB () = / 'J (4B (s

2. Additivité : Pour da<u<b:

/f

3. Si f € H2etsi [°T

u b
f@dB©) = [ @B )+ [ rwase)

(ff () dt < 00, alors

E(/abf(s)dB(s))=()

4. 8if g€ W etsi [ [E(f2(t) + K (42 (t))] dt < o0, alors

=|(/

n particulier, on a

]

I[i[(/ﬂtf

16a8@) ([ g(as @)= [Ee@asas

——

2 ot
s)dB (@) J = / E(f*(s) ds. (Visométrie d'Tts).
0
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5. Propriétés de martingale : Pour s, t ¢ [a,0], 0<s<tet f € H?, alors

E [(/Otf(u)dB(uJ) 1] =0
([ stwas (u))z | IJ -&| [ Pl 7]

3 - \ - -
6. Le processus ( Jot f(s)db (s)) est une ]—’t—martmgale continue de .2,
>0

et ‘

=
e

(1§74

1.5.2 Formule d’Ito

La formule d’It6 permet de déterminer de manigre générale I'effet d'un changement

de variables sur une différentielle stochastique. Elle prend la forme suivante

]

JEFINITION 1.5.1 (formule de Itd) Si X = (x ()0 est un processus d’1to :

N

X (t) = X (0) +/ta(.s) ds—i—/tb(s) dBg

asse C? (R) alors on g

et f une fonction de ¢

X =70~ [f xax s+ 3 | P EE) A x) ()

ol par définition (X, X) (t) = S b2 (s) ds, et

/Otf' (X (5)) dX (s) = /0 ‘y (X (5))a (o) ds + /0 £ (X (2))b(s)dB (5

De méme, si (t, z) — JW (¢, 2) est une fonction deyx Jois différentiables en 1 et deyy fois
d

S

fférentiables en t, ces dérivés étant continues en (¢, x),ona
L e sa s ] 1 *

FOX W)= FO.XO1 [ 50X (5) s | LX) ax ) | s X o) ax,x) o
0 0 0

PROPOSITION 1.5.1 (Formule d’intégration par parties)

Soient X = (X )iso et Y = (v ()0 deux processus d'Itd :

X@#) = _X(O)—I—/ta(s)ds—l—/otb(s)dBS
0

Y|(£) = |¥Y (O)—i-/ta/ (S)ds+/ b (s)dBg
0 0

K. GRARA et A. TAREF | Master: Probabilités et applications  Univ.Guelma (Juin 2016)




Alors

avec la convention

1.6  Formule

DEFINITION 1.6.1

£S5

it A (£) = (ay(8),

Niener étant de dime

rocessus f (t, X (t))

sur R™

X (8) Y (t) =

I
définie pour t € [q, b|
P

X (0)¥ (0) +A X (s)dY (s) +/DtY(s)
(LYY (0 = [Fb(s)8 (s) ds.

d’Tt6 sur R™

AX (t) = A(t)dt + C (t) dB (1)

admet une dérivée stochastique donnée par

mouvement brownie

Dans le cas ou f (t,z

formule d’Ito conduit

ol la variation quadra

df (4, X (1)) = ( 9

i
t

Dans le cas, oi1 1a fon

F(B(1))

f(t, X (t) Saaf( X ( t)) Zzazf (¢, X ( t))
oz 2

ot {-—4

n sur R” la formule d’It6 se simplifie en

a la formule d’intégration par parties

tique est caractérisée par

(X1 Xs), = ¢; () ¢y (t)dt

=1 k=1 i,j=1

16

dX (s) +(X,Y) (t)

Soit X, un processus de dimension m vérifiant I'équation

~am(t)) et C (t) = (cij (t)) est une matrice m x n . Le processus de
nsionn, B (t) = (Bi(t),.., B, (t)). Soit

et g

[ (t,x) une fonction

U un vecteur de R™ i valeyrs dans R? de classe C?, alors le

Cik (t) ciy, (t)) dt

n f estindépendante du temps et X (t) = B (¢) est un

= f(B(0) /Vf B)dB (s /Af B (s))ds

=RE1Z2, et dX;(t) = a; (¢) dt + ¢ (t)dB () pouri=1ou?2,la

d Xl.Xg) = _deXQ -+ XQXm +d <X1]Xz>

K. GRARA et A. TAREF
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Exemple. Pour 1, -

o

s’écrit

ecteur, on a

N particulier lorsque

et la dérivée s'écrit

; m 17
,_,__%___\\\__\_\

L'équation s’écrit sous forme intégrale
‘ t t
Xl (t )(2 (t) :I/ .Y]_ (8) dXQ (5) +/ )(2 (8) CZzYl (S) 5 <X1X2>t
0 0
ol le crochet est un Processus adapté de variation tinie

2(X1, X2) = (X, + X, X, +Xa) = (X1, X1) — (X, X3)

I'équation d'Its dy systeme

dX ) o f ay €11 Cy2 dB,
. ay /- (\ as b Ca1  Coo dB,

3 (enea + eryey) Oy + 5 () + ) 0, f

C)Lf I alaxf + GQayf ot % (Cfl = ng) a:m:f ) dt
+Hend, f + a0, f)dB, (t) + (Cr20, f + C220y f)d B, (2)

[

es browniens sont les memes et que la matrice O e réduit a un

dX = aldt + CldB (IL)
dY = agdt + C2dB (t)

1
df |= (atf +a10.f + ax0, f + 3 (Cfamf + 201020, f + Cgayyf)) di

+(Cﬂ

6]1 f + c;;ﬁyf)dB (t)

K, GRARA et A. TAREF
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Chapitre 2~

uations differentielles

ques

Les équatio
un bruit, so

le cas ou le

brownien et la traiter

markovien,

ns que 1’0
it ont des

bruit est y

onaceq

n rencontre en physique sont des équations qui, soit comportent
coefficients qui sont eux-mémes des processus aléatoires. Dans
in bruit blanc, on peut modéliser 1’équation par un mouvement
comme une équation d’It6. Dans le cas ou le processus est

1’on appelle une diffusion. A chaque équation d'It6 est associée

une équation de Fokker-Planck qui d’écrit I’évolution dynamique de la densité du

processus ¢

onsidéreé.

K. GRARA et

A TAREF

Master: Probabilités et applications ~ Univ.Guelma (Juin 2016)




2.1 Equation de Lan

gevin 19

2.1 Equation de Langevin

Des particules dans un fluide sont soumises a une force de frottement

proportionnelle a la vitesse de ces particules et a une force aléatoire. La vitesse des

particules est un progessus aléatoire. I'équation fondamentale de la dynamique

s’écrit

dv

& = —av +§(t)

avec a = 67nr/m, la masse d’une particule étant m et n désigne la viscosité du fluide.
nr/m, n

Les particules sont agsimilées a des petites spheres de rayon r. La force aléatoire ¢ (1)

est un bruit blanc son espérance est nulle et sa fonction de corrélation est constante,

D est appelé le coefficient de diffusion d'Einstein.

E¢(t) =0 R(s,t) = 2D (t — s)

En terme mathématiques, ce probleme s’écrit sous la forme d"une équation d’It6

2

dX (t) = —aX (t) dt + V2DdB (1)

B () est un processus de Wiener standard. Appliquons la formule d'Tt6 a

Yi)=X1t

at

e, enposant f (t,z) = ze®, ona d;f = ze®, 0, f = e® et O, f =0.0Ona

dY (t) = V2De™dB (t)

En intégrant entre 0 et ¢, il vient

Y (¢) = Y (0) = V2D / s (s)

En remplagant Y (t) par sa valeur et en posant X (0) = zg, on en déduit que la

solution est le processus de diffusion, markovien, gaussien X (¢) donné par

1
X (t) = z9e™ + V2D / e~ =94 (s)
0

De cette expression, on trouve 'espérance

E (X (t)) = zoe~®

K, GRARA et A. TAREF
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2.1 Equation de Lang

zevin

et la variance du proc

Dans ce probleme, 1'é

transition p = p (z,1)

avec pour condition i

et pour condition lim

Cette équation admet

X (t) a donc une dens

expressions précéden

p(z,

p(z,t,4

essus

Var (X (t)) = —g (1-e72)

quation de Fokker-Planck portant sur la probabilité de

du processus X (¢) s’écrit

op 0 *p
o Sl /3 malh
ot ‘oz (p) + dz?
nitiale
0) = po (z) onsuppose que py (z) = 0 (z — z;)

ite

p(Foo,t) =0

comme solution

0) a —a (x — zge™ ™)
r =
e 27D (1 —e2a) P\ 2D (1 — 2ot

ité gaussienne d’espérance et de variance données par les

tes. La résolution de I'équation de Fokker-Planck conduit aux

mémes résultats que I'équation d'It6. Lorsque ¢ tend vers l'infini, le noyau de

transition tend vers

avec

(@) 1 72 )
() = exp | ——
s oV?2m b 2a?

A 1"équilibre, ce noyau est une densité de maxwell

m _m|z?
2nkT R 202

ol k est la constante de Boltzmann et T la température absolue. En égalant les

expressions a l'équilibre, on peut écrire

D_iT

a m

d’ou1 'expression du goefficient de diffusion (Einstein, 1956)

kT
6mnr

D=

X, GRARA et A. TARET
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2.2 Existence et unidité des solutions de I'équation d'Ito 21

2.2 Existence et unicité des solutions de I’équation

d’It6

THEOREME 2.2.1 Soit T > 0, a (t, z) une fonction mesurable de [0, T] x R™ dans R™ et

b(t, ) une fonction mesurable de [0, T] x R" dans R™ vérifiant :

(1) Condition de croissance : il existe une constante C telle que

la ()| +b(t,2)| < C(1+ )

(2) Condition de lipschitz : il existe une constante K telle que

a(t,z) —a(ty)l+[b(t,2) = b(t,y)| < K|z -y

(3) o est une variable indépendante de la tribu F., = o (B(s),s>0)etE|zo|* < oo,

Alors I'équation différentielle stochastique d'Ito

dX (t) = al(t, X (1)) dt + b (t, X (1)) dB (1),

XA{0) ==y

dans laquelle B (t) est un mouvement brownien standard admet une solution unique X (t)

dont presque toutes les réalisations sont continues, qui est un processus de Markov de loi

initiale y et de probabilité de transition

plsjz,t,A)=P(X(t)ec A | X (8] ==)

De plus, si les fonctions q et b sont continues, alors X (t) est un processus de diffusion de

dérive o (i, 1)

et de matrice de diffusion bb”. En particulier lorsque a et bsont

lipschitziennes, I'équation d'It6 admet une solution unique.

REMARQUE 2.2.1 (1)

Une équation peut admettre une solution locale sans admettre de

solution globale. Par exemple sur [0, 1], I'équation

admet une sc

mais n’adme

1X (¢
2O _xrw,  x@-1
dt
olution unjque locale sur [0,1]
X(t)=——  te1
T l=¢ o

t pas de solution globale sur I'intervalle [0, 1] .
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(2) La condition de cro

tendent vers l'infini ¢

admet une solution

issance évite que les solutions explosent, i.e. que les solutions | X, |

1 un temps fini. L'équation

. 1
dX (t) &= EaX?’ t)dt, X0)=1/y et y>0

1

VY —at

Xt:

qui diverge dans la direction y* = at. Si la condition de croissance n’est pas satisfaite,

I'équation peut quand méme avoir une solution.

(3) La condition de lipschitz garantit I'unicité. L’équation

dX (1) =3X*A(t)dt, X(B) =0

admet plus d’une solution

X(t)=(t~5)’Lss

car la fonction a (1, z) = 32*/ ne vérifie pas la condition de lipschitz.

Soit € ]0,00[, = € Rt 2 = ]0, oo[ x R" un domaine, le probléme de Cauchy qui

consiste a déterminer les solutions u (t, z) de I"équation

admet la solution

&A= 0 surQ
u(0,z) = up(z) surR"”

u(t,z) =E(z+ By)

ou B () est un mouvement brownien standard, c’est-a-dire est de la forme

avec

w(t.a)= [ gty u ) dy

1 _l=z—3]?

e
(2mt)™/?

P (T, y) =

p: est la probabilité de transition du processus de Wiener B (t) .

K. GRARA et A. TAREF
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2.3 Processus de Feller

Soit Cy (R™) 'espace des fonctions continues sur R tendant vers 0 lorsque z tend

vers oo muni de la norme || f|| = sup | f (z)].

DEFINITION 2.3.1 Un semi-groupe de Feller est une famille (P,),, d’opérateurs linéaires

positifs de Cy dans Cy tels que

(¢) Py = I et pour tout

F2Q 5l =1,

(1) Py = BB, = BP, pour tout s et t,
(#11) limy o | Pof = f

= () pour toute fonction f de C,.

On dit que f appartient au domaine de A et onnote f € D (A) et on dit que A tel que

Af = g estle générateur infinitésimal de P, s'il existe une fonction g € Cj telle que

Pf-f
t

lim
t—0

oo

Danis ces conditions, on démontre que d (P, f (z)) /dt = PAf (z) et que

% f () — f (z) ZA‘PsAf (z)ds

Si (P;),5, est un semi-groupe de Feller, on démontre a I'aide du théoréme de riesz

qu'il existe un processus de Markov dont P, est la fonction de transition. On appelle

alors processus de Feller ce processus de Markov.

Les deux processus de Feller les plus célebres sont le mouvement brownien et le

processus de Poisson.

THEOREME 2.3.1 Le mouvement brownien sur Rhest un processus de Feller de semi-groupe

1

Ptf(x)z(z—m)n—/z

/ e~/ g () dy

pour [ € Co (R") . Son générateur est le laplacien 1A ot A = 0% /9a? + ... + 0% /02 et de

domaine C7 (R™) des fonctions de classe C? tendant vers 0 lorsque x tend vers 4-0c.

Le processus de Markqv associé a pour fonction de transition, pour tout f ¢ C3 (R™)

Rsf(z)zf(m)+%/o'p5Af(x)ds

K, GRARA et A
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THEOREME 2.3.2 Le processus de poisson N, d'intensité \ > ) est un processus de Feller de

semi-groupe, pour tout

et de générateur

de domaine Cy (R) |

fECR),

Fef (z) = Zf (n+x) ();f!)ne")‘t

Af (@) =A(f(z+1) = f (2))

2.4 Processus de diffusion

DEFINITION 2.4.1 Un processus de diffusion est un processus de Markov i trajectoires

continues vérifiant I'équation d'Ito

dXx (t)

=a(t, X (t)dt+b(t X (8)dB(t), X(0) =g

On suppose que a = (jy, ..., a,) et b= (by, ..., b,) sont des fonctions mesurables

localement bornées sur R™.

La matrice (bb7) .; st symétrique et semi-définie positive, i.e. vérifie pour tout z de

RTL

Sip(t,r,y) désignela

n

Z (bbT)w. gy 2 0

1,7=1

probabilité de transition de X (t), on note U (t) le processus qui

transforme toute fonction continue bornée en

U)f () =E: (f(X(®) =E(f(X (1)) | X (0) = z)

Les opérateurs U (i) forment un semi-groupe d’opérateurs
1 )

Ut+s)=U@)U(s)

ce que traduit I"équation de Chapman-Kolmogorov

p(t s, z,y) = /p(t,r, u)p(s,u,y)du

K, GRARA et A. TAREF
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Le générateur infinitésimal du semi-groupe est défini par

i e T M
h—0

soit

Af () = lim 2/ K1) = /(@)

t—0 2

Cette limite n’existe pas toujours. On note D (A) 'ensemble des fonctions pour
lesquelles la limite existe quel que soit = dans R™. Si f est une fonction de classe (2
admettant des dérivées partielles premires et secondes bornées et si X (t) est une

diffusion vérifiant I'équation d'Itd indépendante du temps
dX (t) =a(X (t))dt+b(X (t)) dB (1)

alors f € D (A) et

Afilz) = Zaz(x)————k Z bbT 656];

Propriétés Une diffusion est caractérisée par
(1) Lalimite donnant|la dérive

EX({t+h)-X@)| X1 =2)
0 I

T et
Il
=}
—~
8
o~
~—

(2) La limite donnant|la diffusion

i EUX @A) =X (@) | X (1) =

h—{0 h

(3) La condition de Dynkin

Ve >0, lim BAX (Ep-h)— ()]>6[X(\‘)—r)
h-»0 h

'::OI

THEOREME 2.4.1 Si X|(t) est un processus de diffusion de R* de générateur A, alors pour

toute fonction f de Cy (R™) le processus

M@ =7 (X0) =X ©0)= [ A (x(s)as

est une martingale relativement @ la tribu F, = o (X,,s < t).
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Le processus d’Ornst

Langevin)

ein-Uhlenbeck est la diffusion solution de I’équation (de

dX (t) = —aX (t) dt + bdB (t)

ot a et b sont des constantes et B (t) un processus de Wiener standard. On suppose

de plus qu’a l'instant

En posant

et en appliquant la fo

d’ot1 la solution pour

En notant z, =

E(

-
) 8

initial X (0) = X, .

Y (t) = X (t) e*

rmule d’Itd a la fonction f (¢,z) = z e™, on obtient
dY (t) = be™dB (t)

t Zj tOy
. t
X (t) = X (tg) e~ 2t %) / e~ =9dB (s)

to

to)), le processus d’Ornstein-Uhlenbeck a pour moyenne

E (X (1)) = a6~

En appliquant la formule d'Itd au processus Z (t) = X? (), on a

17 (t) = —2aZ (t) dt + b*dt + 2bX (t) dB (t)

En prenant la moyenne, on trouve en résolvant une équation différentielle ordinaire

E(Z (1)) =

E (X7 (1)) = 5= (1 — e72l70)) L E (X2 (tg) e~ 2e(t-t0))

D’ou la variance du processus d’Ornstein-Uhlenbeck

= [ (){2 (t)) -F (X (t))2 _ g (1 N e——Za(t—tg))

La fonction de corrélation du processus d’Ornstein-Uhlenbeck vaut

2

b .
(XeXy) = 2_a6_a|t~t|
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2.5 Formule

DEFINITION 2.5.1 So

fonction de classe (1% 4

un temps d’arrét d’espé

En prenant T =t, on v

E

]

de Feynman-kac

it X (t) un processus de diffusion de R™ de générateur A. Soit une
support compact et tendant vers zéro a l'infini f € Cy (R™). Si T est

rance finie alors on a la formule de Dynkin
-y
T =@+ B ([ arox ) as)

it que u (¢, ) = By (f (X (t))) est différentiable en t et que

Ou

5 = Ex (41 (X (1))

Sous les mémes hypotheses, a savoir X (T) est une diffusion d’It5 de générateur A, f

€ Co(R”) etu(t,z) =

rétrograde

- (f (X (t))), on démontre 'équation de Kolmogorov

(?u_

EZ_AU

si V' (z) désigne une fonction continue bornée (un potentiel) et si on pose

v (

T

9 =E (s @en (- [vxe) s))

alors, avec les mémes hypotheses et les mémes notations, on a la formule de

J

Feynman-Kac

%:AU—VU
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phém
des EDS

Chapitre 3~

nas humeériques et stabilité

Dans ce chapitre nous

décrivons des méthodes numériques pour la résolution

d’équations différentielles stochastiques, notamment on utilise les différents schémas

classiques ( Euler, Milstein, Platen ) pour approcher numériquement ces équations.

Ainsi nous étudions la |vitesse de convergence et la stabilité de ces schémas et nous

donnerons quelques exemples sur ces méthodes en finance.

3.1

Schémas d’Euler

On s’intéresse au schéma d’Euler appliqué a I'EDS

dx (¢)

at

X (0)dt+ (8, X () dB (1),

X(0)=Xo=zeR" (3.1

En général, la solution de (3.1) n’a pas une forme aussi simple et 1’on est obligé de

recourir a une approximation de X qui correspond a une discrétisation en temps de

I’équation (3.1).
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3.1 Schémas d’Fuler

29

On se donne une subx

on notera A = T/n ¢

est trés simple. Pour ¢

ce qui conduit & la con

{’ X" (0)
X" ()

C’est I'équivalent stocl
différentielles ordinain
La simulation de X, s¢

Antld) P

A™By ~ N (0

On introduit maintena

X (tr)

= X,
= Xm

(

=X (tk-1)+/tk a(X (3))ds+/

be-1) + a (X" (Be-1)) A™ + b (X" (t5_1)) A" B,

division de [0, 7]

T = (to, ...ty ..y tn) avec t = kT /n

't A"Bip1 = B (th1) — B (tx) .L'idée de la discrétisation d’Euler

outk=1,...,n,ona:

" (X () dB,

tp-1 tr—)

= X (to1) + @ (X (teer)) A" + b (X (te_1)) A",

istruction du schéma

k=1,..0
(3.2)

1astique du schéma d’Euler utilisé pour les équations
es.

> ramene a la simulation des accroissements de B, ot
pour fout: =1, ... n.

nt un schéma d’Euler "continu" de ce schéma discret

X" (1) = X" (t) + a (X" () (¢ = ) + b (X" (t)) (B (1) — B (1)), pourt € [tp_1, ;]

ce que l'on peut réécrire sous forme intégrale

XTI (

t

= X, + /O a (X" (s))ds + /0 b(X™ (s))dB,. (3.3)

Le schéma d’Euler conyerge en moyenne quadratique vers X (t) quand A"¢ tend vers

0. On démontre le résultat suivant

THEOREME 3.

suppose que les fonctions

trajectorielle, ¢’
(1) Condition d

e lipschitz

L1 Soit B (t) un mouvement Brownien standard i valeurs dans R®. On

1 (1, 2) et b(t, x) vérifient les conditions dexistence d"une solution

est-a-dire que pour tout t € [0,T] et pour tout =y € R, on a

[a(t,x) *O,(t,y)l + lb(t,l‘) '—b(t7y)| < Clzﬁy,
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3.2 Schémas de Milstein 30
(2) Condition de croissance

la(t,z)| + [b(t,2)| < C 1+ |z
(3) pour tout 0 < s <4< T , la condition holderienne suivante est vérifiée pour o > 1/2

la(t,x

—a(t,y)| +[b(t,z) —b(t,y)| < C(L+ ) |¢ — 5|°

alors pour tout p € [1, 400, on a

On déduit de
démontre que

Autrement dit

que pour

G

nFP

E ( sup |X, —mzﬂ) <
0<t<T

ce théoréme que la vitesse de convergence forte du schéma d’Euler est 1/2 et on

la vitesse de convergence faible vaut 1.

toute fonction polynomiale, on a

31Q

|Ef (X7) —Ef (z51)] <

La mauvaise convergence est due a la présence de 1 ‘intégrale stochastique dont la majoration

est trop grossiére. Pour 1

emédier a cela; on a imaginé de prendre, comme dans le cas

déterministe, un développement de Taylor. C’est qui est fait dans le schéma de Milstien que

nous allons voir maintenant.

3.2

Dans la présentation d

rtr
/ b
tg—1

Schémas de Milstein

it schéma d'Euler, on a utilisé I’approximation

(X (8)) dB (5) ~ b(X (tr-1)) (B (tx) — B (ts_1))

mais on aurait pu utiliser une approximation d’ordre supérieur. Pour fixer les idées

,on se place er

1 dimension 1 et on suppose que b = 0. Alors Jpour s € (ty_q,tx]

b(X(s) = b (X )+ [ b(X (1) dB (t))i
tr—1
~ B(X (ti-1) + (X (t-1)) (B () — B (t_1)))
atilisons une formule de Taylor 4 I'ordre 1
~ B(X (te1)) + V(X (86-1)) (X (t5-1)) (B(s) — B (tk-1))
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3.3 Schémas de Platen 31

On utilise maintenant la formule d'Ttd appliquée a (B (s) — B (t,-1))*, on obtient

B(s) ~ B (tp1))? = 2 / " (B(s)— B (tor)) 4B (5) + [ as

on en déduit que

g

tp—1

[ b enaBe) ~ 80X ) (B0 - B )

FSBOX (00-)) b (X (b)) [(B (1) = B (1)) — A™]

Le terme de dérive a ayant une contribution inférieure dans Uerreur d’approximation

par rapport au terme de diffusion, il n’est pas nécessaire de la corriger. Pour d = 1, on

obtient donc le schéma d’approximation suivant :

xX"0) &
{X”(tk) =

Xo

X" (th1) + @ (X" (te-1)) A" + b (X" (t4-1)) (B (t) — B (tp—1))
V(™ (b-1)) b (X7 (t21)) [(B (8) — B (t1))* — A", k=1,..,n.

(3.4)

Le schéma précédent est connu sous le nom de schéma de Milstein.

On démontre que la vitesse de convergence forte ou faible du schéma de Milstein

vaut 1. Ce schéma donc meilleur que d’Euler.

3.3 Schémas de Platen

Dans le schéma de Platen, on utilise I'approximation des incréments du brownien et

de leur intégrale. On pose

AP, — /  (B(s) - B(1)) ds

tx

Le schéma est de la forme

X" (k41

. 1
X" (t) + Ay, + b A" B, + 5010: ((A™By)* — A™)
+br Ol AUy, + (akazak + %biambk> (A™A"B, — A™U,)

(‘azz'bkbk =+ (81a:bk)2) (';j (Aan)z - /Ant) bkAan

DO N

(akﬁxak + %bié)mbk> (Am1)?
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3.4 Stabilité stochastique 32

avec

ar = a (tk, X (f},)) , By = ¢ (tg, X™ (tk))

La convergence de ce|schéma est en O ((A”t)3) :

3.4 Stabilité stochastique

On considére

ou B, = (B!,

I"équation
dX:=a(t, X¢)dt +b(t, X;) dB,

~, B/ est un brownien m-dimensionnel standard (B (0) = 0),

a = (ay, ..., a,) un vecteur de R*, p = (bij) une matrice réelle n x m et ¢ représente le

temps ¢ > 0. On supppse que a et b satisfont les conditions d’existence des solutions

de I'équation

d’Itd avec pour condition initiale X (0) =zp e R"et

a(t,0)=>5(t0) = X (t,0) = 0. Le processus X, est centré et on cherche a étudier son

comportement dans un voisinage de I’origine.

DEFINITION 3.4.1 La solution zéro est dite stochastiquement stable s'il existe

0 =20(r,€) >0, pour toyt r > Oete> 0, tels que pour tout xg, |xg| < &, on ait

DEFINITION

PH{w: [X;(zo)l <7, VE>0})>1—¢

3.4.2 La splution zéro est dite asymptotiquement stochastiquement stable si la

solution zéro est stochastiquement stable et s'il existe § — § (€) > 0, pour tout € > 0, tel que

pour tout zy, |

ro| < 0,0m ait

P ({W : lim [, (a0)] = 0}) 3 ] =g

DEFINITION 3.4.3 Pour une fonction V (z) aux dérivées partielles secondes continues en z,

Popérateur L est défini par

D N 1, . BV
VEE L, v 3l gy

=t ig=1
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3.4 Stabilité stochast

lique 33

et opérateur H est donné par

On appelle exposant de

- vV oV
e Ve
HV = ; ®"),, 92, 92

Lyapunov associé i I'équation d’Ito In quantité

A = limsup % log | X; (zo)]

THEOREME 3.4.1 (Mao) S’il existe une fonction V (x) de classe ¢ (R™ {0}) , une

Jonction réelle u (t) et quatre constantes P>0,5>0,7>0, n<7/2vérifiant

(1) X (o) # 0, p.s. poyrt > 0, pour tout x4 # 0
(2) V(z) > 2P pour z |+ 0

(3) LV (z) <qu(@®)V

T) p.s. pour tout x # 0

(4) HV (z) 2 Tu(t) V (z)? p-s. pour tout x # 0

(5) liminf £ [Fu(s)ds > & ps.

alors la solution de I'équation stochastique satisfait presque surement | ‘inégalité

; 1 K T
A = lim sup = log | X, (zo)| < ; (77 — 5)

La fonction V est appelée fonction de Lyapunov.

En particulier, comme on a toujours HV (z) > 0 on peut choisir 7 = 0.

Side plus ) < 0 et u(t) = 1, alors le théoréme se simplifie comme suit.

THEOREME 3.4.2 Sl existe une fonction V (x) de classe C (R™\ {0}) et deux constantes

p > Uetn < 0 vérifiant

(1) X (z0) # 0, p.s. pour|t = 0, pour tout x # (
(2) V(z) > |2|? pour z 4 0
(3) LV (z) <V (z) ps pour tout  # 0

alors la solution de I'équation stochastique satisfait presque surement 1 ‘inégalité

0l
A = lim sup iy log | X} (z0)| < n/p
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3.5 Applications en

Finance 34

3.5 A

3.5.1 Schéma d

Exemple 1 On se plac

pplicat

ions en Finance

’Euler

2 dans le modele de Black-Scholes :

{' dX () = 7X(t)dt+oX (t)dB (1),
X = z€R

ou7 > 0eto > 0.Si on considére une subdivision de pas h = I le schéma d’Euler

de la diffusion X (¢

X* {0

=0, X

| s’écrit

"((k+1)h) = X" (kh) {1+ Th+ (B ((k+1)h) - B (kh))}.

Pour cette diffusion, on préférera en fait résoudre I'EDS et simuler directement

(X (t1), .., X

discrétisation contrain

Exemple 2 On conside

ot c > 0et o > 0. Ecrir

discrétisation de pas h =

E|X"(t) - X

Solution. Le

Ainsi

Pour t € [kh

J

On sait que X

X" (kh) =

(). En

k + 1)A],

k
o z:(l
i=1

(t) s’écrit

effet cette derniére simulation n’engendre pas d’erreur de

ement a 1'utilisation des schémas.

re un processus d’Ornstein Uhlenbeck

[ dX ()

| % =

cX (t)dt + odB (t),
r€R

I

e le schéma d’Euler en temps continu X™ (t) de X (t) sur une

- L Calculer la loi de X™ (t) — X (t) pour t fixé et montrer que

W) = Q).

schéma d’Euler X™ (kh) du processus X (t) s’écrit

X*((k+ 1) h) = X" (kh) (1 + ch) + o(B ((k + 1)h) — B (kh))

(1+ch)*z + 02(1 + ch)* "B (ih) — B ((i — 1)h)).

=1

la version en temps continu du schéma d’Euler s’écrit

1+ c(t — kh))(1 + ch)*z + o(B (t) — B (kh))

i+ c(t — kh))(1+ ch)* (B (ih) — B ((i — 1)h)).

i
X () =ze™ + 0/ e=9gB,.
0
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3.5 Applications en Finance 35

On peut donc calculer la différence | X (t) — X (t)| pour t € [kh, (k + 1)h]

X0 =X O] £ o[(1+e(t - kh))(1+ ch)* — 2| +

i
ol / (1+c(t — kR))(1 + Ch)(k_i)l{:ﬁgu<i+1§k} ~e¥dp,
0

d’ou en prenant l'espérance du carré

3]

EX"()~X@) g 222 (1 +c(t — k)1 + ch)* — &) +
¥ 2
2(’2/ ((1 + C(t - kh))(l -+ Ch)(k_i‘)I{iSu<i+1Sk} === ec(t_“)r du
0

Remarquons que (1 +|c(t — kh))(1 + ch)* ;e ciri<iy peut se rééerire
(L+c(t— [£]h)(1+ ch) 1. De plus [5%] = 5% + coilte < 1. Un développement
limité au premier ordre permet de trouve

t fecay e .
(Ltelt = IA+ )T = (1+ Oh))est T +Ient00)

= 1+ O(h)).
On montre ainsi que E||X™ (t) — X (1)|* = O(h2).

3.5.2 Schéma de Milstein

Exemple 3 Dans le mqgdéle de Black-Scholes en dimension L, définie par

(dX(t) = X (¢)(rdt+ odB (1)),
{ X = z€R

Le schéma de Milstein s’écrit

X"0) |= X .
{ X" (k) |= X" (1) {1 +(1—=0%/2) A" + ¢ (B (tk) — B (tk-1)) + %02 (B(tx) — B (jt,H))z} .
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oncl

usion

Comme pour

exactes pour les EDS, ]

d’obtenir des

finance, ces schémas p

ne peut pas e

les EDO

approxin

classiques, on ne sait pas en général donner des solutions
es schémas numériques (Euler, Milstein, Platen) permettent
nations numériques des trajectoires des EDS. Appliquées  la

ermettent de calculer les prix des divers actifs financiers, qu’on

xpliciter de facon analytique.
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Chapitre 4 —

4.1 Mc
4.1.1 Dé

Pour pouvoi
un modele p

sont des pro

s/
ot (Ft),en,

(sous P).

€

On peut dan

équation du

ydéle de Black et Scholes

finition du modéle

r calculer ou estimer le prix des options, il faut évidemment construire
our le prix de I'actif (S;):er, . Les prix des divers actifs sur un marché

cessus aléatoires définis sur 1'espace de probabilité filtré

(27, (F).cs, P)

st la filtration naturelle d’un mouvement brownien (B;) standard

teR

1S un premier temps imaginer que le prix (St)teppr) d'un actif satisfait une

dS, = pdt + odB,.
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4.1 Modele de Black

et Scholes 38

Mais, la solution c‘le cé
négatives, ce qui n'est
représente la variance

observe que, lorsque 1

tte équation différentielle stochastique prend des valeurs
pas cohérent pour modéliser un prix! Par ailleurs, o qui
des accroissements est constante alors qu’en pratique on

e prix d"un actif augmente, la variabilité augmente également.

Le modele de Black et Scholes suppose que le logarithme de S; satisfait ’'E.D.S

En appliquant la formi

oll 4 = a + 0?/2. Ainsi, le prix (S,)

oY

P

dlog(S;) = adt + 0dB;.
ule d'It6 a la fonction exponentielle, on constate que
dS; = Sy(udt + odBy), (4.1)

est un brownien géométrique donné par
teR L

2
= exp [(,u - %—) t+ aBt} = explat + o By].

REMARQUE 4.1.1 La filtration engendrée par (S,) .. esten fait la filtration naturelle du
+

teR

te

mouvement brownien (B,) _ . Par ailleurs, (S,) .. €st bien un processus de Markov.
ER4 -

On note S} la valeur en ¢ d'un actif sans risque (capitalisation a la ban ue) avec
£ . P q

rendement 7, Alors,

48, =+ 52d¢.

Si o = 0, un raisonnement d’arbitrage permet de montrer que x = 7. Dans le cas

général (a priori o # 0), il existe une probabilité Q équivalente a la probabilité

historique P (probabilité qui nous a permis de modéliser le prix de I'actif risqué) sous

avec (W;)ier.

te[0,7T),

est un mouvement brownien standard sous Q. Ainsi, pour tout

o? .
S; = exp [(T - ?) t+JWtJ ‘

La probabilité Q est appelée probabilité risque-neutre ou mesure martingale. Le

théoréme de Girsanov permet sa construction ainsi que celle de (W;)scr, -
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