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ction

;ouent un rOle trBs important dans les applicallions des
physiques et de l'ing€nieur. Cependant,Ies dquations

les processus r6els contiennent souvent certarins
cotrfficients ou la partie non homogbne, qui caract.risent re

qu

un

l'ir

et qui sont d6termin6s expdrimentalement. A cause des
et le lhasard propre aux ph6nomBnes, ces 6l6ments ne

des c:rs exprim6s par une fonction bien d6tenrrin6e /(r)
urrre forrction aldatoire 

"f(t,a,,), otr u,r est interpr6t6 comme
li6 au hasard. Les Equations qu,on obtient par

ans lles croefficients sont appel6es des dquations
(EDs).

et A.VAKEF

6quatio4s

dans les mes

vent 6tre dans la

doit 6tre rJem

6vEnemenI

uctio4 du

Mns ter: !?ro 6 abititts et app {icatiotrs Univ.Guelma (Juin 2016)



TABLE DES MA

De manidfe simi ux dquations diff.rentielles ordinaires oir la r6sol*tion
num6riqup passe une ,Ciscrritisation du temps et un schema d,appro:ximation
concemant I,i de ,nmps 6l6mentaire sur requer l'int6gration est rfaite, il est
n6cessaire de p

armonique), on peut contrOler avec la solution exacte
qualit€ de l'app Ar,zec un processus de Wiener.(ou mouvement

ren,, nous a vu (rue deux trajectoires sont tris diffdrentes, cette diff6rence
'accroissaf[t avec I l'ii) Les sch6mas d,approximation des m€thodles de

tion {es clill€renLtielles sont bas6s sur re calcur diff.rentie,l usuer.
le cas des d:ll{.rentielles stochastiques, ces sch6mas reposr3nt sur le

I difffuentiel astique de nature assez diffdrente.
otre m6m0ire est de trois chapitres :

le chapitre l, ra1>pelons quelques compldments de thdorie des
it6s et Ia rl'un lnouvement brownien et son construction, AprEs

tochastiqrires, a

iectoire €tant

teur

prdse4t6

d'It6.

finance et son

uation d'It6, et

ution dqs 6qua

le chapitre 3,

imations n

de mani'dre similaire avec les .quations diffr6rentie'es
es cLlff6rrnces prris : (i) pour une dquation ordinaire, la

(en tout cas pour les exemples simples a un€ particule,

rdstrl.tats importants relatifs aux int6grales stochastiques et

ticxr par un mouvement brownien et la traiter comme
rscutons aussi comment il peut €tres mis en euvre pour la
diffri.rentj:elles stochastiques (EDS).

Prdrsrenterons querques techniques permettant d'obtenir des
ues rCes trajectoires des EDS, ainsi nous traitons la stabilit6

le chapitre 2, crLto's q'elques Equations que l,on rencontre en physique et

ces sch€mas. Fina t nous c[onnerons quelques exemples sur ces m6thodes
liqudes ern

etA.,TA&Ef tolhs ter : gro 6 a6i[itis et app ficatints Univ.Guelma (Jluin 2016)



,4r
Lnapltre I q*

llilou ent Brownien et Intdgrafe
ocha

sur les processus d temps continu

sur () est une famille Fde sous-srsembles de,e (appel6s

i) set
ii) Aef+A.€F
iii) (4")L, c F =+ uT:rA. e f
.AuBct.
I] e, t.
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1.1 c

L.t.z S,i

Une filtration sur

satisfaisanit:

don46 une

n procesgus

(t) est fi -

EplrrrloN 1.1.1

et d oaleurs

al€aloires

nluoN L.1.2

(r)),en* Qst dit

x(0):0P.s(
V0(s <t, X(t)
L'accrois$ement

(t),x(tr),...,x
trement dil (X (t))

continu

de probabi[t6 (Cl, F) est une collection de a_algdbre (-Fi)

h<-f pourtout 0 < s( t< oo

l:'n)' (o' t,,r,P) est apper. un espace de probabilit. filtr6.
(X (t)),.n* sur cet espace est appel6 adaptd si pour tous t,

stochastiquel On appelle processus stochasticlue h tenps
un espace E muni d'une tribu B, unefamille X : (X (t))r.o* de
sur un espace ile probubilite tn, t, p) et d ztaleurs ilans (8, B).

i accroissements ind6pendants) Un processus r€el
h arccroissements independants (pAI) si :

rnd:ne A ce cas en consid€rant ((X e) _ X (0))r.o*) .

(s) est ind6pendant de la tribu t" (r) : o (X,,0 ( r < s) .

- ,l: (s) er la m6me loi que X (t _ s) , le pAI est dit pAI

(.

A

lo

stationnaige (p

NrrroN L.L.3 us gaussiens, Un processus r6el X : (X (f))reno est appel|

Rf ,le oecteur
gaupsien si tout n e [$ ef pour taut (tr,t2,.., t,") €

|enne (pour

est gaussittn si toute combinaison lin1aire D?:, ooX (t1) suit une
€ NI, tl , tzr.-,tn e IR.] ef atta2t.., cr, € JR.

et.tu'tA:l&f 94las t er : Pro 6 abitit1s et app {icatims Univ.Guelma (;tuin 2016)



!1 Mouvement

ll est connu que

sa fonction cara

makice dd cov

loi d'un

fini

en est rcomluc d6s qu,on se donne la fonction moyenne
(r) : n {x (r)} e teur cle covariance K (s,t) : cmt (x (4 , x tt)). En effet, la

dlrrr vecteur gaussien (x (rr) , X (tz) ,...,x (t")) est connue (via
ique)par le vecteur moyen (E {x (r,.)} , ..., 8 {x (t,,)}) et la
Cou (,X (tn) , X (t))rsu,i<..On comprend d6s lors qrus toute la

(x (;11 ) , 
^: 

(t2) , ..., X (t,))t est alors la loi normale cle dimension
: (pr (lr) , ..., tt (t.))' et Kn - (K (tr,t))r<0,i.,,. Les tonctions pr

* (^,K,) u

K ddfiniFsent tes les llois finidimensiorurenes du processus et aonc urr*u

Mou tlrownien

mouvementbro

cours du temps

botaniste

ution, r{r6me :mtrervalle de temps trds court- Il joue un r6re centrar dans la
ie des notammentparce que dans de nombreux

appliqu,6s, le mouvement brownien ou les diffus:ions (qui
r sont assogi6es) des moddles simples sur lesquels de nombreux calculs

vent €tre faits.

(A,l'B) est associ6 a i,analyse de mr:uvement qui 6voluent
iir:e d€isordonn6e qu,il semble difficile de prdvoir leur

lBrown d6crit enlg2T le mouvement de fines particules
ques en s clans un gaz ou un fluide. {q lgarnr: siBcle, aprBs lui,

phfsiciens it;sent que ce mouvement est trBs irr€gulier et ne semble
admettre de ' orr ne pourrait donc pas parler de sa vitesse, ni ar fortiori

appliquer les lois mdcanique ! Il constitue un bon exemple de processus

etA.lIAl@f tM.ns ter : :Pro 6 abditu et app ficatiow Univ.Guelma (Juin 2016)



Mouvement

t.z.L D6fini el! construction

Dr6rrlxlrroN 1.2.

est u.n tnouuement

B ll,.t.l est issu de 0)

{A). B(tr),...,

ne centrde

le cas

{.

B (nh): (B (

accrorssements

une

th6or,hme de

rrvernenlt brownien standard) lJn prsxsssrs stochastique B (t)
a'u uht processus de Wiener standard si B (0) : 0 (on dit que
tous r€els 0 < f, L t2 { ... 4 tn , Ies aariables al|atoires

)'- 17 (t"-r) sont independantes et suirent une distritrution
(' on dit que Ie broanien est stnndard r;i p, : 0 et o : I ) telle que

{E(B(t+h)_B(r))==s
I Er(B (t + tr) - B 1t112 : 7

t n (t) : shtl * (nt - [nt]) xbq+r
o\/n

affir.me qrne cette suite convergente en loi vers un

le brownien n,est pas centrd r6duite, on a

., Fl(g (.tt) - B (Lt,-,)) : Lr (tk- I,t_r)
tv,t -- B (1*-r)) - p(t* - t,"_r)), : oz (tx _ tr"_)

vecteur (B (to),
' ", El (tn"l) est un vecteurs gaussien. Le processus B (r) suit

loi gaussienne
J/erme pl et de variance o2, . pour r;imuler un mouvement

nien, il suffit donner un pas de temps A et d,6crire

B(0)) +ri.B(zh)- B(h))+...+ (B(,ntt)_ B((n_ 1)h))

B (rr,h) - B ((" - I) h) 6tant ind€pe.ndants et gaurssiens, il
t donc de simul lc,i gaussienne X, et d,utiliser la frrrmule de r6currenae

t3 {nt\) : B ((n - r) h) + X*

va::i'able al6atoires ind.pendantes -K; centr€es de variance
et la marche al6a ,S", =. X, -t- ... + X,. On d6finit une suite d.e variables y*

une ligne le approchant la marche & par la formule

v'ement brow

porniiuE:1,2.1 (Pri d':irnvariance de Donsker) y, (t) cttnaerge en loi uers un
oement brownien .Ett Tturtictalier, pour toute fonction f co,ntinue bornde

,tlg u/ (Y^ (tD : E,f (B (t))

et A.,TAWT .Master: lPro 6 ahilitis et app [ications Univ.Guelma (Juin 2016)



1.2 Mouyement

Pour construire

fonctions i,hdica

iens. Le

les variables X,
tes, co{werge

i donne 14

qui d6finissen

de la sf,rie.

f;-'ln/2'.7,* u , ,-)n/21t.11n,2--r;;1tl - rl-e-+ I b+r 
I

systdme (O,, rme base hilbertienne de Lz (iR+) muni de tribu des

rvernent brownien, on part du systdme de Haar cl.fini par les
n =: nfn,nyt1et pour fr : 0, I, ..-,2n - 1, on pose

sont des rrariables gaussiennes ind6pendantes centr6es
un nrouvement brownien. Si on note .\ la mesure cle Lebesgue
le inft:rva.[es ) (la, b[) : t- c, le processus B (t) s,(!crit

f ^ft", 
n+7ln[0,,f)x,

n'=O

n);\'f:2"n1(l! k I f ,^.\--.
!;:i flr ' ^ \ Ln' z" * ,*, Ln 

[o' q) *:

-2r,i27(lL*, k+r f-,^,\ -- "\12"-fi.''Lln[o,A)*:

f) sornt continus, ce qu,on r6alise en majorant tous les

observant les val de Il (t) sur les dyadiques kf 2", onvoit que les prr:miEres
rs sont F (0) : (1) == &, B (1/2): B (t) /2 + Xo/z,etc. On montre par

d€montfer que est contimr, il suffit de montrer que la s6rie Ii (t)
erge tout compact (sauf peut-€tre pour un ensemble

le), s'est-a tout inLtervalle [0, ?] pour tout ?, puisque les te:rmes de

et 9. VAKET Mu; ter : L?ro 5 a6i[itis et app [icatiotts Univ.Guelma (J uin 2016)



1.2 Mou

1.2.2

Le mouvepent

ses comtrne

ROPOSITION 1

fonction fle

oPosrrroN 1.2.2

des trajectoires

ar de n.ombreuses propri6t6s dont certaines peu:vent €tre

Le processus B (t) est un processus d accroissements independants

K (s,t) == lE (B (s) f (t)) : o2 min (s, f)

t br'u''dsn est un processus centr6. Les accroissements
aporr0.S s ( f,

(f)) : E (B (s) (B Q) - s ("))) + E (8, (s))

: E (8")E (B (r) _ B (")) +Var(B (s))
: o+o2s:o2fsAl)\/

un lnouuement broznnien standard (p : 0, o : !) et pour taut n,

# l-: *2n"-#/2h4,

1.3... (2n - L) h.

h) - B \:,t))r"

E(El(r+h)_B(t))2:6

ts, (B (:,t + h) - B (t))n : 3h2

Pn POSrrroN 1.2.3 -= l:6 ( tr { .... < t,, < tn+1 : t une subdioision de l,interoalle
[0, I dont Ie pag tend Ia ztrt',riation quadratique conaerge ilans Lz ( et presque silrernent

tz traction de +

]Dft(rrn-,) - B (tn)), 4 t.
ft::g

5')

(:,t

et A. fAfrEf tu{ft, ter : tPra 6 abifites et *pp fi.cations Univ.Guelma (Juin 2016)



(1) x (t) + iEB ( t € lRlr, et o constante nom nulle (loi d,6chelle).

ts (,) est un mouvemeat brownien, alors il en de mAnne pour les

r l; )" 0 et X (0) : 0 (invariance par inversion de temps) .

B (1r) avec I > 0 et, € [0, fl

PnoposrFroN

processus guiaan

(2) x(t)#tB(+
(3) x(t)*sQ

(invariatrce par

Preuve.Il suffit

B (r) (r,l s)

E(X(

m€me pour (2),

@ (x (s)

Prppri

FINITION 1.3.1

,F, P) d aqleurs

processus fle

yAeB,V(s

(t) est IafiItration

du temps) .

quLe le processus est gaussien et de m€me covariance
t (1.). On a

(t)) == 1m t" @s) B (at)l:1inf 1or, at) :inf (s, /)

)== rs,E 
f" (:) " (;)]

de Markov

: rs inr (: ;) : inr (s,,i)

I\4.arkov

X (t))r.o* un pracessus d1ftnie sur un espace de proba:bilit1

, B',t et adaptd d la filtration naturelle (A),.o* . (X (t))r.o* est
rapport ti (Fr),ro* si la condition sui,ante es;t satisfai,te :

Rl,"<f :lF(X(4 €AlF"):rF(X (t)€Al x("))
nuprncessus (X (t)),.** .

.Toqt stochrastirque d valeurs rdelles (X (r))r.**et d accroissements
de Markov.

Mlrarkov forte pour MB
les + h) - B' (t) am€me loi que B (f) on en d€duit que pour

fonction bor6li borniie,

E(f(B(t

flv{tw ter: t?ro 6 a6i[it6s et app fbations Univ.Guelma (JrLrin 2016)



1.4 M

Le mouvgment

C'est un

appeli un1marti 'd 
tenn,ps cctntinu).

definit de lnaniire une sous-martingale ( E (X (r) | .f") > X (") p.$.) et une
'martingalp (E (X "F') :! X (t) p.s.)(d temps continu), aoec les inigalitds

OPOSITION 1.4,1 co?n ne martingales) Si (B (t))r.n* est un MB stantlard, alors

en erst uin processus de Markov de semi_groupe

P,(b,dt):#"*(ii;d) *
dont Ia probabilit6 de kansition s,6crit

martiingal!e.

esf tP -mnrtingale.

F\s, t;t,

a la prqpridt€ forte. Pour tout temps d,arr€t ? adapte A la filtrati on 8,.

E(.f (B'or) | Br) - prf (Bd.

Mh,rti

it (X (t)),*o* un d6fini sur l'espace de probabiht€ (f), F, p)et soit
r)rem* unE fil

NITION 1.4.1 ("{ ('))r.n* adaptd i (nr)rrre*tel que

g (tr (i,tl) < +*, vr > o
E ()r (, | .4) : x (s) p.s., vrl I > o.

ing,ale.

ARQUE n.4.7 1. nit de manidre similaire une sous_tnartingale (
(x(r)lr+)2x( .s.) et une sur-martingale (E(X (r) | -F,) < X (s) p.s,)(d tetnps

co',r;respondantes.

1_.

2.

a
J.

R,

(B (t))ren* est ff
(B' (t) - r)ru**esf

('*o {"" ,t) - +

tinu), aoac les t

foIaster: ?ro 5a6ilit6s et appfreations Univ.Guelma (Juin 2016)



L.5 Intd

2" l.tt sous marti

rtlsulSsl1u ti
admet ume

A (t)

EFINITTON 1.4.2

rtingale continue

(M):")

considdre ur
d tribus croissan

13

pl

tt
tri

n
de

pc'tite tribu

Un processus ou

. Supposons

tel que pour

i. Sur un in

rcut iirre tr'aitde aia ra d€cawposition de l)oob ou d trave,rs querques'In6g,alitd 
ele lensen. En efet, toute sous .martingale (X (t) , J_r),.*tion unique sous la forme

s 5: i l'accroissement B (t,w) _ ,B (rs, tr) soit ind6pendiant
tenrps [u,,b], onnote lHI2l,ensemble des processus l.(f,,rr,)
mesuralcle et de carr6 intdgrable prcsque s0rement. Dans

x (it): M (t) + A(t), Vi > i|.

martinga:le et (A (t))rcR+ est un processus preoisible tel quet :

), (variation quadratique d,une martingale)

ationr quirdratique d'une Martingal e) Si (M) est une
rrd hztdgrable, alorc on a :

(''(*,) -, (+))',# (M),,v, > o

'lt6

de p.r,obabilit6 (e, ?, p)muni d,une liltration F1, i.rz.une suiter I'irrclus:ion. On appelle tribu d,es prrfoisibles sur ,, x ,,0, ool la
mesurable tous res processus confinus adapt.s d ril filtration
nsennble est prwisible s'il est mesurabre par rappor,t a ce,tte

prrocessus de Wiener standard B (t),adapt6 d la filtration

d6 pour f € [a,b]
rC€S co:nditions, si / fi12 et si a : ts 1 t1, ..., { tn { tn+1: b est une subdivisionlle 'interrvalle. [a,b], a

r:l' tres termes / est

ique d'lti
toutes les limites

it ainsi i'i

f (t,l^'

est inddpendant des incr6ments B l,,t*) _ B (tu), en
stblr:. Pour toute fonction f de Wz,on d6finit l,int6,grale
limite tr2 dans des accroissements ci-dessous (on:roteria

sectioin sont des limites quadratiques, i.e. dans 12 ). On
lique comme la limite des sommes de Riemanrn

(J,u) = J* f f (te,w) (B tt+r) _. B (t,))
i:0

etA{fl&Ef fiv{a;ter: :pto 1sbi[itis et app{irutioru Univ.Guelma (Juin 2016)



Cette defifrition

On a de pfus

tJ.

1.5.1 P

tout J, g €

isfait:

Lin6aritd:

Si"femzetsif

te avec les propri6t6s usuelles de l,int€grale.
prc'pri6t6s compldmentaires li6es i la d6pendance al6atoire de

dl(imentaires de I'int6grale d,It6

1(/) donn6e par:

,t (.f) : I' f Al d,B (s)

t"' ut (.s,)) d,B (,) : 
" l: r (s) dB (s)

a 1u,l li:

u)dEt(q: l: rtu)dB@+ 
t''r(u)dB(u)

(t)) d'i ( ,>o, alors

" (1"' r (s) d,\")) : o

if,g€lHI?etsi f'(t)) +E(s2 (t))lat < oo, alors

rl(1,'

particulfur, on a

I, ) + ei";; a,B (s) : 
l_u 

, (s) d,B Al o f, n(s) dB (s)

,r t,')) l'rt"' n ft) d,a,",)J : 
.["u 

u rr(s).e(s)) ds

"[([ E (f' (s)) ds fl'isom6rrie d,Ir6).
B (,,))'f : 

1,,

[nr

(s

ti)

et.4..{A\Ef fo{as ter: lpro 6 abifitls et app fications Univ.Guehna (Juin 2016)



5. Propript6s de

.5.2 Fbr 'rt6
formule d,Iti)

variableF sur

EFINITION 1.5.1

f unefonctian tle

f (X (t)1 == I

gitle : Pour s, t € la,6], o < s < f et/ e iHI2, alorr;

"li([ r tu)dBr"r) r^] : o

Le processu,; ( ^\ -: r, z r \io, ut=' \s) 
)l t o "tt me fi-martingale continue de L2

* de'€teminer de manidre gr6n6rale l,effet d,un c.hangement
ff.renLtielle stochastique. Elle prend la forme suiva:nte

ule rle ltd) Si X : (X (r)),>o est unpracessus d,Iffi:
tt(t)==y,iq+ | ag)ds* ['b(s\d.g"Jo Jn 

- \e/ qub

C'? (nR) allffi on a

oll - I .f'(x (")) dx (s) +
* I' ,'(x(")) d(x,X) (s)

, par definifiian lX,

f' t' (x (")

t) : rff b2 g) d"s, et

G) .=, 

fo f' (x(s)) a (s) o" * f' f, (x(s)) 6 (s) dB r,s)

mAme, si (t,r) .+
) est une"fonction deuxfois dif€rentiables en r et deut: foisrentiables en t, ces 4itant continues en (t,n), on a

,X(t)):'f(0,X

POSTTToN 1.5.L d'intdgration par parties)

tX:({1t;;,ro : (l' (r))rro deux processus d,It6 :

b (s) dBs

b' (s) dBg

x(o)oI',(s)ds*f'

rr (o) + 
t'o' 

o' ,r, o, n l,

[o' J'@) ou @)' I ,1:uU,' r, (u) du I r"f

etA.{Aft:f Meu' ter: rPro 6 ofrifit& et app {irations Univ.Guelma (Juin Z0t6)



ule d'I

x {t)Y (t)

avec la ,Y) (,tt) : [: b g) b, (s) d.s.

1.6 Form 'fl;6 sur lRm

fnulrlqx 1.,r.1

A(t) : (ar(t),...

etant de di

pour t € [a,b

vement

(0) rt" (0) * I' t g) dy G) + f'y (s) d,x(s) + (x, y) (t)

X1 un processus d.e dimension m adifiant l,tquation

,cX (t) : A (t) d.t + C (t) dB (t)

t)) et c (t'l : (ai {t)) est une matrice m x n . Le proc,essus den' B (l) : ( & (4 ,..., Bo(t)). soit f (t,,r) unefonction
un ztectet r de lR* d anleurs dans Rp de classe Cz , alot s lef (t, x (t)) utre der,iu6e stochastique donn*e par

(t,x (t)) : (
\

-l

#D..Ea$!oaog)+;f f a''f (#JJU 
cr,* (t) 

",,r 
p1) at

h=l ij=l

I

le cas, or) la / erst ind6pendante du temps et X (f) : B (t)est un
lRn'la formule d,It6 se simpli:fie en

f (B (r))

le cas oU 
"f 

(r,

ule d'It6 cond fonrrule d'intdgration par parties

rX2) :,NdX2 + Xrd,X, + d (Xt.X2)

variatiorp e est caract6risde par

,c (x1,x2)t : ct (t) c2 (t) dt

(B (0)) * 
I,' v/ (B) r/B (s) *; 

!,' ^f 
(B(s)) ds

1'2 , €t ,CXi (t) : ar (t) di + ci (t) dB (t) pour i, : L ou 2 ,la

etA-fAft:f Mn; ter:,.Pro 6 abilit1s et app fic ati.oru Univ.Guelma (Jruin 2016)



1/
2/l

('

-r

a,

Iidquafiqn s,€cri for.me intdgrale

xt (t

ori le crocfret est

2

Exemple. Pour n

particulipr lorsq

la d6riv6e s,6crit

:? :t,,i ;:'{ :,: ;:f 8,; i fi:ri f 
,}i; 

;{, f ) *cn),f * c21lof)dBr (t) + t"rra} +'croaofldB, (t)

br'owniens sont les m€mes et que ra matrice c se r.duit a urrr

{ d.{.: aldt + qd,B (t)
I dY : a2dt + 

"raa 
(tj

at\,f t a2Euf + | k?a,,t * 2c1c20,uf + Qano1)\,tt
'-l-^-,1 f\JDl,\ 

'/

adapt6 de variation finie

X2) == (Xl + Xz, X, * Xzl _ (Xr,&) _ (Xz, Xz)

Itqrration d,It6 du systdrne
'\ r/c, \ /J:{ :' ldt+(",,t, \ru2/ \czr

+ c120of)dB (t)

";:) (33:)

et AfAflEf 9[a s ter: l>ro 6 abitii*s et ayp [icatiotu Univ.Guelma (Juin 2016)



^?/'Iz aaz-Laa rJ \--...I TITI:T''If,I I/, ./v,' 'wr

ons diff6rentielles
stoc a

Les €qua

unbruit,

le cas ou le

brownien

mLarkovien,

urne dquati

Prrocessus

u
ues

n re+contre en physique sont des €quations qui, soit comportent

cor:filiicients qui sont eux-m€mes des processus aldatoires. Dans

b{uit blanc, on peut moddliser l'6quation Par un mouvement

corgme une 6quation d'It6. Dans le cas ou le processus est

'o4 appelle une diffusion. A chaque 6quation d'Itd est associde

qui d'6crit l'dvolution dynamique de la densit€ du

t ont

ona

X', QryUvft totaster: rProbafilitts et app{icatiotrs Univ.Guelma (Juin 2016



uat

lm

€ot,

2.1

particules

sl3crit

El\r€c 0 : 6

Les particu

est un bruit

D est appe

En terme

B (t) est un

Y (t): x (t

En rempl

solution est

De cette

dp Langevin

{hlrLide sont soumises A une force de frottement

de ces particules et i une force aldatoire. La vitesse des

al6atoire. L"dquation fondamentale de la dynamique

du

d,r:_au+{(t)
d'une particule 6tant m eIrT ddsigne la viscosit6 du fluide.

d des petites sphEres de rayon r. La force aldatoire { (t)

espiirance est nulle et sa fonction de corr6lation est constante,

de diffusion d'Einstein.

Fl{:(r):o

ce problBme s'6crit sous la forme d'une dquation d'ItO

dX (t) : -aX (t) dt + t/zOan 1t1

de )Viener standard. Appliquons la formule d'Itd e

f (t,*) : freot, on a fl/ : fr€ot,}rf : e"t et }rrf : 0. On a

dY (t) : t/2De"'dB (t)

fi (.s, t) :2D6 (t - t)

t, if vient

Y (t) -Y (o) : ,ffi 
lr' 

e""d,B (s)

-)f (t) : roe-"t + \m ft "-"tt-')dB @)
JO

tr$'uve l'espdrance

s$. valeur et en posant X (0) : rs, orr en ddduit que la

{e diffusion, markoviery gaussien X (f) dorurd par

E(X(f)) : roE-at

ft QfrAfo4.et Mastw: fuohabilitu et appfkatinns Univ.Guelma (Juin 2016)



et la vari

Dlns ce

transition p

a!'ec Pour

Cette 6qua

X(t)a

exPressrons

memes

transition

d'cli l'ex

u flrocessus X (t) s'6crit

0P 0,, ^0'p
at:oar1p1+u6*z

0) + po (") on suppose que pa@) : 6 (r - "o)

p (*oo, t) : 0

t6 $iaussienne d'esp€rance et de variance donn6es par les

:s. [,a r6solution de l'dquation de Fokker-Planck conduit aux

ldquliation d'It6. Lorsque t tend vers l'infini,le noyau de

x;t une densit€ de maxwell

T rn / rn lr2l\
,,1 

^* ""P \-l-/
B{rltzmann et ? la temp€rature absolue. En 6galant les

r, Qn peut 6crire

D 
-KTaln

ra.1 lJ

a

ient de diffusion (Einstein, 1956)

1 / ll2\P"\r): orffi""o \-*r/

D: kT
6nr7r

Ys

Var(X(r)) :';O-"-zat)

afion de Fokker-Planck portant sur la probabilit€ de

p(

une

K ?M&Aet Master: flrobabifitis et app[icatiotrs Univ.Guelma (Juin 20t6)



2.2 Exi et solutions de l'6guation d,Itd 21

2.2 E><

d,l

Tunontnrn

b(t,r) unefr

{1,1 Conditio

{2) Conditi

(3) ,o est ut

Alors I'€quat

ilans laquelle

dont presque

initiale ns €t ,

De ,plus, si les

d1ri:ae a (t., r)
Iips,chitziennet

Rnna.EnpuE:

szlution slo

atlmet une

tnais n',

iste
t6

2.2.1

r-I\.

Soi

nxe

oi;ss

cl,

tn,s

tutt

ntic

1)

7re

ui"7l

es(

D efb unicit6 des solutions de l'6quation

? > 0, a{t,r) unefonctionmesurable de[A,fl x lR" dansK" et

,tur,a!'Ie de fO,fl x R" dunsF<^ o€rifi.ant :

tnc:e : iI existe une constante C telle que

la (t, r)l + lb (r, ")l < C (r + lrl)

rttz: dl existe une constante K telle que

(r,4 - a(t,y)l + lb (r, r) - b(r, y)l S K l, - al

ndtflendante de Ia tribu 7* : o (B("), 
" 

> 0) ef tr lrol, < *,
ftiell\ s t o chas tiqwe d' I t O

(r,4 (r)) dt+b(t,x (t))dB {t), x (0): 
"o

ft mfa1st*rnt brownien standard admet une sorutian unique x (t)
:Ialiis$tions sont continues, qui est un wocessus ile Markoo de loi

td ddtransition

Pli.l,r,t,A): P(X (t) e Al X ("): r)

t et !sont continues, alors X (t) est unprocessus de difusion de

'ice 
f,e dffisionbbr. Enparticulier lorsque a et b sant

,t d'Il6 admet une salutian unique.

.trne (tquation peut adrnettre une solution locale sans admettre de

tetrQ,f.e sur 10, 11, l' €quation

lTtp : x2 (t). X (o) : iLlt \"'/ )

;que 
l,ocale sur l0,tl

'l

x (t): 
=. 

t e [0,1[r- L

tWtiop globale sur I'interaalle [0,L].

vaavt

dea

de 14

aaru

m difJ

x (t)

I (r)

rutes

t prob

et de

,l'€qt.

.2.1 ,

ale. I

Iutior

pns t

ft Q{A\net Master: grababi[itis et appficatiotts univ.Guelma (Juin z0L6)



solutions de l'6quation d'Itd

Euite que les salutioyts explosent, i.e. que les solutions l& |

(2) La

tendent

admet une

Qui di

,L'6quation

(3) La condi

ndmet plus

c:ar Ia

Soit t € j0,

consiste d d

adrnet la sol

otr.B (f) est

?V€iC

p1 elit la

:Llg et y>0

tio',n

A2 : at. Si Ia conilition de croissance n,est pas satisfaite,

aaoir une solution.

gar an tit I' uni cit 6. L' Equ a tion

to lrl :3X2/3 (q dt, X (p) :0

x (r; : (t - 0)'n,,8

u(t,r):E(raBt)

brownien standard, c'est-d-dire est d.e la forme

fu(t,r): I pt(r,A) uo(y)dA
JR,

11'
 !:

dans

une

f,r

Pt(r,y1 : #"-''rro'"
an$ition du processus de Wiener B (t) .

ft QfuAfo4"et Master: tPra 6 abilitis et app fkatinns Univ.Guelma (Juin 2010)



2.ii de el pf 23

2,,3

Soit Co (R")

vers too mr

DEprNrrrol

potsitifs de Co

(i) Po: I et

(ti) P"*r: 1

(zia) liq-6 
|

On dit que J

AJ': gestlr

P

Dans ces

Si ('P1)rro est

qu"il existe u

alotsprccesst

Les deux pro

procs55ug 4.

Ttlfnp*un'

)cer

l'espi

ni de

12.3.1

dans

vour t

,D_
stt-

Prf -

aPpa

genh

ditior

un se

:r pfor

sdel

ST

ce,

lar I

LI,

/ol

turt

F't'

/tl

:tLe

*ei

ntt-

e5f

:Ile

idr

)rl.

en

)ni

for

rl<

sr(

t sgm

ils 
'qt

l; >[
ts 

Pot

=0

tat
'ittJ

,e Feller

urctions co:rtinues sur lR" tendant vers 0lorsque r tend

e ll/ll : ':p l/ (')l .

i-groupe de Feller est une famille (p)rro d'optrateurs lin1aires

tte

t, P1l : 1,

w tout s et t,

ltaur taute fonction f de Cs.

I domaine de A et on note f e D (,a) et on dit que A tel que

ii,nit€simal d.e Pr s'il existe une fonction 9 € Co telle que

ttDt " llhmll't'r-r -oll :or_+oli t "ll

rmontre que d @f (")) ldt : nAf (z) er que

P,f (r) - f (") : [' p"Af (r) d"s
Jo

pe de Feller, on d6montre i l'aide du th6orEme de riesz

p Markov dont P, est la fonction de transition. On appelle

rrocessus de Markov.

er les plus c€lEbres sont le mouvement brownien et le

wefit brawwien sur lR."esf ufi processus de Feller de semi-groupe

/\ | f(t) : # Ju_"-'o-'1''" f fu) aa

nteur est le laplacien |A oit A, : 02 l0r? + ... * 02 l0r2* et de

$ de classe C2 tendant zsers 0larsque r tend aers }.cx..

Boci6 a pour fonction de transition, pour tout / e Cf (lR")

r ft_
i:I {r) : J @) * , J, 

P.af (r) ds

lsd
cel

Fell

Foiss

.3.1 ,

)r,\ (

") det

leM

pourf€Co(.

domaine Cl (n

Le processus

NJ

as

F

ft $frAfoaet Master: lPrpbubilites et app[kations Univ.Guelma (Juin 2016)



2.3.2

paul

(R)

u(

Tnnontu

saw-groupe,

ce que tradui

tinue born€e en

us de poissan N, d,'intcnsit€ ), > 0 est un prccessus de FeIIer de

P,f (*):t J(n+4W"-^'
n:o

et de g€n4rat

Af (r) -.\(/(r+1) -f ("))

de domnine

2.4

DErrNrrro

continues

ar\'t,x (t))dt +b(t,x (t))dB (t), x (0) :,

On suppose r,..t,on) et b + (br, ..., br,) sont des {onctions mesurables

localement

La matrice (

lRr''

ique et semi-d6finie positive, i.e. v6rifie pour tout r de

L @b'),,, r6ri ) g

i,i:r
Si 7t (t,r,y)

transforme

ilit€ de fransition de X (t), on note U (t) le processus qui

: rE, (.f (x (r))) : E ("f (x (i)) | x (o) : z)

t un semi.groupe d'op6rateurs

U(t+s):{J(t)U(s)

de 

l:h 

anman- Kol m 

^o 

g or ov

f
p(,t * s,r,U) : I p (t,r,u) p (s,u,g) du

J

K 6iKA&c" et tu{aster: erpbabilites et appficatians Univ.Guelma (Juin 2016)



2,4 d:i 25

Le g6ndra

soit

Cette limite

lesquelles le

admettant d

dilFfusion vd

alors l' e D

Propri€tds

(1) La lim:

La

(2) La limi

(3)

TnEontnan

toute fonction

r inl

lale rr

:t'exit

Iimit

sd€
"ifio-.

,4) et

ne di

doru

donr

ion d

\

.4.1 I

f d.e(

n:it

reI

: €:x

iv'€

.L',€,

g_>

i,x

b ,lll

A4r I

la;ti'

Af

frls

arrl

ant

lir
A-+

:l)

,t(

€! (

p€

'd,,

r)

on€

la d,

,I
iltm -
'+0

la rli

IF" /
.lt --rl

inlir

0, li
n,-

(t) e

,,n) le

'+l

il du semi.groupe est ddfini par

A ',:.-- U (h) - I/t: llm
h-+0 h

A.f (r): lim 
E"f (x (t)) - f (r)

1-+0 t
r,ujours. Orr note D (A) l'ensemble des fonctions pour

luel que soit r dans lR.',. Si / est une fonction de classe C2

rtielles prgmiBres et secondes bomdes et si X {t) est une

ion d'ItO ind€pendante du temps

)( (r) : a(x (t)) dt +b(x (r)) dB (t)

,.f on @)#*+I (bb"),n@S+
; uri "7 

tz,:t' 7ri)ri

rst caract6ris6e par

1!rive

i(X (t + h) - x (t) | x (t) : ") _ ^ t_, jg:a(r,t)
n

ffusion

t:,x (t + h) - x (t))2 | x (r; : ,r; ,2 ,

h 
' \t /:b"(r't)

,_. P(lx (t + h) - x (t)l > € | x (r) : 
")lrr -0.+0 h

r;t un proce^sus de difusion de lR" de genwateur A, alors pour

pfocessus

AI {x (s))ds

t dlatribu 7r: o (X", 
" 

< t).

/(x(r)) -f (x$D- 
I"

,ET'XE

fr, $\A{Let Master: erpbabi"fitis et appfications Univ.Guelma (Juin 2016)



Ler

Laurgevin)

oil aetb

de plus qu

En posant

et en appliq

dirir la solu

Enrnotant

En prenant

La fonction

d' Ornstein-llhlenbeck

in-]lhlenbeck est la diffusion solution de l'6quation (de

dX (t) - -aX (t) dt + bdg (t)

et B (f) un processus de Wiener standard. On suppose

x(0):&.

Y (t): X (t)e"t

d'Itd a la fonction I (t,r): r. €ot, on obtient

dY (t) : be"'dB (t)

' 1o'

,l :" (ts)e-"$-.to, *U 
lr,e-"('-")dB(s)

),le processms d'Ornstein-Uhlenbeck a pour moyenne

It 
ttl) : *F - e-za(t-to)) + m (x'(ro) 

"-za(t-to))

E (X (r)) - roe-a(t-to)

'Itd au processus Z (t) : X2 (t), on a

ft) : -2az (t) dt + bzdt + zbx {t) dB (t)

o{r trouve en r6solvant une €quation diffdrentielle ordinaire

x'(r)) - E (x (r))' : *O -"-2a(t-to))

proces$us d'Omstein-Ilhlenbeck vaut

h2(XrX) - !-"-alt'-11
'za

- TF'

(z (t

ta

K 6KA&4'et Msster: :Pro6a6i[itis et aryficatinns Univ.Guelma (Juin 2010)



2.5 Formul de 27

Fbynman-kac

r!,t) unprocessus de diffusionrle lR' de glnlrateur A. Soit une

ltvt cornpact, et tendant uers z€ro h l'intini f € Co(R,). Si ? est

lrtnie alors on a la forrnule d.e Dynkin

Dr ("))) : f (,) nr-, ( [" or(x (s)) ds)
\Jo I

l:e 
u {t,r) = 18" (f (X (t))) est dffirentiable en t et que

0u m /ar
at 

: E*(Af (X (7)))

fs, 
i savoir X (T) est une diffusion d,It6 de g6n6rateur A, f

[(X (t))), on d6montre l'€quation de Kolmogorov

0u--:-: Au"
iJt

[n continure born6e (un potentiel) et si on pose

lr., (f (x (r))u*p (- [' , v ("))d") )\ \ Jo //
ithbses et les m€mes notations, on a la formule de

0r--: Au -VuOL

Master: grqbabilltis et app[iratioru Univ.Guelma (Juin 2016)

2.5 Fc

DEuNlrlo

fonction de e

un:. temps d't

En prenant

si l/ (r) d6si

Sorus les m6

€ C6 (R") et

r6trograde

alo:rs, avec le

Feynman-Ka

Iir
.).-a

'slrt

IIl,

T7L

oI

po

=:

efr

,(t

.el9

dr:

It ){

f(

tQl

hBst

| (,
"z t\J

ry?(

fulu

{ 2.5.1

asse {
"rAt d'

:t,

Re uI

nes h'

,t (t, n

rnen
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its num6riques et stabilit6

Darrs ce cha

d'r6quations

classiques (

Ainsi nous 6

donnerons q

3.I.

On s'in

En g;6n€ral,la

recourir i uru:

I'6quation (3..[

Sch 'Itr uler

€tgivons des m6thodes num6riques pour la r6solution

gtochastiques, notamment on utilise les diff6rents sch6mas

in, Platen ) pour approcher num6riquement ces 6quations.

vit'e$se de convergence et la stabiLit6 de ces schdmas et nous

les sur ces m€thodes en finance.

dX

dl.Euler appliqu6 a I'EDS

(t),)dt+b(t,x(r)) dB(t), x (0) : x0:r € rR, (3.1)

li3 1) n'a pas une forme aussi simple et l,on est obligd de
hiq,n de X qoi correspond i une discrdtisation en temps de

fvf ss ter : 9ro 6 abi[itfs et app fications

tre ntus

) : r,1 (l',
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3.1

On se

on notera A

esl;trEs simr

C'est l'6quiv

diff6rentielle

La rsimulatio

An,Bx - N ([

On introduit

x" (t): xn

ce que l'on p,

Le sch€ma d'l

0. On d6mont

TnF,onEnan 3,

suppose que les

trajectorielle, c'

(L) Condition a

ce qui cond

! x" (o)

I x" (to)

d I 29

une

t:f
le. Po

x (t,

,tdla

trent r

ordi

del
A^TI

lreinl

,rrh

'/,t

|Iri

)

c()r

ro
("'I

,s,

)p

livir

7rt

:t l\
rul;

-l

'k-1 .

r ac*.

*tt

on de [0, T]

: (to, ...,tx,...,tn) avec tn: kT/n

Br+r : B (t*+r) - B (tr).L-id6e de la discr6tisation d,Euler
:1r"',n'ona:

ftr, f tr(to-,) +/ o(x(s)) ds+lb(x(s))dB"Jr*-, Jr*-,,
(rr-r) + o (x (tr-')) Lnt + b (x (ik-l)) Ln B*

:tion du sch6ma

* a(x" (fu_r)) a'r + b(x" (rr_r)) a"Bt", k:1,...,n.
(3.2)

1ue du schdrna d'Euler utilisE pour les dquations

Ene d la sirnulation des accroissements de B, oti
lut i : 1.....n.

sch6ma d'Euler "continu" de ce sch6ma discret

))(f * tp)+btx"(t*))(B(t) - B(tt)), pour t €[tk_r,tk]

$ forme i4tdgrale

.ft7t
o + / a,(X" (s))ds + / b(X" (s)) dB,.Jo Jo

(3.3)

en moyenne quadratique vers X (t) quand A"i tend vers
Livant

n mouvetnent Brownisn standard d aaleuys dans p;d. On

) et b (t, r) verifient les conilitions d'existence d'une solution

ur tout t S f0, Tl et pour tout .r; y € F<d, on a

a (t, a)l + lb (t, ") - b (t,il| < C l, _ yl

ts.

rau

)ur

rtu

(" t(t

3 Slf,

rerg

tat I

r (i)

,z (t:,

lue I

r)-

'tx) +

ut r€(

X

luler,

eler

1.1 s

foncti

tst-d-t.

t lipsc

a(.

cr{r

'(r

on

isu

'it t

ms

ir,e

'ai lc

(,
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3.:t de l. lGll 30

{2) Condi

(3',1pour tout

alors pour

On: d€duit de

ddnnontre que

Autrement di

La wauvaise

est trop grosr

d€terministe,

nous allons n

3.2 Scl

Dans la pr6s

mais on aurai

,on se place e;

b(x

de cl

0(s

lo(

tp€

:e thdt

la aitr

que p

\l

1

rin

)S€

)til

<T

_ 
tC,

I
@[,

,e qlwr

tre c:o',

toui.tt

: est

mEt

la (t, r)l + lb (t, r)l < C (r + lzl)

' ,la condition h\Iderienne suiaante est vffifi1e pour a > L/2

t.[,s)l + lb(t,r) - b(t,il| < C(r + lrl) lr - "1"

0na

n ( ,rp lx, - ,rl'o) < 9!.
\o<rir' "' / - nP

: la vitesse de conrsergence forte du sch*ma d'Euler est L /2 et on

,raergence 
fuible uaut I.

t fanction polynominle, on n

lE/ (X") - IE.f (r,,,,r,) | < *
due d Ia prdsutce de l'intdgrale stochastique dont la majoration

'ier h cela; on a iragind de prendre, conxme dans le cas

t de Taylor. C'est qui est fait dans Ie sch€ma de Milstien que

r:yrusreln

r.fma d'Eulet, on a utilis6l'approximation

r;f )dB (s) - 0 (X (t*-,)) (B (t*) - B (tni)

rle approxirmation d'ordre sup6rieur. pour fixer les id6es

ft on suppose que b : 0. Alors rpour s e (ts_1, f6]

fs\
(tn_,) + | b (x (t)) dB (q IJt*_t /
4i,-') + b(x (tk-i) (B (') - B (tu_,)))

lpns une formule de Taylor i l,ordre 1

dr_,)) + a(x (rr_r)) b (x (rfr_l)) (B (") _ B (r*_,))
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Orr utilise

on en d6dui

t::.,,,

Le terme de

par rapport

ule d'If6 appliqu€e a (B (,s) -. B (r*_r))2, on obtient

d";

b (x (rk*l)) (B ttn) - B (t*_r))

+|u6 (rr-,)) 6 (x (ra-1)) l(s (r*) - B (tn-r)), - a*rl

une cont4ibution inf6rieure dans l'erreur d'approximation

ion, il p'est pas n€cessaire de la corriger. pour d : 1, on

(3.4)

sous le nom de schdma de Milstein.

de convelgence forte ou faible du schdma de Milstein

que d'Euler.

laten

utilise l'lapproximation des incr€ments du brownien et

(B(") - B(tp))ds

* Lnt.a1, * bpL 81, +|una,ur (1x"nil, - L.t)

t An(Jt + (o*a,or + 
|t7,a",ur) {o'ro't r, - L.ur,)

I,-{)\ + (op,be)z) (] fo"rri, - o",) bpL.Bp

t a {x" (r*_,)) a'r + b tx. (r*_r)) (B (tr) _ B (tn_r))
r_,)) b (x,, (rr_r)) llr tr*) - E (ri._,))z _ L^tf , k:1,...,fr.

,))' : , 
l::_,(B 

(") - B (r*-.)) d,B (s). 
I::_,

obtient donc

{*'n'
Le schrfma

On

vauLt 1. Ce

3.:l

Dans le

de leur int6

Le schdma es

x" (t

n(rt": 
I:r*'

fL/
(

Ua

ti,t

b'(

ttr

(t,,

-t,)

F (*)

que

("))

de la

o*ex*tu!a,.nr) (A"t)'
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bili

l'6q

..., ut

) .rtt

On

d'Itd

):

tPoU

d6f

oi B, : (8,t,

a =. {d!r...,

tenrpst>0.

de l'6quatj

a(t,O): b(t,

com

DEuwrtroN

d: d(t, r) >

DEnNluoN

solution z€ro

pour tout rs, 
I

DEruNrrroru

l'op/rateur L

tlut

.I

Ip(

a (tp, X" (t*)) , b* : o (tk, X" (tk))

est en o ((a'r)3) .

astique

dxt : a (t, Xr) dt + b (t, X) d.Bt

brownien rn-dimensionnel standard (A (0) : 0),

e IR', 6 : (boi) une matrice rdelle n x nlet t repr6sente le

a etb satisfont les conditions d,existence des solutioru
r conditiqrr initiale X (0) : ?0 € R'et
0. Le processus X1 est centr€ et on cherche i dtudier son

inage de l'origine.

z4ro est dite stochnstiquement stable s'il existe

A et e ) 0, tels que paur tout t:s, l"ol < 6, on ait

u: lX1(ro)l < r, Vt > 0)) > 1-.e

z6ro est flite asymptatiquement stachastiquernent stable si la

stable pt s'il existe d : d (.) > O, pour taut e ) 0, tel que

V {r) aux dffivdes partielles secondes continues en r,

.t',ff.;F:,(bb,)0,,#
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3.4 Stabili rtrd
33

HV:f (uu.), ,yy
x,J=r 

'"1 1ti 1ri

mov associf d l'dquation d,It6Ia quantitd

I
A : lim."p; log lX, (rs)l

il existe unpfonction V (r) de classe Cr (R"\ {0}) , une

:onstantesp > 0, m ) 0, r ) A, rt < rl2alrifiant
' 0,paur toytt rs l0

.s. paur tot4t r I O

.s. pour to4t r I 0

,.s.

;tochastiqup satisfait presque surement l, inlgaliti

1

rimsup;to* lX (ro)l < 
; (, -;)

nction d* Ly"pnr,o.r.

oujours HV (r) ) 0 on peut choisir r : 0.

alors le thforime se simplifie comme suit.

mefonctiorlV {r) de classe C, (R"\ {Afi et deux constantes

),pourtoutrl0

,toutrl0
ochastique satisfait presque surement l, in6galit6

iI: lim *"p 
; los lX, ("o)l < ry/p

': erobEfii[itis et app{ications tiniv.Guelma (Juin 2016)
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TnEontrrn I

fonction reelle

(1) & (ro) *
(2) v (") ) l,

(3) LV (") s
(4) Hv (") >
(5) liminf i I
alors la solutitt

et l'

Ont appelle

La fonction V'

En particulieri

Si de plus 17 <

TnEoniut s.

p>0etry<At
(1) X, ("0) * n

(2) \'(") ) l"l
(3) LV (") t,?
alors Ia solutian

ff est dor

de

vIa

tqt

pt1i

rx;

v'

v'l

Ist

'qur

Pel

ler (

(r)

iI et

,I|,1

rj
p.!

ual

nE,p

i"4.1 (

u(t) t

0,p.s

:le por.

tt u {t.

ru (t',

u (s)
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est a1

r) li

atl,e

rt)
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'r) t
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u)- 1

,:K
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A.=
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?D

f.

on

s',6

( (:j

(r") )

(t)l'

x"(

I^r1
,1, -T- I

+ c(t
K

(r) s',

le

T
fL

htz

h))(

(1

3.5 A
3"5.1

Exemple 1

ot)r>0
de la

x" (0

Pour cette d

(x.(t'),...,

Exemple 2

oitc) 0et o

dismdtisation

rn l_x" (r) -
Solution.

Ainsi

Powr t € [kh,

x^(t) : (

1-

On sait que X

en Flnance

le modilede Black-scholes :

dx (t) : rx (t) dt + ox (t) dB {t) ,Xo : r€lR

bre pne subdivision de pas t : I, h schdma d,Euler

+ 1) h) : Xn (kh) g + rtt.+ otB ((k+ 1)h) - B (kh))| .

en fait rt6soudre I'EDS et simuler directement

cette der4iEre simulation n'engendre pas d,erreur de

t i l'utiligation des sch6mas.

pro ce s sus d' Orns t ein Uhlenb eck

dX (t) : cX (t) dt + odB (t) ,

Xo : r€lR,

d'E4ler en temps continu X', (t) de X (t) sur une

Ier la lai de Xn (t) - X (t) pour tfix€ et montrer que

X" (kh) fluprocessus X (t) s'dcrit

) : Xn (,klf,) (1 + ch) + o(B ((k + r)h) - B (kh))

k

ch)kr + "f{r + ch)k-i(a u,h) - B ((i,- 1)h)).
;-1

ion en tetrps continu du schima d'Euler s,€crit

* ch)kr + o(B (t) - B (kh))

- kh))(la ch)k-i{B (i,h) - B ((i,- 1)h)).

X (r) : red + o 
fo" "4'-')dB.
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3.li Applic; ons uld -t-a

Orr peut dc

lx" (t)

dtli en prer

E lX* (r) -

(t -r c(t - li;
limit6 au Dre

On montre

3.5,.2 S,

Exemple 3

Le sch€ma

I x" (o)

I x" (tn)

c cal<

-x (t

ant 1'

x (t)

IUer (

L+c(

que (

h)x1

nsr q1

ulle

rl

l+
*t

,rr{,

eI

ck

nt(

sl.e

U
'n(

\

lar

J

a

iff6rence lX" (r) - X (r)l pour r € [kh,(/c + r)h].

l(t + c1i -t kh))(t * ch)k - ".rl +lft
| / tt + c{t - kh))(r * ch)$-t')1{,<u<i*1<&} - "4r-d 

dB,l
lJl t"j&\w ' -- -r "l

e du carr6

r' l(r + c(t - kh))(t + ch)k - "ol" +7t
u 

J" ((t + 
"1r - kh))(L * ch)&-;')rii<u<i+1<kl - ""tt-d1z 

4u

kh))(1 + ch)tr-a1{r<?i<i+1<a} peut se r66crire

'l.Deplup f?l :+*e o&E< 1.Und€veloppement

met de trquve

))(r + ch)r 
: ::,,:;ln5::;'r'+o(h\,

(t)-x (r)l': CI(hr).

.lstein

de Black-$choles en dimension 1, d€finie par

dx (t) = x (t) (rdt + odB (t).) ,Xo = r€lR.

crit

{t + (r -v'12)Lnt+o{B(te) - B(rr_,)) +io, (B(tk) - B

Master: grafahititis et appfications univ.Guelma (Juin 2016)

'ctt'
ib)fi

epe

lx"

1\{

,

t,,
E-\,

te Mi

:-l

-l

(

1.

n s'r

k-l)

ft Q'\A\AetA"

(r*-'))').



Co.mme pou

exactes pour

d'obtenir

finrurce, ces

ne peut pas

ion

ues/ on pe sait pas en g€n€ral donner des solutions

h6mas nr4m6riques (Euleq. Milstein, Platen) permettent

numdriques des trajectoires des EDS. Appliqu€es i la
ent de c4lculer les prix des divers actifs financiers, qu,on

analy{ique.
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Cftapitre 4 <**"

4,1 M
4.L,1.

Pcrur Pou

unL modble

so.nt des p

oi (fi),.on

(sous lP).

Orr peut

6quation d

: Illack et

dr{ moddle

Scholes

1ou {:stimer le prix des options, il faut 6videmment construire

l'actif (Sr)r.**. Les prix des divers actifs snr un march6

ddfinis sur l'espace de probabilite filtr€

(n.r.(r,) -- .P)
\u{?r 

r r- t/t€Rr)- 
J

naturelle d'un mouvement brownien (Br)r.n* standard

fltemps imqginer que le pdx (Sr)r.10.r1 d'un actif satisfait une

d.Sr: pdt * odB1.

type
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4.1t ModEle de es

Mais,Ia solr

n6gatives, cr

reprdsente li

observe que:

Le modEle c

En appliq

oipl-a*

REulngun
',mO,WUement b.

tCn note Sf l:

rendement r'

lii cr : 0, un

g6n€ral (a pr

hisilorique JF

avec (tr4/1)15p

l: € [0, ?],

I-a probabilit

th6orbme de

rt la f

/,)

hion r

qui r

varii

lorsc

e Bla

1.1.1

twnit

vale

Alor

lr.lI

lfirc

ec
,ES

nc(

Lre

kt

ilr

,AJ

't.(l

re

: EIF

.ov

t0
biil

ltr

te fguation diff6rentielle stochastique prend des valeurs

raLs coh€rent pour mod€liser un prix ! par ailleurs, a qui

lers accroissements est constante alors qu'en pratique on

prix d'un actif augmente,la variabilit6 augmente 6galement

Sc$roles suppose que le logarithme de 51 satisfait I,E.D.S

dlog(Sr) :adt*odBp

ler$l'Itd d la fonction exponentielle, on constate que

d,S1= S:(p,dt * od.Br), (+.

le,p'r;6 (Sr),.o* est un brownien g6om6trique donn6 par

l/ o2\ I- .ar,, 
f \r - Z )t + oBtl: explaf t oBl.

irtttfion engendqte p6r (Sr),ru* est en fait la filtration naturelle du

) o=qr. Po, aillewrs, (Sr),.u* est bien un processus de Markoa.

i dflun actif sans risque (capitalisation i la banque) avec

dsl : rSldt'

rnt d'arbitrage permet de montrer que F: r. Dans le cas

il g.xiste une probabilit6 Q 6quivalente i Ia probabilit6

i <llLi nous a permis de moddliser le prix de l'actif risqu6) sou

d'51- S1(P'd't t odW)

uvfrment brownien standard sous Q. Ainsi, pour tout

ll n-2\ '1

S,:expl(r-;)t+oW1l .

L\ 4/ I
el6F probabilrit€ risque-neutre ou mesure martingale. Le

erfret sa construction ainsi que celle de (%)r.m*.

est u

ori a

probi

,Q es

lirsa
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